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ur va= Cat + air E 0a Hg", 
“ aR 


. Y h L; s + ö . . i 
a woraus man sieht s die geraden Difierentialgndliehennn ‚von y £ 
„bloss ‚gerade Potenzen von 227+.a und die ungeraden Differential- 


8 quotienten von Kj bigsip ungerade Potenzen von 22 + a enthalten. 


” Mi i Wir bemerken ferner, Ye die ungeraden Differentialquotien- 
’ „ten von „ 


T | » X0x +0) X22+0)% AQz-+a).... 2 er 
A: 4 verschwinden, wenn ür denen Wer ie Gleichungen, | 
re, or er =0 0 Och 
gti md dass die ungeraden. Dilbrenilgunienten von RR 
| X Aorta) Mrtop.. io 


ri 
u 


hi 


An hach den Differentialquotienten von o geordnet, so erhält« 
„man als erstes Glied, das mit dem Factor pin) behaftet ist: 


Das zweite Glied der D Differentialgleichung , HAIE Ep 


> um hier oh je Interesse ist; eben 


E% 


ee Hi 
Ra Denkt man Schi .nun H wi vom y und die Werthe 


R; ,; An— er, An = Fa)" x. Qatar Bf 


üb er GIRICHUNEEN, 


5 Aus 


at: Dr. N; - F 
2 . 2 ”° ' . 
Dry N Re | 


Kr 0. u 


In 


Ye a. in die’ Differentialgleichung (10) eingeführt und 


A ir Xn 2x + a)n. we 


r 


Factor hat. besteht i im Allgemeinen aus zwei Theilen, den w 
F er EI u ‚sie sind: E BAT 


aaeR?. 
Kur % ana Mi, Ber + a)n—ı, Mi A 
eich mit constanten ‚Factoren Hhlaplient, deren W /erth für 
Kan. ‚welches, Sa 


Pe 
h & . 


ar x + w , Er + ayn- | 
und so das vierte Glied aus den =. 


” 


0 oh. zu bemerkt‘ Hans 22 +a in der. Dif- 


Be ni ‚einer negativen Potenz erhoben erschei- 


3 > ' a 
u ven kann. Falls dal er irgend eines der auf eben angeführte . » 
wi Weise gebildeten Glieder Theile hat, wo. ta zu einer nega-, „ 

' tiven Potenz, erhoben vorkäme, so müsste ses ganz weg glaRr . . 

sen werden” m 2 u! nt | 

de} m gi‘ 
En Betrachten wir nun jedes einzelne Glied en Silke ke 


Br 


% 
"Die ungeraden Gr 1: Ale von KQzta) sind Nully® r 
wenn entweder ; 


et Xr=0.... UBER ® Er no; 
oder wenn % Rn MR TOR S . % Po 
a N w Br. 
R=0 K=0 AnıF =0% u» He 
Sad “R 
für 2—— > ist; ertnd wi ni, ein für gerade, ve fi u” 
5: TrEpD) Ki 
rade n. rt ag sitaarll 118) Pr 
5; R 2 r iR: 
+ % En % ke) | 
“ 2 we | ' 


f % a ' .£ R | gs, 
1; 10 si gr Spitz P\ 16 über l 
| & ve n 
Die ungeraden Diferentialguotiähten de t; welche du { 
Factor 9®-V besitzen, bestehen im Allgememen aus zwei Their * 


* len; der erste Theil, welcher ein ungerader Differentialquotient 
m von X,„(2x + a)”-2 ist, wird unter dchselbäh Umständen Null, als 
es das erste Glied ‚OP ha)r wird, weil x und n—2 zu gleicher 
Zeit gerade und ungerade sind; der andere Theil aber wird Null, 
‚genau unter den entgegengesetzten Umständen, nämlich für ein 
"serades n, wenn 


An-ı = el re 
ist, und für ein ungerades 2, wenn 3 | 
Ep ARE rn, 


ist. Von den drei Theilen, aus welchen der Coefficient von Pe) er 
besteht, sind die beiden ersten Theile Null, unter denselben Um- | 
T. ständen inet e die IR von g®) und g®=V verschwin- 


den we: | sg ich Theil erh elandl so 1er oa ür 
...gera Nul nn ” ' 
be %,; x om) DB 1 


4 aa ‚ oder ge ungerade ist für Re B R | 
u = 20 An =) ’ Er I—0.. | F 


. 


ES 


E77 u. 5 f. » Ä 
“ Wenn daher die gergge DiffergußiabllolEnigEn den nallten‘ 3 
mit eingeschlossen, von , 1 
w ». \ 4 
N Yyv WERE 
r A, Az nr Ri; 4 ye 
- „und die ungeraden von Hr 


« ® “x ' % Nacı. u . ne | 


. .. a . . . . . 
sämmtlich für ı=— 5 verschwinden, so hat die Differentialglei- 


*  _ Muehung der ten Ordnung lauter particuläre Integrale von der Form: 
PORN va DEETO. 
a” ” Man kann dies6n Satz kürzer auch so aussprechen: e‘ 
PL; A % N 
Pe "Sind r % 
. KR 
ü A A, 3... und Icta ta Icta' ... 
PR. von =?4-ax+b, so sind die particulären Intogtalk der 
” linearen Differentialgleichung br 
Mi e 


L » ar 


Ri 
$7 


ke 


und diese "lässt sich nach Petzval’s Melde integriren.. Ich _ 


11 


4 wer .4Agy" +X,y' + Xyy=0 


y= pie? iF ax + IR 
"Sollte der Fall sein, dass die ser aden Diltereniquotienten von 


a X) X, De 


und die ungeraden von 


A, Äz Az... 


gi . Nr fe a s . F r M £ 
sämmtlich für a=—5 verschwinden, so wird, wenn man in ‚der 


gegebenen Differentialgleichung y —o(2?-+ax.-+b) setzt, dieselbe 


alsdann durch %r ta abkürzbar ar (denn A, A, Age... sind oh- 
nediess durch ar theilbar und X, Az Ä,.. haben respective 
die Factoren y' y" yIV..., welche auch durch 1a theilbar sind), 
und die ‚so, entstehende Gleichung Coe ienten h on, drdfeinen 
auben auf das Vorhandensein lauter particulärer Int 
er augenommenen Form. 


at 


a) y" + A at Ayady! $ A,23ı 0, no ie 


k, 


» 
Ne Br wir als en folgende Differentialgleichungen vor: * 


u 


held des. ° P | ; 


= N 


ie Form ea Inteßfale ist. Die Substitution 
ieses Ausdruckes gibt, wenn man zugleich x?=5 setzt: 


* SS" HAAS + 12) 9" + At +24)g' + Ay =0, 


bemerke zugleich, dass die vorgelegte Gleichung ein speeieller 
Fall folgender allgemeinen von Petzval betrachteten ist: 
# ad" +22y" (As + B,c") +2y' (A, + B,2” 4 C,2n) 
+y(4o + Box” + 02°” + Da?) 0, 


und daraus hervorgeht, wenn man: } 


A=B=60=Ah=B —=A,=0 und m=2 
setzt. N * 
b). 3”+ Actaygt A,(c-+a)?y' + As(c+a)’y = 

ia Istähmg 


"Sämmtliche particuläre Integrale dieser Diflferenti 
sind von der Form 


® 


h # 4 
4 ur 


Eu 


R$ 


u. we Rh 
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Y y=yl[(z+ a)2]. 


-  Substituirt man diesen Ausdruck un Letzt (2 r yE, so. erhält 
Dan wieder genau dieselbe Gleichung wie oben, nämlich: 


Ep" 4A EHI) P" + (245 +24) p! HA = 0. 


Die beiden Gleichungen von ganz allgemeiner Ordnungszahl: 


y® + A,zyd+ Aya2yn—® +... + An-ıctIy' + Anary = 0 


” und 
yo HA ty + Alt a?ye + 
RER + Anlata)y = 
haben ie bt FR von der Form 
* er 9.2) und y=gl(@ +0]; 
sub 


if m 1: respective (2?) und o[(z+a)2],- zu glei- 
cher Zeit m oder ( a)2—=& annehmend, so erhält man lei- 
ee vom nten Grade, deren Coeflicienten sämmli h vom & ‚de 


»: 
%,. "ist. „Man n dann leicht .die Integration dieser Gleichungen 
4 nten A abhä Sie a; von der Integration einer Gleichung . 


‚oder ee s ig. je nachdem nämlich n er ‘oder. line 


Do Gralden 5 de 1 ‚deren Coefficienten aber vom nten Grade 


sind. | & Rp ak 


tr 
V. 


s ist nicht schwer, diese Untersuchungen weiter fortzuführen 
Ki auf Gleichungen, deren sämmtliche particuläre 
Integrale von der Form y=g(@?’+ax?+bx+-e) oder allgemein 
von er Form y=gy(u) sind, wo u=Y(z) ist, unter (x) eine be- 
kannte, gegebene Function von = verstanden. Man hat nämlich 


aus y=olu): 


y’ —=u'p'(u), 


% 
m y’ =u?g"(u) + u’Y' (u) 
2 A u Ip” (u) + 3u' u” go” (u) + u" p'(u), 
„) x . . 2 . . u . 


Die Differentiölgleichungen (1), (5) und (9) En durch Ein- 
führung von 3=g(u) über in folgende andere:- | jr 
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Ri n b oe y 2 BR 
0 Kuga) (Kae Kun) + Kl) =0, u 
Kuga) 4 Xu" + Xu) 9" (u) ' 
+ (Aza” + Xu’ + Xu) p'(u) + Aoplu) =0. 
Erstere wird ein partieuläres Integral von der Form y=y(w) 
haben, wenn A,w und X, Functionen von x sind; die Gleichung % 
(5) hat zwei particuläre Integrale von der Form y=y(u), wenn 


X,w?, Xu” + Xu‘ und X, Functionen von x sind; eben so hat 
die, Gleichung (9) drei particuläre Integrale von ar; genannten 


& 
Form, wenn Ku ‚ 3X u u" + X,u2, Ku" + Xu’ + Xu' und. 2.2 
| Functionen von u sind, u. f.- us. f 
Ih or j 
i eo; 
2,0 5 Y PB,‘ 
erh ' \ ft 
a en e- 
a, Ä sr. 
N N uf x RI U p ar 3 
Pr RER | BR F = Fr 
we : er Mi” 
A 4 " 4 “ 
ns ® 
u IE. N 


w Erweiterung e a a Satzes vom; ‚Schwerpunkte. 


Von 
E Herrn Dr. MH. Burhenng 
Lehrer der Mathematik an der höheren Gewerbsechule in Cassell 


“ 


Bekannt ist die folgende Eigenschaft des Schwerpunktes: 

Sind gleichschwere Punkte A, , As, Az 35... gegeben, und bedeutet 

B den Schwerpunkt dieses Systems, so ist die Summe aus den 
“ Quadraten der Abstände, das ist 


/ E 
| (A,B)%4 4,B)? + (A, B)?+.... u ' 
ein Minimum, in Bezug auf die festen Punkte A und en verän- 
derlichen Punkt 2. Es ist auch bekannt, dass, we ier die 


‘ Linien A,D, AB, AzB,. ... nach Grösse und Richtung Kräfte 


vorstellen, diese sich im Punkte 2 das Gleichgewicht halten. 
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Das Gleichgewicht ist nur ein besond. am Parallelo- 
gramme der Kräfte, nämlich wenn die Resu irende gleich Null 
wird. Man hat die Eigenschaften des Schwerpunktes bereits in 
das geometrische Gebiet gezogen. | Aber dieselbe Beachtung ver- 
dient die Zusammensetzung von Linien, wie sie mittelst des Pa- 
rallelogrammes oder Parallelepipedes der Kräfte geschieht. Da- 
durch wird man aufmerksam gemacht, einen allgemeineren Satz 
zu bilden, der jenen vom Schwerpunkte in sich begreift. Dieser 
Satz ist folgender: 


Es seien. n Punkte A,, Ag, As,...- An im Raume_ gegeben. 
Wählt man nun. einen Punkt C, und ‚bildet aus den sämmtlichen 
Linien A,€C, A,C, 4,C,;....AnC, wie bei der Zusammensetzung der 
Kräfte, die resultirende Linie CD, so ist | 

(AvD)? 4 (4,D)? +(4,D)% + .... + (AnD)2— (CD)? 
ein Minimum „in Bezug auf die festen Punkte A, das feste C und 
das Weränderliche D. — in dem besonderen Falle, wo CD zu 
Null wird, ist © der Schwerpunkt des Systems und unserSafz 
u, 


eht in jenen vom Schwerpunkte über. | 


Der Beweis des Satzes ist folgender: Wir betrachten einen 
beliebigen Bunkt E im Raume, verbinden denselben mit den Punk- 
ten A und dem, 0, und untersuchen das Vorzeichen der Differenz - 


® -[ZAE2 — CE2] - [2AD2-— CD2]. 
Da hier [7 h 
ZAE? = Z(AD® + ED2—2AD.ED.cos ADE) 


und 
ZEC?—= Z(CD* + DE?—2CD. DE.cos CDE) 
ist, so verwandelt sich jene Differenz in | 
(n—1) DE?—2DE[Z(AD.cos ADE)— CD.cos CDE]. 


Nun ist CD die Resultirende aller CA, also sind sämmtliche 
CA mit dem entgegengesetzten CD im Gleichgewichte, so dass, 
indem man alle Kräfte in die Richtung DE zerlegt, 


Z(AD.cos ADE)— CDf&os CDE—=0 


ETF 
I 


+ 


sein muss. Folglich wird jene Differenz zu 
3 (n-—-DIDE2, 


ist also immer positiv. Demnach ist, wo auch der Punkt E liegen mag, 
n f x \ . ‚3 b u 


-r RT A ‘dd a 
a ER _ a ER a A # 
ER Ay } if r 
R gg‘ x 
- | % u OR ar 
h Lu. -y * 4 


Bi 
Le ‚ Er Br y 


— CD? < ZAE?— CE®, 


ZAD?— CD? 


ist ein Minimum, was zu erweisen war. 


Man sieht leicht, dass auch der umgekehrte Satz gilt: Wenn 
ein Punkt D zu n-+1 festen Punkten As .Ags Ass... An, C so 
liegt, dass 


ZAD? — CD? 
ein Minimum wird, so ist CD die Resultirende aus den Linien 
HE NA,C, „ AnC. 


Die allereinfachste Anw erduce findet unser Satz beim Paral- 
le gramme. Sind die vier Eckpunkte eines Parallelogr rammes der 


Folge ın Te M,;N, P, so ist NM? + NP2— LN? kleiner als 


pP LQ?, wo auch der Punkt:@ liegen mag.  Umge- 
kehrt: Wenn ein Punkt N zu drei festen’ Punkten L, M,P ss 
liegt, dass NM?+ NP?2— LN? ein Minimum wird, so sind L, M, 
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ET 


= 


N, P die aufeinander folgenden Ecken eines Dos ches; _ 


Ein anderes Beispiel ist folgendes: Wenn an:einem (recht- oder 
schiefwinkligen) Parallelepipede LR ein Eckdurch esser ist, von 
welchem die drei Kantenlinien LM, LN, LP a usgehen, so ist 
SoRM? + RN? +4 kP?— L? ein Minimum, für die festen Punkte 
»L, M, N, P und len veränderlich Mk R. Umgekehrt: 

1 "indet dieses Minimum Statt, so ist LR der Eckdurchmesser des 


. # 


" 


E 


16 Müller:' Verallgemeinerung der cardanischen Formel. 


Ro 


HI. t 
Verallgemeinerung der cardanischen Formel. 


' Von 
Herrn Schulrath Dr. J. H. T. Müller  . 


zu Wiesbaden. 


h Bei der Anwendung der cardanischen Formel wird bekann . 
" % N vorausgesetzt, dass die allgemeine kubische a =. 
„ | ei +22 +cc+d=0O su e% 


* 
E02 


vorher auf die Form 
y+py+g=0V 
mit fehlendem Breiten Gliede gebracht sei. Darnach hat man erst 


—b? + Pi, _26? — Yabe 4 27a Mad 
PEN EN 2a ,_ 


zu berechnen, um für 


29 2 ((@) 6) ) 
o=vı-Iey (@)' + )) 


y —ute, 


y" =—ı(u+ 0) + 3i(u—v) v3; 
y"=—z3(u tv) — ziu— v) v3 


e 
und hieraus endlich 2=y— 2 zu finden. 


Da der Fall, dass die gegebene numerische Gleichung voll- 
ständig ist, sehr oft vorkommt, so liegt das Bedürfniss nahe, die 
a cardanische Formel so umzugestalten, | 
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ER. Bi... 
dass je Werthe von zausa,d,c,d ‚unmittel- 
bar herges tellt werden, 


so wie die Hoflnung, hieraus eine Buleichterung für die Rechnung 
"zu gewinnen. 
Auch ist die Kenntniss der unmittelbaren Abhängigkeit des 
x von a, b, e, d schon an und für sich interessant. 
" Dies zu untersuchen, was, so viel der Einsender weiss, bis- / 
her noch nicht geschehen *), ist der Gegenstand dieses kleinen 
Aufsatzes. 


Werden anstatt p und g die oben angegebenen Werthe ein- 


gesetzt, so ist zunächst: " 
22 


2% Yabe + 27a2d2)2?  (— 5b? +4 3ac)? 
e +) = 3 i 


4.72, a0 > Mas 
_ 108u209d— 7a2b?e2— 486a2bed 47290°d24108a°e° 
y 4. 21 2,a® &, 


h Ausscheidung des rönsrosenankiaen Factors 27a? im Zäh- 
ler und nach gehöriger Reduction erhält man: 


(4) + € ) _ 2Ta?d? — b?e? + dac? + 4b3d — 18abcd 
3 I sn BRETT En 


4.27. 0% * 


Der Zähler dieses Bruches lässt sicht? in 


0 +ibrdtäubed 1) Ü+4bdl0r 4a) 

ee +4ac? +4abed | |) +4uc(c?+-ba) 

h | — b2c? + abed N be (be — ad) 
+ 9702d? — Mabed > 97adlad de 


also in 
Abd(b?-+}+ac) + 4ac(c? + dd) + (ad— be) (?27ad +be) 


verwandeln. 

Da in diesem Ausdrucke die Symmetrie namentlich durch den 
Factor 27 gestört ist, so wird man auf den Versuch geführt, der 
Grundgleichung, unbeschadet ihrer Allgemeinheit, eine andere 


*) Ich bitte die Abhandlungen im Archiv Thl. X1. Nr. XXXILH. 
S. 345. — Thl. X11. Nr. XII. S. 166. — Thl. XVI Nr. VL S. 58. 


zu vergleichen. G. 


Theil XXU. 2 


w 
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Form zu geben, wornach sie dem entwickelten Kubus eines Bi- 
noms ähnlich wird. Es sei also die Gleichung 
ax3 +32? + yr+I=0 
gegeben, so dass 
a,b, c,d in «a, öß, 3, d 


übergeht. 
Dann wird,nach Wegwerfung des gememschaftlichen Factors 27, 


(2) @ )= 202? — 6ePßyd+4day? +45 — 3} 3ß2y2 
2 + 3 22,0% 


,(e26? — 2ußyö + B%y2) + 4(ay? + Bd — aßyd — B2y2) 
Ei 22,0* f 
UN? , (PN? (ad — By)? — Alay— 2) (Bd — y2) 
2) re ee 0 


Dieser Werth ist völlig symmetrisch und erscheint akt 
sehr leicht verständlichen Gesetze gebildet. 
Entwickelt man ferner 


ga. 2%°— Yabc+27a?d 


2, 2.93.a? ; 


so ergiebt sich nach einer leichten Zusammenziehung, so bald der 
gemeinschaftliche Factor 27 auch hier ausgeschieden worden: 


_ «lad — — 2 (a 2 er 
(«ö—Py) os a: 2). 


# 
Man erhält demnach aus der gegebenen vollständi- 
gen kubischen Gleichung: 


ex? +3ß2? + 3yrx+I=0 


für 
e 


ad PBy)—2P(ey—B2) («d—Py)>—4ay—P?) (Pd y?) 
N ey meh, 


wo das obere Vorzeichen für x und das untere für» 


gilt, 


= tu +v; 


EZ — 1(u4v)+3ilu—v)V 3; 


4 ,* we“ 
- a \ 
"Tu. Stra ae 


3 
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= —E — uto)-tilu-n)vV8- 


In v und v ist, wenn man von der 3 absieht, 


1) in «, ß, y, ö: «d—Pßy der Unterschied der Producte der 
äussern und innern Üoeflicienten ; 


2 
2) in 4 % + 2 eo der Unterschied des Products der 


äussern Coeflicienten und des Quadrats des mittlern ; 


wornach sich das Gesetz der Bildung von # und v sogar leicht 
mit Worten wiedergeben lässt. 


Setzt man @e=1 und ß=0, so ergiebt sich, was zur Probe 
der Rechnung dienen kann, sofort 


B: Y (34 27 (G) + @ ) 


in Uebereinstimmung mit der cardanischen Formel. 
A, 


Gebraucht man bei der Berechnung vollständiger numerischer 
Gleichungen des dritten Grades die Asgregationslogarith- 
men, wie sie der Einsender dieses in seinen „Vierstelligen 
Tafeln, Halle 1844“ zur Erleichterung umgestaltet hat, so ist 
die Anwendung der obigen Formel, zuital sich sowohl «d — ßy, 
" als auch @&y— ß? zweimal benutzen lässt, im Allgemeinen leichter 


R und gleichförmiger, als wenn erst die Ma kförnällon der gege- 


'benen Gleichung vorgenommen wird. Auch lässt sich dem Aus- 
drucke noch leicht eine für die Rechnung bequemere Form geben 


Hat die gegebene Gleichung drei reelle Wurzeln, ist ale 
(ed — By)? — Kay—P?) (Bd) <0, 


so giebt die Rechnung, wenn wir 


 e(ad — Py)—2P (ey — P%) Lo 
23 oo) 


und 


ver ene N ;z 


22,0% 
setzen, wo A und B reelle Zahlen sind: 


u—=v(A+iB); v=V(A—iB). 
2% 


f [z* 4 5 

* 

“ # 
N 


tg: . 
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Sei | 
A+iB=o(cosp+tifsp), 
so ist auch 
A—iB=o(cosp—ilsp), 


folglich in bekannter Weise 
3 
u 208 (cos!p+ils;p); v=o (cosip—ilslp); 


also, für o0=v(A?4 BP), 9-2: 


I NEN ß 903 1 
=: Dr 0?cos!p, 


4 


= EDER 
ne ER Nr 20° (3cos Iptiv3. fs 39); 


oder, wegen 3=cos60°%, }v3=1s60°: n4 


u 


x ı > 
„=—: — 29° cos (60° !9p)- 


x 


Die Rechnung bietet also auch für diesen Fall keine grösse- 
ren Schwierigkeiten, als bei der gewöhnlichen Annahme, dass das 
zweite Glied der kubischen Gleichung fehlt. 


Aus diesen Gründen, und weil die Herleitung unserer Formel 
lehrreich ist und nicht viel Zeit kostet, besonders wenn man auf 
den Beweggrund zur Annahme der Form We 


023 +3B2? +3 yr +0 
verzichtet, erscheint mir deren Aufnahme in den Ünterricht 
zweckmässig. 


Auch wird sie bei der Auflösung der biquadratischen 
Gleichungen von Nutzen sein, wobei man bekanntlich immer auf 
eine vollständige kubische Gleichung zurückkommt. 


Kr ; 
E32 
ni’ 
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IV. 
Zusätze zu meinen Arbeiten über höhere Gleichungen. 


Von 
Herrn Simon Spitzer, 


Assist. und Privatdoc. der Mathematik am k. k. polytechnischen 
Institute zu Wien. 


Ich habe in drei kleinen Abhandlungen, die in den Sitzungs- 
berichten der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien 
und zwar im Februar- und October-Hefte des Jahrgangs 1851 und 
im Märzhefte des‘ Jahrgangs 1852 abgedruckt erschienen, unter 
verschiedenen Titeln Zusätze zu meinen Arbeiten über höhere 
Gleichungen *) geliefert, und erlaube mir nun, einen Aufsatz ähn- 


-_ licher Art hier zu veröffentlichen. 


Der erste Theil desselben ist eine blosse Umarbeitung; ich 


habe mich nämlich bemüht, die theils von mir **), theils von - 
>) 


A. v. Ettingshausen gefundenen Eigenschaften der Haupt- und 


conjugirten Curven aus Einem Gesichtspunkte zu betrachten, um‘ 


dadurch unsere gemeinschaftlichen Arbeiten zu einem Ganzen zu 
verschmelzen. Die dabei angewandten Methoden zeichnen sich 
von den früheren, von mir gebrauchten, dureh Kürze vortheil- 
haft aus. 


Der zweite Theil dieser Arbeit scheint mir von grösserer 
Wichtigkeit. Ich stellte mir die Aufgabe, die Asymptoten der ho- 
rizontalen Projection der genannten Curven aufzufinden, und sodann 


*) Siehe: Allgemeine Auflösung der Zahlengleichungen 
mit einer oder mehreren Unbekannten. 

#*#) Siehe: Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie 
der Wissenschaften zu Wien, im Julihefte des Jahrg. 1850. 
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die Gleichungen dieser horizontalen Projection nach absteigenden 
Potenzen der unabhängig Variablen zu entwickeln. Ich benützte 
hiezu das, von mir schon so oft mit Vortheil angewandte Hor- 
ner’sche Verfahren, das sich, wie ich bemerkt habe, in sehr 
vielen Fällen eben so zur successiven Berechnung der einzelnen 
Glieder einer Reihe eignet, wie es sich bekanntlich zur succes- 
siven Berechnung der einzelnen Ziffern der Wurzeln einer Zahlen- 
gleichung als brauchbar erweist. 

Damit nun das hier Dargebotene möglichst klar und verständ- 
lich werde, muss ich mir erlauben, den Weg anzudeuten, wie ich 
zu den Linien, von denen hier die Rede sein soll, und zu ihren 
Gleichungen gelangt bin. Meine Absicht war, die bekannten, aus 
dem Newton’schen Princip ausgehenden Methoden, welche zur 
Berechnung der reellen Wurzeln höherer Gleichungen dienten, auf 
die Berechnung der imaginären Wurzeln zu übertragen. Offenbar 
musste ich zuerst die Grenzen derselben bestimmen und da ver- 
fuhr ich so: Ich gab dem # in der zur Auflösung vorgelegten 
Gleichung 


(u) = 0 


nicht bloss wie Descartes reelle Werthe allein, sondern auch 
imaginäre, wie ©-+yV —1, und zwar solche, welche, in g(u) statt 
u gesetzt, dasselbe reell machen; alsdann betrachtete ich diese x 
und y als Abscisse und Ordinate, und das Resultat ihrer Sub- 
stitution, nämlich p(x +yY —D, als dritte Coordinate z einer Curve, 
deren Gleichung man so schreiben könnte: 


(1) : = plu), 


wo u=c+yN —1 und z reell ist. So oft man für zwei, dem 
beigelegte, ein und demselben Aste dieser Curve angehörige 
Werthe «4 +ß,V —1 und +ß,V —I entgegengesetzt bezeich- 
nete z findet, kann man auf das Vorhandensein wenigstens Einer, 
zwischen .-+ß,V —l und &+ß,V —1 liegenden Wurzel schliessen. 


Die auf diese Weise aus der Gleichung (1) hervorgehenden 
Curven stehen mit der Function g(w) in einem Einklange, der 
durch die bisher übliche Constructionsweise nicht erreicht ward. 
Ich führe nur, um schnell ein Beispiel zu haben, die höchsten 
und tiefsten Punkte der durch 


:= p(u) 
repräsentirten Curven an, für welche, wie ich gezeigt, 


WO 


E 
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sein muss. Die imaginären Wurzeln dieser Gleichung (falls sie 
nur, in o(w) substituirt, ein reelles Resultat liefern) entsprechen im 
Allgemeinen, gerade so wie die reellen Wurzeln derselben, höch- 
sten und tielsten Punkten; wird aber für einen Werth von v z ein 
Maximum, so wird für denselben Werth von x z auch ein Mini- 
mum; so ist z. B. wenn eine (reelle) Zahl 2a in zwei solche Theile 
getheilt werden soll, dass ihr (reelles) Produkt ein Maximum oder 
Minimum‘ werde, diese Zahl in gleiche Theile zu theilen; das 
Produkt a? dieser Theile ist ein Maximum im Vergleich zu den 
reellen Zahlen @+6 und a— 6; ein Minimum hingegen im Ver- 
gleich zu den imaginären Zahlen a+8VY —1, a—0V —1, in die 
sich 2a zerlegen lässt. 


Wir wollen jetzt die, auf die eben erwähnte Weise aus der 
Gleichung z=g(u) hervorgehenden Curven in näheren Betracht 
ziehen, und der Einfachheit unserer Untersuchungen wegen für 
o(u) folgende Form voraussetzen: 


o(u) —ur + A w14+ A,ur +... + An-ıU4+ An, 


unter A), As -..- An-ı, An beliebige Zahlen verstanden. Wir den- 
ken uns « als Horizontal-, z als Höhencoordinate, so nämlich, dass, 
wenn wir von einem Punkte sprechen, dessen Coordinaten « und 
z sind, dadurch ein Punkt gemeint wird, dessen Coordinaten nach 


der gewöhnlichen Sprechweise x, y, z sind. 

Suchen wir nun die Durchschnitte der aus z=o(u) hervor- 
gehenden Curven mit Horizontal-Ebenen. Ist z=%h die Gleichung 
einer solchen, so ist für den Durchschnitt derselben mit den Cur- 
ven p(w)—=h, und hieraus folgen, weil p(u) vom nten Grade ist, 
n Werthe von u; sind diese 


Be TEN LT, u HAN 1, .. 


so schneidet die Ebene z=%h das Curvensystem in 2 Punkten, die 
folgende Coordinaten haben: 


za CZ0g Bra? 
y=Pı y=Pßs y=P 
:—»h seh Pe) 


und hieraus sieht man, weil % ganz beliebig ist, dass jede Ho- 
rizontal-Ebene dieses Curvensystem in n Punkten schneidet. 
Betrachten wir nun einen einzelnen Curvenzweig des Systems 
(Taf. L Fig. 1.). Die Ebene xy schneidet ihn in drei Punkten a, d 
und c. Wird die Ebene xy aufwärts: geschoben, so: schneidet sie 


’ 


3 
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stets diesen Zweig in drei Punkten; gelangt die Ebene nach dem 
höchsten Punkte m, so findet hier eine Berührung statt, oder, 
was dasselbe ist, ein Schneiden in. zwei unendlich nahen Punk- 
ten. Wird die Ebene noch weiter hinaufgerückt, so verschwin- 
den zwei Durchschnittspunkte mit dieser Curve; da aber jede Ho- 
rizontal-Ebene in gleichviel Punkten das ‚System der. Curven 
schneidet, ‚so müssen statt der verloren gegangenen zwei neue 
Durchschnittspunkte erscheinen, die von einem Curvenzweige: her- 
rühren, dessen beide Aeste von m nach aufwärts sich erstrecken. 
Ganz eben solche Betrachtungen lassen sich vornehmen, wenn man 
die Ebene nach abwärts bewegt; vom tiefsten Punkte = tritt ein 
neuer Curvenzweig aus, dessen beide Aeste nach abwärts sich 
senken. Man könnte dem einwenden, dass die neuen Üurven- 
zweige ja nicht genöthigt seien, gerade von mund n auszugehen; 
es genügt ja, wenn sie überhaupt von einem Punkte ausgehen, 
der dieselbe Höhe hat als diese. Wir wollen daher die höchsten 
und tiefsten Punkte von z=gp(u) ein wenig näher in Betracht 
ziehen, und bloss der Einfachheit wegen voraussetzen, dass die 
Coeflicienten von g(x) reelle Zahlen sind. 


Schreibt: man in z=g(u) statt u seinen Werth z4yYV —1, 
so erhält man: 


() | = ple+yV—D, 


und wenn man den Theil rechts der Gleichung nach Taylor’s 
Reihe entwickelt: 


1 
:=p(@)+yNV —1y' -hrre) I ler 


ga) +. 
oder geordnet: 
2 sah 2 
z={p(2) — 4 CE ee 4 yV —1 tp’(z) — 2 9). 


und wenn man berücksichtigt, dass x und y so zu wählen sind, 
dass z reell wird, zerfällt diese Gleichung in folgende zwei: 


2 
z=o(r) — 5 p”(2) + «..-, 
(2) 


2 
yıy'la) — 39")+ 0; 


oder, weil die letzte derselben als Produkt zweier. Factoren Null 
wird, wenn es der eine oder der andere Factor wird, in: 
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| ‘ „2 
z=yp(z) 2—gp(2)— 31 92) +... 
o (4) 


KICE Fra) +... 0 | 


und das sind die aus z=o(u) hervorgehenden, durch die Coordi- E 
naten 7, y, z ausgedrückten Gleichungen unserer Curven. 


Den Gleichungen (3) entspricht die von Descartes betrach- ü 
tete, die ich Haupteurve nennen will; das andere System der 4 
Gleichungen entspricht Curven, die gegen die Ebene zz symme- sr 
trisch gebaut sind, diese will ich eonjugirte nennen. Jene reel- | 
len Werthe von z und y, welche in (8) oder (4) substituirt, z=0 


geben, machen dann offenbar p(z+yVY —]) zu Null und führen - 
somit auf eine Wurzel &-+yV —I der Gleichung p(u)—0. 


Die Hauptcurve, d. i. die Curve (3), hat im Allgemeinen höchste 
und tiefste Punkte, deren Abscissen der Gleichung 9’(2)—=0 ge- 
nügen. Sei nun z, die Abseisse eines solchen Punktes, so hat 
man als Coordinaten desselben: | 


wesen =l, alt), 


Diese Coordinaten genügen aber auch den Gleichungen (4), denn 
setzt man in ihnen statt x, y,z respective die Werthe z,, 0, p(z,) 
und beachtet man zugleich, dass p’(z,)=0 ist, so erhält man die 
Identitäten: 


(21) = plz), 
0=0; 


woraus man sieht, dass die höchsten und tiefsten Punkte der 
Hauptcurve, oder vielmehr, dass jene Punkte der Haupteurve, 
deren Tangente horizontal läuft, Punkte sind, die auch den con- 
jugirten Curven angehören. 


Ein geometrisches Bild diene zur weiteren Veranschaulichung. 
Sei ABC (Taf. I. Fig. 2.) ein Theil des Bildes der Hauptcurve 
einer Gleichung nten Grades. Eine horizontal durch HN gehende 
Ebene schneidet den, in der Figur sichtbar gemachten Theil der * 
Hauptcurve in 4 Punkten; rückt diese Horizontal-Ebene weiter nach 
abwärts, so schneidet sie ebenfalls diesen Theil der Hauptcurve 
in 4 Punkten, und wird diess überhaupt so lange thun, bis die Ebene 
so weit herabgerückt ist, dass sie durch den tiefsten Punkt D 
geht, in welcher Lage zwei Punkte unendlich nahe zusammenge- 
rückt erscheinen. Ein weiteres Senken der Ebene nach abwärts 


8 
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macht, dass die Haupteurve bloss in 2 Punkten geschnitten wird; 
dadurch gingen zwei Schnittpunkte verloren, wenn nicht eben aus 
dem tiefsten Punkte B die conjugirten Ourven aus beiden Seiten 
der Ebene xz heraustreten würden und nach abwärts sich senk- 
ten. Ganz aus demselben Grunde erheben sich aus den höchsten 
Punkten A und C Curven, die nach aufwärts steigen. 


Wenn daher die Hauptceurve einen tiefsten Punkt hat, der 
ober der zy-Ebene, oder einen höchsten Punkt, der unter der 
xy-Ebene liegt, so kann man gewiss wenigstens auf Ein Paar 
conjugirter imaginärer Wurzeln der Gleichung p(x)=0 schliessen; 
ich sage wenigstens, denn die conjugirte Curve könnte ja ein- 
oder mehreremal in ihrem Laufe aus einem Steigen in ein Senken 
oder aus einem Senken in ein Steigen umkehren und da zu meh- 
reren Durchschnitten mit der &y-Ebene Veranlassung geben. 


Fragen wir jetzt ganz allgemein nach den Coordinaten der 
höchsten und tiefsten Punkte der aus z=g(u) hervorgehenden 
Curven, deren Gleichungen folgende sind: 


2 4 
=) 9) APR) 
(2) “ \ 
KEN ef m Yy 14 P6 
yiold) "HP =. 


Um diese zu finden, hat man aus der letzten dieser Glei- 
chungen y zu suchen, hernach diesen Werth in die erste der 
beiden Gleichungen zu substituiren, so dass z als reine Function 
von x dasteht, dann wird für die höchsten und tiefsten Punkte, 
oder überhaupt für alle Punkte der Curven, an die horizontale 


dz 


Tangenten gezogen werden können, jr) sein müssen. 


Es ist sehr leicht einzusehen, dass die Gleichungen (2) sich 
in folgender Form wiedergeben lassen: 
a | =! [p(@e+yV + pP(@—yV —D], 
par+yN MD —- gay N —D=0; 
die für 


24+yV -l=u und 2&—yN —l1=v 


übergehen in: 


(6) J z=4}[yp(u) + 9(v)], 
Yu) — pl) 0. 
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Denkt man sich aus der unteren Gleichung y gefunden, hernach 
diess in die obere Gleichung substituirt, dann differenzirt, so er- 
hält man: 


di] du dv 
MD zo) Get). 2]. 
Nun ist: 
du dy jahar dd „ dy,— 
rt 
folglich: | 


d lg aull | % 
Od END Hr ENT] 


Diess ist abhängig von = ‚ welches gefunden wird durch Diffe- 


rentiation der Gleichung 
p(u) — pw) zu 0, 
und so gibt: 
dr — a 
FAND OA-7, VD =0 
oder 


Er AN 

dz” Yu) + Y'(v)' Yo 

Es ist daher, wenn man diesen Werth in (8) substituirt, nach 
gemachten Reductionen: 


d: _ 29'(W)p'l) 
dz  g'(u)+YP'(o) 


Setzt man 
po (W)=y (a +yV -D=P+QV—1, 
so ist 
pw) =p (a —yN -D=P—- AN -—I 
und daher 
dz _ P2+Q® 
dz P 


was Null wird für ?P=0, Q=0, also für 
pP W)=0 und pW)—0. 
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Gibt es also einen Punkt der Curve z—=g(u), für welchen 
o'(u)—=0 ist (es ist nämlich immer möglich, dass die aus der 
Gleichung p’(u)=0 gefundenen Werthe, wovon einer &+ ev —l 
sein mag, gar nicht zu einem Punkte der Curve führen, deren 
Gleichung z=y(u) ist, oder, mit anderen Worten, es ist möglich, 


dass, wenn man in pl(u) statt u «a +ßV -—-1 setzt, p(a+BV —I) 
-  imaginär werde), so wird man, um beurtheilen zu können, ob 
_ dieser Punkt wirklich 'ein höchster oder tiefster ist, seine beiden 
nächstgelegenen Punkte in der Curve betrachten müssen; sind sie 
beide höher, so ist er ein tiefster, sind sie aber beide tiefer, so 
ist er ein höchster Punkt. 

Sind also z,.y, z die Coordinaten eines Punktes der Curve 
z—=g(u), für welchen p’(w)—=Ö ist; ferner z+4/2, y+Jfy, z+42 
die Coordinaten eines in der Nähe desselben liegenden Punktes, 
so: genügen sie offenbar als Punkte der Curve (5) folgenden Glei- 
chungen: 

2: + 4z 


—1[p(& +Ac+yV —14+4yY —D)+p(@ + de—yN —I—-4yV —D), 

O—=p(x+42+yV —I4+41yV —-D— pl +42—yV —I—AyN —D); 

die für 

Ax4+AyN —1= Au, RE un 15 
übergehen in: 
24-4:=3[9(u+ Zu) + P(0+40)], 

} 0=y(u4Au)- gw+Lb); 

welche, nach Taylor’s Reihe entwickelt, sich so stellen: 

+4: 31[p() + 9@)] +19’ @-4u 4 9'(0).Av] | 
+3,19") Au +9"). Art]t.n.) 


(9) 


0 = [p(u) — P(o)] + [p’(a). Au— p'(w). Lv] 
1 
+51 [p'’(u). Au? — p''(v). Av2]+.... 


Berücksichtigt man die Gleichungen (6), die für jeden Punkt 
der Curve gelten, von denen wir jetzt sprechen, und die Glei- 
chungen p’(W)=0, p()=0, die für jene Punkte gelten, an 
welche horizontale Tangenten gezogen werden künnen und für 
welche die jetzige Untersuchung eigentlich angestellt wird, so 
hat man statt der zwei aus (9) gezogenen Gleichungen folgende: 
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1 
d=z 1519”). Au? +9"). Ar lt... 
1 
0= 51 [p'’ (u). Au? — 9" (v0). Av?) + ....; 


die, wenn man wieder statt z, v, fu und Av ihre Werthe ein- 
führt, übergehen in: 


4A: =; Naıle ty v =D (Ax4AyN —D? 


Ho Kay DIN DR] + | 


Or Slot (Ax+4yN —1)2 
— (a yN —TD(Ax—AyN —D2] + .... 


Setzt man in denselben Ax=cosp.fs, Iy=sinp.fs, so 
hat man: 


I—ı[p'(z+ yN—) (cos?2p +YV — 1sin2p) 
+ op (e—yN —]) (cos 2p — Y —1sin29)] 4s2+...., 
0=:[p”(a+yNV — 1) (cos2p+YV —1sin2p) 
| — po" (a —yN —D) (eos 2p—N —1 sin 29)]1s?+...., 
die sich für fortwährend kleiner werdende Ax und Ay ohne Ende 
_ folgenden Gleichungen nähern: 
= 1[p'’ (24 yV —1)(cos2p + Y —1sin2p) 
+9" (2—yN — 1) (cos2p— V — 1sin 2p)] ds?, 
0— g"(z+yNV —1)(cos2p + N —1sin?) 
—o"'(z -yN —D (cos?p— NV —1sin2Y); 


woraus: 
&:—4p" (a4 yV — 1) (cos2p + —1sin 2p) ds2, 
(10) Z sl vr! Be 
pr Pay N Day MD) ro 


pa yN -D+Yp' (a —yN —D 

folgt. Aus der letzten Gleichung erhält man für 9, welches der 
Natur der Sache nach nur Werthe von 0° bis 360° haben kann, 
vier Werthe; ist der kleinste von ihnen «, so sind alle der letz- 
ten Gleichung genügenden: 
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@;, 490%, «-+180%, &-+ 270°, 


Setzt man jetzt für p in die erste der Gleichungen (10) & oder 
«@-+180°, so erhält man ein mit einem bestimmten Zeichen begab- 
tes dz; also sind die beiden, nächst x, Y, z sich befindenden, 
einander entgegengesetzt liegenden Punkte, deren Coordinaten 


x+cosa.ds, y+sina.ds, z-+ö2 
und 
z+cos(@+180%).ds, 4+ sin(@+1800%).ds, z-+dz 
sind, zu gleicher Zeit höher oder tiefer, als der, dessen Coordinaten 
PB RT 
sind. Setzt man ferner für 9 in die erste der Gleichungen (10) 
«-+90° oder «-+2700, so erhält man wieder Ein, mit einem be- 
stimmten, dem vorhergehenden gerade entgegengesetzten Zeichen 
begabtes ödz; denn früher hatte man: 
dz—1(cos2« +V —1sin 2a) p'' (H+yN —D.ds2, 
und jetzt ist: 
dz—= 3 [cos(2«+180%) +V —1sin (2&4180%)]9’(2+y NV —D) .ds2. 
War der Punkt, dessen beide Nachbaren die Horizontal-Coordinaten | 
R z+cosa.ds, y+sina.ds 
und ' 
xz+eos(@e+1S0%).ds, y+sin(@+1809% .ds 
hatten, ein höchster oder tiefster, so ist derselbe Punkt, dessen 
beide nächstgelegenen die Horizontal- Coordinaten 
x + cos (a«+909%).ds, y-+sin(«+909) .ds 
und 
z+cos(a -+270%).ds, y+sin («+ 270%.ds 
haben, respective ein tiefster oder höchster. 

Hat man also die Maxima- und Minima-Werthe einer Function 
z=op(u) zu bestimmen, so bilde man die Gleichung 9'(v)=0 und 
suche ihre Wurzeln. Seien die reellen 

ds Ay, Ay, Asse» 
und die imaginären 


a +ßı Vv—ı » &%+ Po 1 &3+Pz vZı, tBN —, ... 


Spitzer: Zusätze zu meinen Arbeiten über höhere Gleichungen 31 


Dann bilde man sich 9’’(w), substituire in demselben: 


I) die Werthe von a), Ag, Az, Ay,.... und untersuche Jas 
Zeichen des Resultats. Je nachdem dieses positiv oder negativ 
ist, hat die Hauptcurve tiefste oder höchste, hingegen die daselbt 
senkrecht stehende conjugirte Curve respective höchste oder 
tiefste Punkte; 

2) jene von den imaginären Werthen «+8Y —1, welche, in 
z=o(u) statt u substituirt, z reell machen. An diesen Punkten, 
welchen die Coordinaten 


wu, WED, 2—=p(@a + BV —]) 


zukommen, findet auch ein Durchschneiden zweier Curvenzweige 
unter rechtem Winkel statt; einer von ihnen hat daselbst sein 
Maximum, der andere sein Minimum. 


Wenn daher, um unsere letzt gezeichnete Figur beizubehal- 
ten, der conjugirte Curvenzweig, der sich daselbst abwärts senkte, 
nur irgendwo wieder erhebt und dadurch zu einem tiefsten Punkte 
Anlass gibt, so würde gleich von da sich eine andere Curve, die 
erstere senkrecht durchschneidend, nach abwärts senken, um einen 
höchsten Punkt herbeizuführen. 


ı» 


Die hier gemachten Schlüsse sind unstatthaft, wenn 
+b ” 


po’ (c+Y Y--D=0, also auch pay N DO | 


ist; dann gehen die beiden aus (9) entwickelten Gleichungen über in: , 


Hi: Se — 
Ah=z \zjl(4e+41yV =D? 9" +yV —I) - 


+(A2—4y N —Dp"2—yN —D] +! > 


U Sl(da+ N Dep" (a +yVY —) 
— (A2e— IyN -D?p"(2—y v-D]+ ee 


und führen, auf dieselbe Weise, wie die früheren, ihnen analo- 
gen, behandelt, zu: 


d&2—=!(cos3p + Y —1sin3p) 9” (x +yV —Das?, 


(11) Au pc + Y N—_D—go"” (2 —y Kl. 
PT par y N) +9" (@—yN —1) 


a 


% 


/ 
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Aus der letzten Gleichung erhält man für folgende sechs 
(zu drei sich unter gleichen Winkeln schneidenden Geraden füh- 
rende) Werthe: | | 


@, «+60%, «+120%, «+180%, &+240%, «+ 300°. 


Setzt man für g in die erste der Gleichungen (1!) die beiden, in 
Beziehung auf den Punkt M einander gegenüberstehenden Punkte 
der Curve, entsprechehden Werthe « und « +180°, oder «+ 60° 
und &@ +240°0, oder «+120° und «+ 300°, so erhält man in jeden 
Falle dz einmal positiv und ein andermal negativ, also hat keine 
der drei, sich im Punkte x, y, z unter gleichen Winkeln schnei- 
denden Curven daselbst einen höchsten oder tiefsten Punkt, son- 
dern alle drei haben daselbst einen Wendepunkt. 


Die hier gemachten Schlüsse sind wieder unstatthaft, wenn 
po” (c+Y Y-D=0, also auch 9" (a yN —I)=0 


ist. Durch eine ähnliche, wie die eben gemachte Analyse über- 
zeugt man sich in diesem Falle von dem Vorhandensein von vier, 


» unter gleichen Winkeln sich schneidenden Curvenzweigen, wovon 


zwei in &, 9, z ihren höchsten und die zwei andern, in ihrer Ho- 

rizontalprojection zwischen ihnen liegenden, ihren tiefsten Punkt 

haben. | 
Und’ endlich ganz allgemein: Bestehen für irgend einen Punkt 

x, y, z unserer zu untersuchenden Curven die Gleichungen: 

03 


p (+ yV -D=p' («-yN -D=0, 
9 (at y N —d=p"(@—-yN -D=0, 

v d P. . . 5 . 5 . A, = 
pmI(E4yV ep d(2—yN —D=0; 


"so findet eine Vereinigung von m Curvenzweigen unter gleichen 
Winkeln statt, die, falls m gerade ist, da zum Theil ihre höchsten, 
zum Theil ihre tiefsten“Puokte, falls aber m ungerade ist, da lau- 
ter Wendepunkte haben. 


Wir gehen jetzt weiter zur Bestimmung der Asymptoten an 
die horizontale Projection dieser Curven, deren Gleichung 


2 y* 
yo PER = 
ist. Sei . | | 
v2 ax+ 5 
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die Gleichung einer Asymptote, so muss sich die vorgelegt& 
Gleichung auf die Form 


y=az+b+7- ie 


bracht denken lassen. Aus ihr ergeben sich die Gleichungen: 
’ 


kt, 
im =a, 


lim (y— az) = 


lim (ey -— aa? — bz)=a, 


| wo das Zeichen limes sich auf fort und fort wachsende Werthe 
von z bezieht. Um a zu bestimn:en, braucht man in der Gleichung 


7 


der Curven nur => d. h. y=azx, zu setzen, und die Grenze 


zu suchen, gegen welche a beim unendlichen Wachsen von & 
convergirt. Hat man a gefunden, so ergibt sich 5, wenn man in 
der Gleichung der Curve 


y=arc-+b N‘ 


setzt und die Grenze sucht, gegen welche 5 für beständig wach- 


sende x sich nähert. Jedem System reeller Werthe von aund 5 
entspricht alsdann eine Asymptote. Setzt man daher in der vor- 


gelegten Gleichung, die sich auch so schreiben lässt: 


plzt+yN -N=pe—yNV — 2 


y=ax, so erhält man: " 


— ut Sa 
olz+aaV -Deple—arn 1), % 
und wenn . 
YluJ—ur + A,uri4 Azur 2 +... 4 An-2uU? -- An_ıu + Ay 


ist (wo sämmtliche Coeffcienten A reell sind): 


uch Brei iv a 
(z+a2V — Ir + A (c+axV —1)r-14+...4+ 4n-ı(2 +axN —N)+A.—= 


(aa N —1)r+A, (aan —DPH4... + An-ı(@—aeN —)+An. 


Dividirt man beiderseits durch zr, so ist: - 


Ara + ran he-1r.. Fe ve 


ar-i 
AN Tr an Tr. NND, 
Theil XXI. 3 


.i 


- » 


34 Spitzer: Zusätze zu meinen Arbeiten über höhere Gleichungen. 


und diese Gleichung nähert sich für wachsende z ohne Ende der 
Gleichung 


+ -M—(l- aN —Dr, 


welcher, weil sie vom nten Grade ist, n Werthe genügen, und 
diese sind: 


180° 


18 180 
SIaeE 0 u ern & — on Zus — 
az. .aeig vo ua—tg2. en a—tg(n—]). = 


denn, setzt man in ihr 


180° 
1 
; n 
so erhält man die identische Gleichung: . 
180°  -—. ON 
(tem. . vM=(- team nn . Vi», 


weil hieraus 


i Ms. 0 fi) PER. o 
(cos Be ae + V_—_1 sinm. Sn ar (cos M« er or NZisinm. yr 


oder endlich 

n, 1800°+Y —1sinm .150°= eosm . 180° — % —1sinm. 180° 
hehvdrädh. vo 
+ Setzt man jetzt in der Gleichung: 
party -D=pa—yN —D) 
y=az-+b,'so erhält man: 

pla4 av —I +V —U)=gple— aan —-I1—IN —D 

oder entwickelt : 


De — 2 ee 
plataaV —D+6V TI. pa ta =D -10 KctaN =D... = 


Ay re u ah. 
plz—arN — )—IN I. p' (aa NP (aaa —D+.... 
und da 

9 (wur + A ur + Aut"... tn; 
o (ent + A an —N)erm2+ A ln —2)ur 3... % 
pw) n(n— ur-24+A,(n - In Ydur 3 +A,(n—2)(Rn—3)ur +... 


IE SAAW. 
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ist, so verwandelt sich obige Gleichung in: 


(at ae —Dr (A, +onNV —1) (2 -+ aaV Tri 


(A—bnvV -DA-—- av Dr 


ee ee ee ee L————— m km 


’ LI 2 wer 
HAHN Tran] e + as =Ie-24... = 


(a aaN Dr + (A — nV N) (2 — aa ri 
ASt 2 AUzE 
+ [Aa—bn—1) AV —1— Pa] (x — aaN —D)r-2+.... 
Nun ist a so gewählt worden, dass 


RN (e—aaN —I)r 


ist; man kann daher beiderseits das erste Glied weglassen; divi- 
dirt man dann noch durch x2”—1, so erhält man: 


(A +6nV (+ aV Ir 


ee: 2 CR 
+21 +bn -— DAN —1— an (rn — DA +aV —Dn-2+...— 


+=[4,— ba) AN—I-Znn-D] Aa ht. 


und diess nähert sich für ohne Ende wachsende Werthe von z 


fort und fort der Gleichung: 
Ada I (Itav ri (AV I) Ama her 


oder, wenn man beiderseits mit A-+aY —])) A—aN a: multipli- 
cirt und dabei berücksichtigt, dass SE 
A+aV -Hr=tl—aN —ır 
ist: 
(A+nN ZDA-aN -D=(A nV -DI+NM—T, 
woraus folgt: | 


bzta. 
n 


Die Gleichung der Asymptoten ist daher: 


ER A K1800. 
\ y=etgm. et „ 'gm. gi: 


n 


L 
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‚> 


wo m die Werthe 
0, ER; 2, 3er 


hat. Alle n Asymptoten eschneiden sich daher in dem einen 
Punkte, dessen Coordmaten 


sind. Ist 2 gerade, so geht die Gleichung jener Asymptote, für 
die m . ist, nämlich 

A 

via = )t890%, 


über ın 


Da die allgemeine &leichung der Bi 


u 1 ea 


ist, so lässt sich die Gleichung 
party -N=pe—yV—I 
in Reihen verwandeln von der Form 


0 
y=aligm. ausm ih u 


hrs 

Uhl diese sind für grosse Werthe von z gewiss convergent, Man 
könnte nun die Zahlen «, ß, Y,.... genau so finden, wie wir. a 
und 5 gefunden haben, allein be Scheint es zu sein, den 
Weg einzuschlagen, den wir gegangen sind hei der Berechnung 
der Wurzeln der Gleichungen ; die einzelnen Ziffern derselben sind 
äquivalent den einzelnen Gliedern dieser Reihe, und so wie bei 
der Auflösung der Gleichungen die successive Berechnung der 
einzelnen Ziffern vor sich geht, genau so geht hier die successive 
Berechnung der einzelnen Glieder der Reihe vor sich. 


Zum bessern Verständniss diene folgendes Beispiel: 
ou) =ut +4 9u2 — 6u+D. 
Die Gleichung 


HE+yV NM pay —D= 
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| geht in diesem Falle über in: 

4%. | y2z2?+ N 3— 2ry?)—=0 
N pi ie Gleichung der Asymptoten ist, da man 4, —0, n=4 hat: 
| y=atgm.s, 


a 
| 


und da :n die Werthe 0, 1, 2, 3 annimmt: 


Bd, yza,s2=0, ya—r 
Die erste Gleichung y7=ÜO leistet der Gleichung (1) identisch 
Genüge, es siud daher die mit «, f, y..... bezeichneten Grössen 
in diesem Falle sämmtlich gleich Null. Die zweite Gleichung 
y=x entspricht einer Curve, deren Gleichung 


| 
| yartl+- te 


ist, und die sich vollständig aus (l) berechnen lässt, da aus der- 
selben folst: 


| 

l 

| y B 
y-Yy#4577 


und sich hier auf gewöhnliche Art leicht die Wurzel ziehen lässt; 
| allein wir schlagen doch den vorhin angedeuteten Weg ein, weil 
er in jedem Falle passt, wie hoch auch immer der Grad der Glei- 
chung (1) ist. Ordnet man daher die Gleichung 


nach fallenden Potenzen von y, und bildet dann mittelst. des Hor- 
ner’schen Verfahrens eine neue Gleichung, deren Wurzeln um X 
kleiner sind, als die Wurzeln y der Gleichung (2),. so hat man 
so vorgehend: 


Fe 2232492 — 3 — 2ay?=0 


— Ir 0 22° +92 — 3 ” 
ae —9r — 9x? gr—3* 
—2r — 4ır?* 


die Gleichung 
(3) —2ry? —da?y+9r—9= 0, 
welche die Auflösung hat: 


ERRB... 
rare 


u 
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Vernachlässigt man jetzt in (3) für einen Augenblick die zweiten 
(und höheren) Potenzen von y, So geht sie über in: ' 


—4ay+92—3=0, 
woraus in 
Bin 
IT 4a 4? 


folgt; es ist somit 
1) 
UN 78 
4 
Bildet man nun wieder eine neue Gleichung, deren Wurzeln um 


9 . . . ‘ 
x0 kleiner sind, als die Wurzeln y von (3), so hat man nach der- 


selben Vorgangsweise: 


— Ir — 4r? 02—3 M 
9 sl 

Br Ba Er a 
Ir dx 5 3 35 


—2r — 42?—9* 


Die Gleichung 


hat daher die Auflösung 
| ae; 
VER + + “ie 


Vernachlässigt man in (4) für einen Augenblick das Glied mit 42, 
so erhält man genähert: 


8 
— (da? +9) y—3— 5 =; 
woraus | 
a: 
. °+5 3 
J 42?+9 er 13 + 
hervorgeht. Es ist daher P=—7: und man hat weiter: 
—2r — 422.—9 ee 
3 81. ;.,.99 ) 
a, tee" 
Bar 412 942 . i 


UL ui un u gt EEE SEHE GER En N 
. - Ti Er TE en > — rn | > 


En EEE EEE 
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Durch Division des letzten Gliedes durch das vorletzte erhält 
u > f | 
man 35.3, also ist y=— 55 u. s. I. 
"Die Gleichung (2), der eine Asymptote y= x entspricht, lässt 
sich daher in folgender Form stellen: 


) 3 8 


y-2t7,. 22 Best 


und da aus (2) für y zwei gleich grosse, einander entgegengesetzte 


 Werthe folgen, so ist die Gleichung der Curve, deren Asymp- 


tote y=— 2 ist: 
| 9 3 8 
Der Asymptote z=0 entspricht eine Curve, deren Gleichung 


von der Form ist: 


Sr Bet 
En allge 


Um 4, B, C,.... zu bestimmen, hat man die Gleichung 
223 +92 —3—2ay? 0 statt nach y nach x zu ordnen, man er- 
hält da: 

(2) 223 + 2(9— 22) —I3—L0. 
Da für ‘sehr grosse y x sehr klein ist, kann man statt dieser 
Gleichung nahezu setzen: 
(9 —- 27) —3=0, 
d. h. 


es ist somit A=—5: k 


Nach der frühern Weise vorgehend, hat man: 


& R —2y?+9 AR 
j 2 - opt 
2 ' j 


a 
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und die Gleichung 


9 27 27.27 
hat | 
BETT, 
7 ya er +... 


zur Wurzel. Schreibt man nun wieder näherungsweise, die zwei- 
ten und höheren Potenzen von vernachlässigend: 


27 Zi: SER 
— Iu? m) sp an I re 
(—2y 494302 2y2 Ay6 0, 
so folgt: 


RE 
a +. 


es ist daher B= — ni man findet dann weiter auf dieselbe Weise 
243 


[=—- u.s. w. Es folgt somit aus (2): 


Aus dem Allen sehen wir, dass die Gleichung (1) vier Linien re- 
präsentirt, deren Gleichungen sind: ’ 


a: 


».., 


N) > 81 


yzLl- 7 - 475 r55 es 
dran 
» 
Ganz ebenso lässt sich allgemein die Gleichung 


(+ yV —) = p(e—yN —1) Yo 


durch n Gleichungen ersetzen. Diese sind: 


Y=Yyıla), Y=Y2lR), Y=Y3l2); ... Y=Pn(R); 


wo jedes o(z), mit Ausnahme des schon vorhin erwähnten Falles, 
die Form hat: | 


PER RE 
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Werden diese Werthe in 
| eilp(atyV U tpe-yVD] 
substituirt, was sich wieder leicht durch Anwendung desselben 
Verfahrens successive bewerkstelligen lässt, so erhält man: 
ma), z=myla), Zeyıla),.. 2pnle); 


wo jedes (x) (wenn n gerade ist, mit Ausnahme eines einzigen 
Falles) die Form annimmt: 

dA: 4, 
Ay" + A,cr 1 4 A,rt? -I- u... + An-ı1c+An + ar +... 


Man kann daher im Allgemeinen statt der aus z=g(u) hervor- 
gehenden Gleichungen folgende Systeme von Gleichungen schreiben: 


N y=M@)  $ y=yr(K) ; Y=9z() | Y=_Pn(2) 
z=Yı(%) z =Y.(t) 2=YV;(®) 2 — Un) 
und diese entsprechen den n, aus z=op(u) hervorgehenden Curven. 


Ganz auf dieselbe Weise, nur bei weitem ‚einfacher, lässt 
sich. aus der Gleichung: 


4? Ya: 
a)" HP)... —0 
y? in Form von Reihen der Gestalt: 


Yy2— A;22 + Ayc + AH = + £ +5 1; 


ableiten. 


Es ist klar, dass man diese Entwickelungsweise einer Fune- 
tion in Reihen sehr verallgemeinern kann; wir erlauben uns viel- 
leicht ein andermal darauf zurückzukommen. Zum Schlusse machen 
wir nurnoch eine Bemerkung über die Curven, die aus der Gleichung 


92, W=O 

hervorgehen, wenn man auch hier, analog der frühern Vorgangs- 
weise, u= z+yV —1l setzt und z als reell ansieht. Da, wo bei 
dem gewöhnlichen Constructionsverfahren ein singulärer Punkt 
auftreten würde, erscheint hier im Allgemeinen derselbe Punkt 
gleichsam als Durchschnitt einergeonjugirten Curve mit der zz- 
Ebene; so ist z. B. nach der gewöhnlichen Constructionsweise, 
wenn zu und 2 die Abscisse und Ordinate bezeichnen, 


2?=u?(u?— 1) 


42 Spitzer: Zusälzse zu meinen Arbeiten über höhere Gleichungen. 


die Gleichung einer Curve, und u=0, z=0 sind die Coordinaten 
eines singulären Punktes derselben; nach unserem Vorsange.. hin- 
gegen zerfällt sie in: 


| 2— 24 22 — y2(62?—1) Hy%, 
zy(422—2 —4y?) = 0 


u 


und aus diesen gehen hervor folgende drei Systeme von Gleichungen: 


m Er 
&, @ 
y=0 
a a 
na ner 
10 Bo 


Die aus der Gleichung (1) hervorgehende Curve liegt in der 
Ebene yz und schneidet die Ebene zz in dem Punkte, dessen 
Coordinaten z=0, y=0. z=0 sind; die aus (2) hervorgehende 
Curve, die mit der auf gewöhnliche Weise construirten iden- 
tisch ist, liegt in der xz-Ebene, ihrer Gleichung leisten die Co- 
ordinaten desselben Punktes Genüge; endlich führt das System (3) 
auf nachfolgende Gleichungen: 


2 —1(da2 12 
yP=a?—3 { 


denen für gar keine reellen Coordinaten x, y, x entsprochen wird. 


Hin. HM 
P Mn, i 
MT 


\ 
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V. 
Zur Theorie der imaginären Grössen. 


Von 


Herrn Dr. H. Burhenne, 


Lehrer der Mathematik an der höheren Gewerbschvule in Cassel. 


Es ist bekannt, dass man schon seit längerer Zeit versucht 
hat, auch den imaginären Grössen eine reelle und anschauliche 


Bedeutung zu geben, indem man Y —1 auf die seitliche .(d. i. zur 
positiven und negativen senkrechte) Richtung bezog. In der 
neueren Zeit ist diese Construction des Imaginären in mehreren 
Werken ausführlich entwickelt, so dass sich bereits eine beson- 
dere Literatur über diesen Gegenstand gebildet hat. 


In den bis jetzt darüber erschienenen Schriften ist nicht ge- 
zeigt, dass die geometrische Auslegung des Imaginären etwas 
Neues oder einen wesentlichen Nutzen bei der Behandlung von 
Aufgaben zu leisten im Stande ist. Daraus würde, ‘wenn auch 
nicht auf die Schwäche, doch auf die Unfruchtbarkeit der neuen 
Theorie zu schliessen sein. — Es ist nun auffallend, dass in den 
mathematischen Werken nirgends der einzige Fall zur- Sprache 
gebracht ist, wo die Interpretation des Imaginären wirklich zu 
etwas Neuem, nämlich zu einer wichtigen physikalischen Ent- 
deckung geführt hat. Fresnel, welchem die Undulationstheorie 
so grosse Fortschritte verdankt, suchte seine 1821 bekannt ge- 
machten Formeln für die Polarisation des Lichtes durch Reflexion, 
in den folgenden Jahren auch auf diejenigen Fälle, besonders bei 
den KReflexionen des Lichtes im Innern der Körper anzuwenden, 
wo diese Formeln. imaginär werden. Dies beurtheilte Fresnel 
auf folgende Weise: ‚In verschiedenen geometrischen Fällen 
zeigt das Vorkommen einer imaginären Grösse eine Veränderung 


von 90 Graden in der Lage der Linie an, deren Länge mit V —I 
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multiplieirt ist, weshalb es wahrscheinlich ist, dass auch hier die 
Multiplication mit YV —1 anzeigt, dass die Phase der Vibration 
um 90 Grade verändert wird.“ Nämlich in dem Falle, wo man 
für die Vibrations-Intensität des reflectirten Lichtes den imaginä- 
ren Ausdruck u+4+bWV —I erhält, wird angenommen, dass dieselbe 
von zwei Wellensystemen herrührt, die sich im Gange um eine 
Viertel-Undulation unterscheiden und die Vibrations-Intensitäten 
a und 5 besitzen. Durch diese Auslegung des Imaginären wurde 
Fresnel in den Stand gesetzt, die Erscheinungen der sogenannten 
circularen Polarisation des Lichtes vorauszusagen ‚und seine Erwar- 
tungen sind sodann durch Experimente vollkommen bestätigt worden. 


Dessenungeachtet hat nach meiner Ansicht die erwähnte Con- 
struction der imaginären Grössen keine wesentliche Bedeutung 
und steht nicht auf gleicher Stufe mit der bekannten geometrischen 
Deutung der negativen Grössen, welche Behauptung ich durch die 
folgenden Bemerkungen zu unterstützen suche. 


Man construirt 2+yV —1 durch den Radiusvector, dessen 
Endpunkt die rechtwinkligen Ooordinaten x und yhat. Mit andern 


Worten: Es wird 2+y%Y —L’auf die Form o.eyV 1 gebracht 
und durch den Modulus oe unter dem Winkel @ (in Bezug auf die 
positive Richtung) dargestellt. Aber eben darin, dass man dabei 
x, und y als rechtwinklige Coordinaten betrachtet, liegt etwas 
Willkührliches. Man könnte auch eine andere Funetion zweier 
reellen Grössen x und y wählen. Will man die neue Theorie 
darauf stützen, dass in einem Kreise der Radius die mittlere 
Proportionale zwischen dem +r und —r des senkrechten Durch- 
messers ist, so dehnt man, was auch schon Andere gerügt haben, 
einen Satz, der für absolute Linienlängen gilt und bewiesen wird, 
ohne Berechtigung auf Linien aus, deren Richtungen dureh Vor- 
zeichen unterschieden werden. 


Dass die positiven und negativen Zahlen des Calculs eine 
reelle Bedeutung an den nach gerad entgegengesetzten Richtungen 
construirten Grössen gefunden haben, ist offenbar darin begründet, 
dass der Gegensatz zwischen den beiden Richtungen derselben 
Linie dem Gegensatze zwischen Addition und Subtraetion der 
Zahlen entsprechend ist. Aber es zeigt sich bei den Rechnungs- 
operationen kein Gegensatz, der einer seitlichen (oder senkrechten) 
Richtung analog wäre. Auch würde eine solche Beziehung sogleich 
etwas Unbestimmtes enthalten. Nämlich es gehört zwar zu 
jeder Richtung eine einzige bestimmte, die ihr gerad entgegen- 
gesetzt ist, aber zu jeder Richtung gehören unzählige senkrechte 
Richtungen, 'eine Ebene voll. | 


/ 


F} x 
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‚Die reelle Auslegung des Imaginären ist unverträglich mit 
einer andern, bei allen Mathematikern üblichen Darstellungsweise. 
Z. B. Man betrachtet bekanntlich die Hyperbel als eine Ellipse, 
deren zweite Axe imaginär ist; aber dies hat mit jener Construction 
gar nichts zu schaffen und lässt sich nur im analytischen Sinne 
deuten. Bei der Hyperbel ist die Richtung der Queraxe reell, 
aber ihre Länge ist imaginär. Ueberhaupt sind bei der Hyperbel 
die Richtungen zweier conjugirten Durchmesser reell, aber die 
Länge des einen ist imaginär. Wie stimmt dies mit jener Theorie? 
Wie könnte man die imaginären Grössen, welche in der allgemeinen 
Theorie der Kegelschnitte vorkommen, auf eine einfache Weise 
durch Construction interpretiren ? 


Bei der Construction des Imaginären giebt man der Zahlenreihe 
gleichsam. eine zweite Dimension. ‚ Aber der Begriff der Zahl 
bedarf nicht des Raumes, sondern gründet sich auf die Vorstellung 
der Zeit. Nämlich durch die Wiederholung der. Eins ergiebt sich 
die natürliche Zahl, und Wiederholung geschieht in der Zeit. Die 
Zeit hat nur Eine Dimension (mit zwei einander entgegengesetzten 
Richtungen), ebenso die Zahlenreihe. 


Wendet man jene Construction auf eine Wurzelgrösse des 
nten Grades an, so erscheinen die n verschiedenen Werthe der 
Wurzel als dieselben Längen, nur in verschiedenen Richtungen. 
Dies ist ein bequemes Bild, welches die Auffassung der betreffenden 
Formeln erleichtert. Aber es bietet sich kein solch einfaches 
Bild dar für die unzähligen Werthe eines Logarithmus. Davon 
liegt der Grund natürlich darin, dass bei der nten Wurzel aus 
einer Grösse alle na Werthe denselben Modulus haben, was bei 
den unzähligen Werthen eines Logarithmus nicht der Fall ist. 


Bekanntlich zeigen in der Analysis die Formeln für die 
Kreisfunctionen, welche aus der Entwickelung von eV —1 hervor- 
sehen, eine durchgreifende Analogie mit den Formeln für die 
-hyperbolischen Functionen, welche aus der Entwickelung von e* 
hervorgehen. Dagegen bei der Construction der imaginären Grös- 
sen zeigt sich dies nicht mehr, indem ex! —1 die Einheit unter 
dem Winkel x bedeutet, während in e* der Exponent mit der 
Richtung gar nichts zu schaflen hat. | 


Wollte man die gebräuchliche Construction einer Gleichung 
mit zwei Variabeln mittelst einer Curve, und jene graphische Dar- 
stellung des Imaginären nebeneinander anwenden, so würde 
nothwendig Verwirrung entstehen. 


Wenn die Construction des Imaginären in manchen Fällen 


Yo v 
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gerechtfertigt erscheint, so ist dies mehr zufällig und durch 
besondere Umstände des Problems bedingt, so dass sich keine 
allgemeine Regel daraus mathen lässt. 


Z.B. Für eine Ellipse seien a und d die Halbaxen und c die 
Excentricität. Jenachdem nun a>b oder a<b, hat man die Glei- 
chung 2 =a?— 62 oder &—=b?—a?; im ersten Falle ist c auf 
der Halbaxe a, und im zweiten Falle auf der dazu senkrechten 
Halbaxe 5 abzutragen; im ersten Falle ist das c in. der zweiten 
Gleichung, im zweiten Falle das c in der ersten Gleichung ima- 
ginär.. Hier besteht der Uebergaug von der einen Gleichung zur 
andern in einer Drehung um einen Quadranten. Freilich steht 
nun das imaginäre c der einen Gleichung senkrecht auf dem reel- 
len c der andern Gleichung, so dass hier der imaginäre Factor 
YW_1 die Rolle eines Zeichens der Perpendieularität spielen muss. 
Aber dies liegt in den besondern Bedingungen des Gegenstandes. 

j; 5 

Wir wählen noch eine sehr einfache Aufgabe: Eine gerade 
Linie AB= a vom Ursprunge A in der Richtung der positiven x 
ist gegeben. Es wird in dieser Linie ein Punkt C von. solcher 


Lage gesucht, dass die Proportion 
AB: AC= AC:BC 


stattfindet. Es sei AC=.x. Soll nun der Punkt C von B aus 
in der Richtung nach A liegen, so hat man die Gleichung 


(i) tar — a? —(, 


welche die beiden reelien Wurzeln 
a 
=, (- Fu v5), 
2=5-1-VD 


liefert, wodurch zwei Lagen für -C bestimmt werden. Soll der 
Punkt C von B aus nach der dem ZA entgegengesetzten Rich- 
tung liegen, so hat man die Gleichung 


(2) 2? —- ar + —(, 


welche zwei imaginäre Wurzeln 


254), 


2=5l-N) 


I 
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liefert, woraus folgt, dass ein solcher Punkt in der Verlängerung 
von AB nicht existirt. Wenn man nun aber diese imaginären 
Werthe nach der oben angegebenen Weise construirt, so erhält 
man zwei Punkte, den einen rechts, den anderen links von AB, 
von welchen jeder mit den Punkten 4 und B ein gleichseitiges 
Dreieck bildet, und folglich der vorgeschriebenen Proportion 
AB:AC= AC: BC Genüge leistet, sobald man davon ab- 

seht, dass der Punkt € in die Linie AB oder ihre Verlängerung 
fallen soll. Aber lässt man von dieser Forderung nach, so giebt 
es unendlich viele Punkte in der Ebene xy, welche der ange- 
gebenen Proportion entsprechen, und in einer der Gleichung vom 
vierten Grade 


(8) (0? + 49)? = a?| (a— 2)? + y?] 


zugehörigen Curve liegen. Dass jene Auslegung der beiden ima- 
ginären Wurzeln auf zwei einzelne der unzähligen Lösungen des 
allgemeiner aufgefassten Problemes hindeutet," beruht auf der be- 
sondern Beschaffenheit der Gleichung (3). Nämlich setzt man 
in dieser Gleichung y=0, so zerfällt sie in die beiden Gleichungen 
(1) und (2) des zweiten Grades; setzt man darin z=}a, so giebt 


sie y=4+3aV 3, wodurch jene beiden gleichseitigen Dreiecke in 
symmetrischer Lage entstehen. 


Versucht man demnach bei der Anwendung des Calculs den 
imaginären Ausdrücken, auf die man hei der Lösung eines Pro- 
blemes geführt wird, eine geometrische Bedeutung zu geben, so 
muss man sich immer noch auf anderem Wege versichern, ob 
man, begünstigt durch die specifischen Umstände des Problems, 
die Wahrheit getroffen hat. 


Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass ich, überzeugt von der 
Schwierigkeit, über den fraglichen Gegenstand bestimmter zu ur- 
theilen, diesen Aufsatz nicht mit dem Gedanken, etwas Neues zu 
Sagen, sondern mit dem Wunsche veröffentliche, Andere zu be- 
lehrenden Discussionen zu veranlassen. 
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VE. 
Zur 'Theorie der Kräftepaare. | 


Von 
Herrn Essen, 


Lehrer am Gymnasium zu Stargard. 


Re | 

1) In Bezug auf die herkömmlichen Definitionen des Kräfte- 
paars u.s. w. gelten für die vorliegende Abhandlung die nach- 
stehenden Modificationen: 


12 


Ich nenne die Verbindungslinie eines beliebigen Punktes in 


der/Richtung der einen Kraft des Paars mit einem ebenfalls be- 


liebig gewählten Punkte in der Richtung der andern einen Arm. 


Das Product der Kraft des Paars in einen solchen Arm heisst 


das zu diesem Arm gehörige Moment. Steht der Arm senk- 
recht aut der Richtung der Kräfte, so soll das zugehörige Moment 
das rechtwinklige Moment oder das Moment schlechthin heissen. 
Bildet also die Kraft P des Paars mit irgend einem Arm » den 


Winkel @, so ist Pp das zugehörige, Ppsinp das rechtwinklige 


Moment. In dem besonderen Falle, dass P=0 oder = x: wird, 
also Ppsinp=0, liegen beide Kräfte in derselben Geraden und 
heben daher einander auf. wur 


2) Aus der Lehre von den Paaren, wie sie sich bei Poin- 
sot findet, wird Folgendes vorausgesetzt: 

I. Zwei Paare in derselben oder in parallelen Ebenen sind 
gleichgeltend, wenn sie ‚gleiches (rechtwinkliges) Moment und 
gleichen Sinn haben. 


nl. Beliebig viele Paare in derselben oder in parallelen Ebe- 


nen sind einem einzigen gleichgeltend, dessen Ebene den Ebenen | 


der gegebenen Paare parallel ist, und dessen Moment‘ gleich ist 
dem Ueberschuss der -Momentensumme aller der Paare, welche 
in dem einen Sinne wirken, über die Momentensumme derjenigen, 
welche den entgegengesetzten Sinn haben. 


zii 
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Ill. Kräftepaare in derselben oder in parallelen Ebenen stehen 
im Gleichgewicht, wenn die Momentensumme der rechtsdrehen- 
den derjenigen der linksdrehenden gleich ist. 


3) Aus No. I. des vorigen Paragraphen folgt sogleich: Statt 
irgend ‘eines Paares kann man ein anderes anbringen, dessen 
Kräfte denen des ersteren parallel sind, indem man diesen Kräf- 
ten eine solche Grösse und Lage giebt, dass bei parallelen oder 
in dieselbe Gerade fallenden Armen das zugehörige Moment des 
einen Paares dem des anderen gleich wird und beide Paare gleichen 
Sinn haben. 


Weiter ergiebt sich: Jede Anzahl von Paaren, deren Arme 
parallel sind oder in dieselbe Gerade fallen, können in eins ver- 
wandelt werden, indem man zuerst alle Paare so verlegt und ver- 
ändert, dass sie an einem und demselben Arme wirken, und so- 
dann alle durch denselben Punkt gehende Kräfte in eine Re- 
sultante vereinigt. Am bequemsten wird es sein, die Länge des 


gemeinsamen Armes gleich Eins zu nehmen. ; 


4) Sind zwei Paare gegeben und die Kräfte des einen denen 
des andern parallel, so lassen sich dieselben durch eine sehr ein- 
fache Construction in ein resultirendes Paar zusammensetzen. 


Man zieht zu jedem Paar einen beliebigen Arm, verlegt sodann 


das eine dieser Paare nach 3) so, dass die beiden Arme in 4 
mit Endpunkten zusammenstossen, deren Kräfte nach derselben 
Richtung hin wirken, und trägt von A aus auf jeden Arm das zu- 
gehörige Moment auf. Sind AB und AC die erhaltenen Längen, 
so ergänze man zum Parallelogramm und ziehe die Diagonale AD. 
Dann kann der Arm des resultirenden Paares beliebig auf der 
Geraden AD oder ihr parallel gewählt werden; die Kräfte dessel- 
ben müssen den gegebenen Kräften parallel sein und eine solche 
Grösse haben, dass das Moment, welches zum gewählten, Arm 
gehört, gleich AD wird. Dabei wird diejenige Kraft, welche in 
Bezug auf den Arm auf derselben Seite liegt, wie der Punkt A in 
Hinsicht auf die Diagonale, mit den Kräften an A nach derselben 
Seite hin wirken müssen. . 


Beweis. Denn man kann mittelst Anwendung von 3) das 
an AB wirkende Paar, nachdem man die Kräfte beider Paare 
gleich Eins gemacht hat, an den Arm CD verlegen. Dadurch 
aber kommen nach C zwei gleiche, entgegengesetzte Kräfte, die 
einander aufheben. Somit bleibt. ein einziges Paar, dessen Arm 
und zugehöriges Moment die Diagonale AD darstellt. Sind die 
Kräfte eines der gegebenen Paare denen des andern schon gleich, 
so kann man sogleich, ohne dass man die Kräfte gleich Eins macht, 
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aus beliebigen Armen ein Parallelogramm construiren. ' Die Kräfte 
des resultirenden Paares müssen dann, "wenn. sie anden End- 
punkten der Diagonale angebracht werden, den" gegebenen Kräf- 
ten gleich sein. | 1 


5) Umgekehrt: Ist ein’ Paar gegeben, 4.D ein Arm desselben 
und ABDC ein Parallelogramm, so wird Nichts geändert, ‘wenn 
man jede der gegebenen Kräfte zweimal setzt, dann aber die bei- 
den in D angreifenden Kräfte, ohne ihre Richtung zu ändern,’ an 
die Punkte BZ und € vertheilt. | 


6) Sind drei Paare gegeben, deren Kräfte sämmtlich parallel 
sind und deren Arme so in die Kanten eines Körperwinkels gelegt 
sind, dass am Scheitel desselben alle Kräfte nach derselben Seite 
wirken, so kann man, um ein resultirendes Paar zu erhalten, auf 
jene Kanten die Momente der bezüglichen Paare, welche zu den 
gegebenen Armen gehören, auftragen und aus den aufgetragenen 
Längen ein Parallelepipedum ‘construiren. Wird nämlich ein be- 
liebiger Arm parallel mit der Diagonale desselben genommen, so 
bestimmt diese Diagonale das zugehörige Moment des resultiren- 
den Paars. Die Construction vereinfacht sich auch hier, wieder, 
wenn die drei componirenden Paare mit. gleichen Kräften gege- 
ben sind. 


7) Ist umgekehrt ein Paar am Arm AE gegeben und sind AB, 
AC, AD die Kanten eines Parallelepipedums, welches AE zur 
Diagonale hat, so wird Nichts geändert, wenn man jede der ge- 
gebenen Kräfte dreimal setzt, sodann aber die drei gleichen Kräfte 
in E an die Punkte BZ, C und D vertheilt. 


8) Ist eine Kraft P am Angriffispunkte A gegeben, so kann 
man offenbar, ohne etwas zu ändern, ‚diese Kraft sich: selbst pa- 
rallel.nach einem beliebigen Punkte D verlegen, wenn man dazu 


noch die gegebene Kraft wiederum herstellt und sie durch eine 


andere, in B angreifende zu einem Paare ergänzt. 


9) Sind irgend welche Kräfte an einem festen System gege- 
ben, die sich um bestimmte Angrifspunkte willkürlich drehen las- 
sen, dabei aber der Bedingung unterworfen sind, immer dieselbe 
Stellung gegen einander zu behalten, ‚so lässt sich, diese Bedin- 
gung noch auf folgende, anschaulichere Weise hinstellen: 


Man führt ausser einem Systeme im Körper fester Axen OA, 
OY, OZ noch ein zweites Axensystem OA, , OY, „v0Z, ein, 
welches beliebig um O' drehbar ist, ohne dass jedoch die Neigung 
dieser Axen gegen einander verändert werden darf. Alsdann setzt 
man fest, dass, wenn eine Kraft zu Anfang mitOX,, OY,, OZ, 
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bezüglich die Winkel «&, ß, y bildet, ‘diese Kraft sich bei jegli- 
cher Verstellung dieses Axensystems zugleich so um ihren An- 
griffspunkt daher solle, dass die genannten Winkel unveränderlich 
dieselben bleiben. 


Nun lässt sich jede Kraft P an ihrem. Angriffspunkt 'M; des- 
sen auf die im Körper festen Axen bezogenen Koordinaten wir 
durch x, y, z bezeichnen, in drei Komponenten, bezüglich parallel 
mit OA, , OF), OZ, zerlegen, die der Reihe nach ahrar Dr 
Z bezeichnet werden sollen. Sodann kann man zuerst die Kom 
ponente ÄX nach O verlegen, indem man am Arm OM ein Paar 
mit dem dazu gehörigen Moment X. OM hinzutreten lässt. Dieses 
Paar lässt sich nach‘ 7) in drei Paare zerlegen, ‘deren Arme 
OA, OB, OC bezüglich auf OX, OY, OZ liegen und Känten 
eines Parallelepipedums sind, welches OM zur Diagonale. hat. 
Dabei werden die Maasszahlen dieser Arm e, abgesehen vom Vor- 
zeichen, den Koordinatenwerthen z, ur Pa en Setzt man 
nun fest: 


I. dass beispielsweise die Komponente X positiv oder nega- 
tiv genommen werden soll, jenachdem sie nach der Seite OA, 
oder nach der entgegengesetzten Seite wirkt; 


II. dass einem Paare, wenn sowohl sein Arm OA, als auch 
die an A wirkende Kraft X nach der positiven Seite bezüglich 
von OX und OA, liegen, oder wenn es gleichen Sinn mit einem 
solchen Paare hat, ein positives, sonst aber. ein negatives Moment 
zukommen solle; 


so wird man finden, dass alsdann das Moment sowohl mit X 
als mit x jedesmal zugleich sein Zeichen wechsele. Die. bezüg- 
lichen Momente der drei in Rede stehenden Paare sind’ daher in 
jedem ‘Falle der Reihe nach 


Xz, Ay. Az. 


Ebenso giebt die REN... Y in M zuerst eine. Kraft Y 
in 0 und sodann drei Paare mit den Momenten m 
‘ 72,’ Ey, WPR: 
Endlich erhält man aus der Komponente Z. eine Kraft Zin O 
und drei. Paare mit den bezüglichen Momenten 


DM. & Ze Zy, 22. ‘ee 


Verfährt. man auf gleiche Weise ‚mit alfko gegebenen Kräften, 
so. hat man, wenn man,in O alle Kräfte . gleicher Richtung zu- 
sammenfasst, daselbst die drei Kräfte TRIER 
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und wenn man alle Paare, deren Kräfte parallel sind und deren 
Arme zugleich auf einer und derselben Axe liegen, nach 3) 
vereinigt, nachdem man vorher allen den Arm Eins gegeben hat, 
so erhält man neun Paare mit den bezüglichen Momenten: 


ZXz, ZXy, ZXz; 
ZYzx, ZYy, ZYz; 
ZZ, Z2Zy, Z2:. 


Es ist aber oflenbar Gleichgewicht vorhanden, wenn alle so eben 
aufgeführte Summen sammt den drei vorhergehenden ZA, ZY, ZZ 
der Null gleich sind; und da diese Ausdrüßke in Nichts sich än- 
dern, wie man auch das Axensystem ON, OF}, OZ, gegen 
das im Körper feste Axensystem stellen mag, so findet Gleich- 
gewicht bei jeder Stellung desselben statt. ‚Dass nun aber 
die ausgesprochene Bedingung nothw endig erfüllt sein muss, da- 
mit Gleichgewicht bei jeder Stellung vorhanden sei, geht aus 
folgender Betrachtung hervor: 


Man verwandele je drei Paare, deren Arme auf derselben Axe 
liegen, wie z. B. diejenigen, deren Momente bezüglich ZXx, ZYz, 
EZx sind, nach 3) in ein einziges. Existiren nun alle drei 
möglichen resultirenden Paare, so kann es geschehen, 


“1 dass die Kräfte aller drei resultirenden Paare einander pa- 
rallel sind, in welchem Falle sich dieselben nach 6) wiederum 
in ein einziges Paar zusammensetzen lassen. Nennen wir nun 
OR den Arm dieses letzten resultirenden Paares, und denken wir 
den Punkt O des festen Systemes auf unveränderliche Weise be- 
festigt, so werden alle Kräfte unwirksam bis auf die in R angrei- 
fendk Kraft. Diese aber wird nur in dem einen 'Ausnahmsfalle 
vernichtet, dass sie in die Gerade OR fällt. 


II. Ferner kann es sich ereignen, dass die Kräfte der drei 
resultirenden Paare zwar nicht unter einander, aber doch sämnt- 
lich einer mit dem Axensysteme OX,, OY,, OZ, fest verbundenen 
Ebene parallel sind. Da kann man in dieser Ebene zwei neue 
Axen OU und OV annehmen, die ihre Stellung gegen die ge- 
nannten Axen niemals verändern dürfen, und darauf die Kräfte 


der drei. Paare nach diesen neuen Axen zerlegen. Dadurch er- 


hält man. sechs Paare, von denen sich je drei nach 6) in eins 
verwändeln lassen. Somit sind also nur noch zwei Paare vorhan- 
den, deren Kräfte nicht, rallel sein werden. Sind nun OR und 
OS pe Arme rg beiden Paare, so wird, wenn man sich die 


“” » 
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Punkte O und R fest denkt, die in S angreifende Kraft nur dann 
vernichtet, wenn sie ausnahmsweise in die Ebene ROS fällt; 
sonst wird sie das System um OR drehen. ® 


Il. Finden aber weder die Voraussetzungen von No. I. noch 
die von No. H. statt, so denke man sich die im Körper feste Axe 
OX unbeweglich und das Axensystem OX,, OF}, OZ, so ge- 
stellt, dass die Kraft des an OY wirkenden Paars in die Ebene 
XY fällt. Dann wird, da alle übrigen Kräfte unwirksam gewor- 
den sind und also keinen Widerstand entgegensetzen können, die 
an OZ wirkende Kraft das System um OX drehen, wenn sie 
nicht, was sich immer vermeiden lässt, in der Ebene XZ oder 
auf der Geraden OZ liegen sollte. 


Demnach wird das Gleichgewicht auch dann nicht für jede 
Stellung der Kräfte vorhanden sein können, wenn man sıch den 
Körper ganz frei denkt. 


Eben so wenig wird dies der Fall sein, wenn von den drei 
möglichen resultirenden Paaren bezüglich an OX, OY, OZ bloss 
zwei oder endlich bloss ein einziges existiren sollte, wie dies so- 
gleich aus Nr. I. und Nr. Il. des vorhergehenden Falles einleuch- 
tet. Damit aber keins dieser Paare vorhanden sei, dürfen keine 
Komponenten dazu existiren; man muss also haben: 


Eire— EXy—= EX: 
arı 214277 n 
% 
= 3Ztı= BZy=23Zı= 0. 


Dass aber auch keine der Kräfte X, ZY, ZZ existiren darf, 
geht daraus hervor, dass man sonst immer eine Resultante aus 


ihnen zusammensetzen könnte, die durch Nichts aufgehoben würde. 


Sind alle gegebenen Kräfte parallel, so gestaltet sich’ die 
Sache viel einfacher. Man verlegt sodann vohne Weiteres jede 


“ Kraft P nach O und zerlegt das hinzutretende Paar am Arm 


OM in drei Paare + „ N "Li 
i Px,1Py,: P& | 


Dann sind zum Gleichgewicht bei jeder Stellung der Kräfte oflen- 
bar nothwendig und hinreichend die Gleichungen 


 ZP=0, ZPz=0, zPy=0,,2B—0; * 


u 
. D) j . En 
wobei zu beachten ist, dass man die Maasszahlen der Kräfte :po- 
sitiv oder negativ zu nehmen hat, jenagagen sie nach der einen, 


w “ id 
® %; 
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vorher nach Willkür sewählten Seite oder nach der ENDE 
setzten’ wirken. 


10) Jetzt sollen die Bedingungen ausgemittelt werden, Blaiche 
erfüllt sein müssen, "damit die Kräfte nur für gewisse Stellun- 
gen, nicht mehr für jede mögliche, im Gleichgewicht seien. 


Wir denken uns beide Axensysteme rechtwinklig und wollen 
‚jetzt diejenigen Stellungen des einen gegen das andere ins Auge 
fassen, welche möglich sind,. wenn OZ und OZ, zusammenfal- 
len. In allen Kan Stellungen verschwindet zunächst das Paar 
3Zz,.weil seme»Kräfte in die Richtung seines Armes fallen; 
ferner bleiben vier Paare, nämlich 


ZAT, 2Xy, ZYa, ZYy ia 
beständig in der Ebene XY, und lassen sich daher nach 2) 11. 


in ein einziges verwandeln, dessen rechtwinkliges Moment sein wird: 
+[2(Ry—zP)eosw— Z(XrH4 Yy) sin], 
indem man durch » den veränderlichen Winkel X, OX bezeichnet. 
‚Dazu kommen noch vier Paare, . deren Momente der: Reihe 
nach sind ! 
an SsY:, 2Zz, &2y. 


Nun lässt sich nach sand von 9) leicht beweisen, dass 
nicht bei jeder unter gegenwärtiger Beschränkung möglichen Stel- 
lung Gleichgewicht vorhanden sein kann, wenn nie die bezüg- 
lichen Momente aller fünf Paare einzeln gleich Null sind. Die 
Gleichung ” 


2 (Ay—ar)cosy— Z(Ar+ Yy)sinp. 5 2, 


zerfällt aber sogleich wegen der Yorsnderkehei des Winkels v 
in die Peıdem folgenden: Rt | | | , 


n; re I. S(Ke+ m= . 
an Em: müssen a den an bir 
ER In=220=224=0, ee 


W wie man leicht Rn "die folgenden erfüllt sein: rt 


FR sr, en 


: 
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lich mit OX, OF, 0Z zusammenzulegen, während diese jede ” 
beliebige Neigung zu einander haben können. Jetzt verschwinden 
aber von den neun Paarmomenten in 9) an und für sich drei, 
nämlich 

ZXr, Ay, 2Zz,- 


weil die Kräfte dieser Paare in die Richtung ihres Armes fallen. 
Von den übrigen sechs Paaren fallen je zwei in eine Ebene und 
können daher nach 3) in ein einziges zusammengefasst werden. 
Die rechtwinkligen Momente der drei resultirenden Paare werden 


„dann der Reihe nach sein: 
+sin (XOF). 2(yX—ıxY) in der Ebene XFY, 
+sin(XOZ) E(2Z—:X) KR ara Rh. W777 
+sin(YOZ) 22 —yZ) Ar Y YZ. 


Br: 


Dazu kommen dann in O die drei Kräfte INT 
x DET EVA 


Es ist aber leicht zu zeigen, dass, wenn Gleichgewicht „vor- 
handen sein soll, jedes einzelne der drei vorstehenden Momente 
und jede einzelne der genannten drei Kräfte gleich Null sein müsse. - 
Denn wäre z. B. das Moment Hsin XOF.(yX—xY) nicht gleich 
Null, so würden, wenn man sich die Axe OZ fest dächte, alle 
übrigen Kräfte vernichtet bis auf das Paar, dem das ‘genannte 
* Moment zukommt. Dieses Paar aber würde das System um die _ 
" _Axe OZ drehen, folglich könnte nicht Gleichgewicht sein. Zur. 
Begründung des Gleichgewichts sind also nothwendig „und hin- 
 reichend die ( 
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vVEI. 


Neue Grundlegung zu einer räumlichen Flächenver- 
gleichung. 


Von 
Herrn Essen, 


Lehrer am Gymnasium zu Stargard. 


$. 1. Ergänzungen im Parallelogramm sind flächengleich. 


$. 2. Umgekehrt: Ist ein Parallelogramm durch zwei sich 
schneidende Linien in vier Parallelogramme getheilt, von denen 
irgend zwei gegenüberstehende gleiche Flächen haben, so liest der 
Durehschnittspunkt jener Linien auf derjenigen Diagonale des 
gegebenen Parallelogramms, welche durch das zweite Paar gegen- 
überstehender T'heilparallelogramme geht. 


Beweis ist leicht indirect zu führen. 


$. 3. Sind ABC und abe zwei rechtwinklige Dreiecke und 
; ausser den rechten Winkeln C und e noch die Winkel A und a 
gleich, so sind die aus AB und ac einerseits und andrerseits 

aus ab und AC gebildeten Rechtecke flächengleich. 


2. „ Der bekannte Beweis folgt sogleich aus Betrachtung von Taf.1. 

w. Eis. Hier sind die beiden Dreiecke So in einander gelegt, dass 

N. a in A, ab in die Richtung AC, ac in die Richtung AB gefallen 

ist; sodann sind BC und de bezüglich um CD=ab und um 

„ed=AB verlängert, dieRechtecke ACDE und Acde construirt 

a und endlich die Hülfslnien 3E und be gezogen. Man erkennt 
sogleich die Congruenz der Dreiecke ABE und Abe. # 


$. 4. Haben zwei Parallelogramme AD und ad gleiche Flä- 
chen, und ist Winkel | auch das aus zwei zusammen- 
® stossenden Seiten des einen AB und AC gebildete Rechteck dem 


u . 2 
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Rechteck aus zwei zusammenstossenden Seiten des andern ad 
und ac in Hinsicht auf die Fläche gleich. 


a 
Beweis. Man ziehe in Taf. 1. Fig. 4. und Fig. 5. die Höhen CF 
und cf. Dann ist der Voraussetzung nach 


1) Rechteck ab><cf= Rechteck ABxXCF; 
sodann ist nach dem vorigen Satze 
2) Rechteck AC><c/= Rechteck acXx< CF. 


Nun seien in Taf. 1. Fig.6. A’F' und a’f’ zwei in C’ sich recht- 
winklig schneidende Linien, und dabei: 


AC=Ac CF—=CF; 
a Bu a 


so dass also von C’ aus jedes Mal zwei Seiten eines und des- 
selben Dreiecks anf dieselbe Gerade aufgetragen sind. Construirt 
man nun das Rechteck JKML so, dass seine Seiten bezüglich 
mit A’F’ und a’f' parallel werden, so muss wegen der in der 
Gleichung 2) ausgesprochenen Gleichheit der Rechtecke A’f’ und 
a'F' die Diagonale JM nach $. 2. durch C’ gehen. Macht man 
nun noch 


EFB'=AB, 
ib! sAtab; 


so dass also in F’ und f’ Grundlinie und Höhe zuerst des einen 
und sodann des andern der gegebenen Parallelogramme zusam- 
menstossen; so wird die Diagonale MN des Parallelogramms 
b'MB'N ebenfalls durch C’ gehen. Es fallen daher die beiden 
Diagonalen MJ und MN zusammen. Nun aber sind die Recht- 
ecke «N und A’N gleehl als Ergänzungen im Parallelogramm; 
folglich ist auch 


Rechteck NC' + Rechteck u: $ Rechteck Ne + Rechteck A'N, 
was zu beweisen war. 4 EN 


$. 5. Es seien die Winkel des Dreiecks ABC denen des 
Dreiecks A'’B’C' bezüglich gleich, so ist Rechteck ACXB'C 
= Rechteck A4'’C' BC. r 


ERBE Ah Es seien die beiden gegebenen Dreiecke so neben 
einander gelegt, wie & Taf. I. Fig. T. zeigt, so dass der Punkt 4’ 
in B liegt und A'B' in die Verlängerung von AB fällt. Constru- 
irt man nun das Paralleloegramm ADB’Erwso, dass seine Seiten 

en % = h 
| # 
a ; “ r 


EFT ER 
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bezüglich mit BC und BC’ parallel werden,. so. ‚wird. das. Paral-: 
lelogramm BD gleich dem Parallelogramm BE, folglich auch nach 
dem vorigen Satze 


Rechteck ACZ B'C' = Rechteck A'C&BACi 


WIN. 
Eine Aufgabe aus der Mechanik. 


Von 
Herrn Dr. KRösters 


in Aachen. 


N 


Es stelle YV in Taf. I. Fig. 8. eine unbegrenzte, zum Hori- 
zont geneigte Gerade dar, und:ihre Neigung zum Horizont sei der 


Winkel YAX= p; ferner sei O ein beliebig in der Ebene YAX 
gewählter Punkt. | 


Jetzt soll die Relation zwischen den Zeiten aufgestellt wer- 
den, in denen ein Körper unter alleinigem Einfluss‘ der Schwere 
auf geradlinigem Wege 'von YV nach O und ee von O 
nach YV gelangt. | 


Man ziehe durch O eine Gerade OB parallel zur Horizonta- 
len AX, und es sei der Winkel | 


% YBZ=m ER ki 


dann stelle man die Zeit,,in der der Körper 'von einem beliebigen 
Punkt ‚der Geraden YV,r etwa D, auf, dem geradlinigen. Wege 
DO nach O gelangt, als eine,Function des, Winkels DOB= « 
dar. Ist nun £ die auf dem Wege OD verbrachte Zeit und be- 
deutet g das Maass der Acceleration beim az Fall, so erhält 
man für die Länge des Weges, OD: ® one 


„ı0D=UÜgsine. 
“ [7 » 


# ' E 
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Nimmt man ferner die constante Länge OB=o an, so findet man 
für OD den zweiten Ausdruck: | 


Helen . | oD- osinp 
ab Klar sin(p—e)' 


Demnach ergibt sich zwischen den Variabeln { und « die Gleichung: 


yi -  osinp 
2 k- nor 
129 sin a= le 


Bevor wir diese Gleichung weiter betrachten, wollen wir den 
in der kürzesten Zeit zurückgelegten geradlinigen Weg von YV 
nach O finden; zu diesem Zwecke hat man den Werth von «& zu 
bestimmen, für den Z ein Minimum sein wird. 


Differenzirt man zu diesem Zwecke obige Gleichung, so er- 
hält man: 


‚dt osinpcos(p—a) — 1?g cosasin?(P—a) 
du 2tgsin asin?(p — «) 


Setzt man dieses erste Differenzialverhältniss —=0, so erhält man: 
oSiNnY cos (P— «) — 1?g cosasin?(P— a) =. 


osing 


Da aber ?y = ist, so findet sich: 


sin« sin (9 —&) 


} sin pcosesin(p—«) 
sinpcos(p — a) = Be me 
EN 
Wr “ sin (2a —o) = 
Also ist: | 
b ER: 
2 


Demnach würde der kürzeste. geradlinige Weg von, YYV nach 
O derjenige sein, der zum ‚Horizont eine halb so grosse Neigung 
hat, als die Linie YV selbst. 


Macht man also PD= BO, 'so ist DO der in der kürzesten 
Zeit ‚antlgksclente Weg,von FV nach O. 


In ähnlicher Weise findet man dem Weg OC, auf: dem‘der. 
Körper in der kürzesten Zeit von O zurück nach YV gelangt; 


es muss für iin OB=BEC:;sein. „u 
Betrachten wir jetzt weiter die obige) Gleichung: n 
' RR % 
.r » 


60 Kösters: Eine Aufgabe aus der Mechanik. 


osinp 
sin (p—e)’ 
und drücken wir die Function t von dem Winkel « geometrisch 


aus, indem t und « als Spiralcoordinaten betrachtet werden, so 
haben wir in obiger Gleichung die Gleichung einer krummen Linie. 
“ 


P?gsine = 


Die Länge o werde ausgedrückt durch die oben näher be- 
trachtete kürzeste Fallzeit a von YV nach O auf der Geraden 
OD. Es ist: 


3 OD.sin; 
Ti Sep? 
und da: 
OD=a®gsinz 
so ist: d 


a?2g sin2Z 
sin 
Darnach ergibt sich also die Gleichung der Linie: 
a2sin2Z- m 
Peiner 
Aus dieser Gleichung sieht man: 
1) dass für @&—=0 sowohl als für &=9 =, ist, d.h. für die 


unter dem Winkel 9 zum Horizont geneigte, so wie für die hori- 
zontale Verbindung zwischen O und YV werden die Leitstrahlen 
OX und OP (Taf. 1. Fig. 9.) Asymptoten der Linie. 


Drückt man jetzt die Polarcoordinaten durch Parallelcoordina- 
ten aus, so ist für das rechtwinklige System XOF: 


| y=tsine, 
x2=tcoso; 
und wenn man diese Werthe in der obigen Re substituirt, 


so erhält man: 


PER. | 


y-— zytangpt+ — we —0. 


2) 
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Bezieht man ferner die Linie auf ein rechtwinkeliges 
a XA,0Y,, dessen Abscissenachse mit OX den Be 
5 bildet und dessen Anfangspunkt ebenfalls O ist, so erhält man, 
wenn man für x und y die Werthe 

y=Yı cos > Fa sinz; 
2=1,C08S 5: — Yyı sing 
in der Gleichung 2) substituirt,und zugleich die Indices fortlässt: 


y2eosy +2ry sing cos +2? sin? —ıy cos? tangyp 


— x? sin z cos 7 tang op +y? sin > cos 5 tangp+ zysin2 tangp 


sin 2 
2cosp 


.„9p 
ee a 7. RE e. 
ee Aer ir cosp Er 


? (cos?z 24 
und gibt bei gehüriger Reduction: 


a? es 
a ae 22 11-0, 
atang’ 
Die Linie ist also eine Hyperbel, deren Halbachsen a und 
atangz sind, oder in der Figur AO und AB. 


Zur Aufstellung der Asymptotengleichung würde man in der 
Gleichung mit Spiralcoordinaten 


ysing=tsin« 


und 
zsing=tsin (P—e) 


substituiren. Dann verwandelt sich die Gleichung in 


2:n2.P 
a?sin?—- 
2 


En ner) 
9 sing 
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al Ä 2 
oder, wenn man atangy—b setzt, 
# 
Mi, ab 
Pl sing 


Diese ist die Asymptotengleichung der Hyperbel, deren Achsen 
a und 5 sind. 


Ebenso wie wir für die Fallzeit Z auf der unter dem Winkel 
a zu OB geneigten Geraden die Hyperbelgleichung gefunden haben, 
findet man auch, wenn man die Fallzeit { von © nach FV zu- 
rück als Function des Winkels 8 darstellt, den die Fallschiefe mit 
OB macht: 


U sin Bsin (p+P)=a? cos? B 
wo a die kürzeste Fallzeit von O nach FF ist. 


Beziehen wir noch diese Linie, sowie die erste, aufihre oben 
näher bezeichneten Asymptoten, so erhalten wir: 


a)2cotg hr 
Ting % sin 
0 3 


wo also a, und a, cotg 2 die Halbachsen sind, in der Figur OA, 


=a, und A,Bı, =a cotgz- 


Vergleichungshalber will ich jetzt durch geometrische Con- 
struction folgende Aufgabe lösen: Den geradlinigen Weg zu fin- 
den, auf dem ein Körper in der kürzesten Zeit von einer zum 
Horizont geneigten Geraden nach einem beliebigen Punkte im 
Raume und dann von diesem zurück zur Geraden gelangt. 


Ist (Taf. I. Fig. 8.) YV die Gerade und O der gegebene Punkt, 
so ziehe man durch O und FV eine gerade Linie OB parallel zum 
Horizont, mache BD=OB und BC= OB, ziehe OD und OC, 


so sind dieses die beiden gesuchten Wege. 


Beim Beweise der allgemeinen Auflösung dieser Aufgabe wird 
man füglich die zwei Fälle unterscheiden: 


1) wenn der Punkt O in der Ebene des Neieingss told der 
Geraden YV zum Horizont liegt}, 


2) wenn dieses nicht der Fall ist. 
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Nehmen wir zuerst an, dass die Gerade YV zum Horizont 
die Neigung XAY=9 habe und dass der Punkt O in der Ebene 
des Winkels XAY liege. Man ziehe dann durch O die Gerade 
L senkrecht auf’ die Horizontale AX und beschreibe zwei Kreise 
M und N, deren Mittelpunkte in Z liegen und welche durch O 
gehen und FV berühren. Die so beschriebenen Kreise werden 
YV in C und D berühren, und die Berührungssehnen w 


OD und OC 


x 


sind die zwei geradlinigen Wege, die in der kürzesten ‚Zeit von 


YFV nach © und von OÖ nach YV führen, und zwar sind diese 
kürzesten Zeiten bekanntlich gleich den Zeiten, in den die verti- 
kalen Durchmesser der beiden Kreise M und N beim freien Falle 
durchlaufen werden.“ 


Nimmt man dagegen an, dass der Punkt O nicht in der 
Ebene des Winkels XAFY liegt, so ziehe man durch O die Ver- 
tikale L zum Horizont und beschreibe die zwei Kugeln M und N, 
deren Mittelpunkte in Z liegen und welche durch O gehen und 
die Gerade YV berühren. Diese Kugeln werden nun aber YV 
in D und € berühren, und die Sehnen 


OD und 0OC 


geben auch hier die zwei geradlinigen Wege, die in der kürzesten 
Zeit von FF nach O und von © nach YV führen, und zwar 
sind diese kürzesten Zeiten gleich den Zeiten, in welchen die ver- 
tikalen Durchmesser der Kugeln M und N beim freien Falle zu- 
rückgelegt werden. | 
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Ma 


IX. 


Ueber die kürzeste Linie zwischen zwei Punkten auf 
einer beliebigen Fläche und über die Grundformeln 
der sphäroidischen Trigonometrie. 


Von 


dem Herausgeber, 


gl. 


Die Aufgabe von der kürzesten Linie zwischen zwei Punkten 
auf einer beliebigen Fläche gehört bekanntlich in das Gebiet der 
Variationsrechnung und hat die @eometer vielfach beschäftigt. Die 
Auflösung dieser Aufgabe durch die Variationsrechnung unterliegt 
keiner Schwierigkeit und kann in meiner Sphäroidischen Tri- 
gonometrie. Berlin. 1833. 4. S. 11. nachgesehen werden. Es 
hat mir aber immer lehrreich und interessant geschienen, solche 
eigentlich in die Variationsrechnung gehörende Aufgaben auch 
ohne die Variationsrechnung, bloss durch die gewöhnliche Lehre 
vom Grössten und Kleinsten, wie dieselbe in der Differentialrech- 
nung vorgetragen wird, zu lösen *), weil man dadurch öfters auf 
neue nicht uninteressante Aufgaben über die Maxima und Minima 
geführt wird, und weil solche Auflösungen für Anfänger mir die 
beste Vorbereitung auf das Studium der eigentlichen Variations- 
rechnung zu sein scheinen. Hierzu kommt im vorliegenden Falle 
noch, dass die kürzeste Linie eine sehr grosse praktische Wich- 
tigkeit für sich in Anspruch zu nehmen berechtigt ist, weil sie 
einerlei ist mit der Curve, welche auf einer krummen Fläche durch 
geodätische Operationen gezogen wird und deshalb auch den Na- 
men der geodätischen Curve führt. Bei Vorlesungen über höhere 


*) M. s. auch meine Auflösung der Aufgabe von der Brachysto- 
chrone ohne die Variationsrechnung im Archiv, Thl. VII, S. 308. 
Eine ähnliche Auflösung der Aufgabe von dem Körper des kleinsten 
Widerstandes werde ich in einem der folgenden Hefte mittheilen. 
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Geodäsie wird man nun zwar immer die beiden ersten Theile der 
sogenannten höheren Analysis, nämlich die’ Differential- und Inte- 
gralrechnung, vorauszusetzen berechtigt und genöthigt sein; ob 
man aber bei allen Zuhörern in solchen Vorlesungen auch eine 
hinreichende Bekanntschaft mit dem dritten Theile. nämlich mit 
der Variationsrechnung, wird voraussetzen können, lasse ich da- 
hin gestellt sein, bemerke aber, dass ich durch die Erfahrung 
öfters von dem Gegentheil überzeugt worden bin, und glaube da- 
her, Lehrern der höheren Geodäsie auf Universitäten und poly- 
technischen Lehranstalten, militairischen Akademieen u. s. w. einen 
Dienst zu erweisen, wenn ich im Folgenden eine Auflösung der 
Aufgabe von der kürzesten Linie ohne die Variationsrechnung 
mittheile und "zugleich die Uebereinstimmung dieser Curve mit 
_ der'geodätischen Linie nachweise, indem ich zugleich diese von 
mir gefundene und zunächst im Interesse meiner eignen Vorle- 
sungen über höhere Geodäsie entwickelte Auflösung auch in all- 
gemein mathematischer Beziehung für so lekrreich und interessant 
halte, dass sie auch deshalb die Mittheilung an diesem Orte 
wohl verdienen mag. 


$.2. 


. 


Bei allen solchen eigentlich in das Gebiet der Variationsrech- 
nung gehörenden Aufgaben, die man ohne diese Wissenschaft 
bloss mittelst der. gewöhnlichen Lehre von dem Grössten und 
Kleinsten aufzulösen beabsichtigt, muss man von einem in diese 
Lehre gehörenden Problem ausgehen, welches,.dann eine möglichst 
leichte und unmittelbare Anwendung des von uns nachher genau 
anzugebenden allgemeinen Princips gestattet, auf das eigentlich 
die Auflösung aller solcher Aufgaben der Variationsrechnung zu 
gründen ist. Wir werden hier von der folgenden Aufgabe unseren 
Auslauf‘ nehmen: 


# 


Aufgabe. 


Wenn zwei Punkte im Raume und eine beliebige 
Fläche gegeben sind: auf dieser Fläche einen Punkt 
zu finden, welcher von den beiden gegebenen Punk- 
ten gleich weit entfernt ist und ausserdem eine solche 
Lage hat, dass die Summe seiner Entfernungen von 
den beiden gegebenen Punkten kleiner ist als die 
Summe der Entfernungen jedes anderen Punktes auf 
der Fläche von den beiden gegebenen Punkten, wel- 
cher von diesen beiden Punktengleich weit entfernt ist. 


Theil XXI. 5 


" Al 
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Athen: 


In Bezug auf ein er: rechtwinkliges Coordinatensystem 
seien a, d, c und a,, bi, €, die ee der B12 L0, ‚gege- 
benen Punkte im Raume, und 


1) fe, y)—=l 


sei die Gleichung der gegebenen Fläche. Die Coordinaten des 
gesuchten Punktes wollen wir der Einfachheit wegen durch x, y, z 
selbst bezeichnen. Dann sind bekanntlich 


NGERTGRTER und N FT 


die Entfernungen des gesuchten Punktes (xyz) von: den beiden ge- 
gebenen Punkten (abe) und' (a,)d,c,); und: da nun der gesuchte 
Punkt auf der gegebenen Fläche liegen und von den beiden gege- 
henen Punkten gleich weit entfernt sein soll, so erhalten wir 
zwischen den Coordinaten x, %,z die zwei folgenden Bedingungs- 
gleichungen: 


uf, WIE 
va? +y-5°4 GC? = NV (@—a,)2+ (y—bı)?+ @-G)°; 
oder 4 
u=fl&,y2) =0 
— a)? +(y—-6’+@—e?=(2— a)? + (y—5,)?+ (@— c1)2; 
oder Me 
u = fa), 
a? +5? +c?— (a) +5, °+c,2) —Xa—a, )2— 2(b—b1)y— Uc—e,)2—0. 


Wegen dieser beiden Bedingungsgleichungen ist nur die ein e 
der drei veränderlichen Grössen x, y, z, etwa die Grösse z, un- 
abhängig variabel, und die beiden anderen, y und z, sind als 
Functionen dieser Grösse, nämlich der Grösse x, aufzufassen. 


‘Ferner geben uns die Bedingungen der Aufgabe die folgende 
Gleichung: 


Vla-a)+(y-d+@—e PN GEF Pe Min., 


d.h. wegen. der zweiten‘ der beiden vorhergehenden Bedingungs- 
gleichungen:: BR 


VG Nr Min, \ 
oder, was. offenbar Dasselbe ist: 


ine =; zes 6 EEE its une ei Mer. Er We EEE ELLE 1. EEE. ee A er <a E 
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N (@—0)2+ (y—b)?+G@—e)?—=Min,, 


welches nach den Regeln der Differentialrechnung auf der Stelle 


zu der Bedingungsgleichung: 


Ö ö 
an ld Fra er 
Vaart re 


2 


. also zu der Bedingungsgleichung 


6) Ö 
z-a+y-b). +. -05,—=0 


führt. 
Die beiden ersten Bedingungsgleichungen führen nun, indem 


d2’ Oi) 0x 
natürlich partielle Differentialquotienten bezeichnen *), unmittelbar 
zu den beiden folgenden Gleichungen: 


”) Man hat in neuester Zeit hin und wieder angefangen und in Vor- 
schlag gebracht, gewöhnliche Differentiale durch d, partielle Differen- 
tiale durch 0 zu bezeichnen. Vor einem solchen Usus ist aber nach 
unserer Ueberzeugung zu warnen, weil wir diese Bezeichnung weder 
fürı bequem, noch für nöthig halten können, und zwar aus folgenden 
Gründen. Zuvörderst bei Differentialquotienten ist die vorge- 
schlagene Unterscheidung ganz unnütz und völlig überflüssig, weil hier 
die Grösse, nach welcher differentiirt werden soll, schon unter dem 
Strich steht, und bei Functionen mehrerer Variabeln es sich ein für alle 
Mal schon ganz von selbst versteht, dass der Differentialquotient nur 
ein partieller sein kann. Ist % eine Function nur von £, so ist we 


der gewöhnliche Differentialquotient von 4 nach 2; ist % von mehreren 


ou 
Variabeln abhängig, so kann Ep nur der partielle Differentialquotient von 


; du 
u nach Z sein; wozu soll es also helfen, im ersten Falle —- , im zwei- 


dx 

ten Falle Ep zu Achr ei oR.nE EEE ‚Differenti alen ferner, wo eine 
unterscheidende Bezeichnung gerade besonders wünschenswerth sein 
dürfte, sagt weder 0% noch du aus, nach welcher Variabeln die Func- 
tion mehrerer veränderlichen Grössen % differentiirt werden soll, so dass 
man also in diesem Falle doch, wie z. B. Cauchy thut, wenn % etwa 
nach 2 differentiirt werden soll, 02% oder meinetwegen auch dı% schrei- 
ben muss. Die Gleichung 


5% 
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6) 6) 
aa +6), + (c— co), =0, 


u — du + 9yu + %u+.... 


drückt z. B. ganz bestimmt den Satz aus, dass das vollständige Diffe- 
rential 0% von & der Summe aller partiellen Differentiale von % gleich 
ist; was soll denn aber 


ou = O9u+o9u+9u-+ ...., 
oder, ich weiss nicht, vielleicht 
du = 9&u +0u +0u +... 


heissen?? Bedient man sich im vorliegenden Falle der Differential- 
quotienten, so ist wieder 


ou ou ou 
u = 0% Wat 01 Mt: 02 ei 

0X 7 oy y+ 02 je 
ganz bestimmt und unzweideutig und alles Uebrige ist unnütz. wenn 
man nicht etwa, um, wie, um consequent zu verfahren, Cauchy thut, 


RN® Oru Oyu zu E 
N ou = 0x 40% +7, kt. 


schreiben will. Es scheint daher nach wie vor das Beste zu sein, das 
sogenannte geschwungene öÖ durchgreifend als allgemeines Diffe- 
rentialzeichen zu benutzen, wobei man noch den Vortheil gewinnt, 
dass man sich Ö zu anderem Gebrauch. als Bezeichnung einer Grösse, 
reservirt; vor der in Rede stehenden Neuerung ist daher nochmals zu 
warnen, so sehr auch eine möglichst einfache unterscheidende Bezeich- 
nung gewöhnlicher und partieller Differentiale als wünschenswerth er- 
scheinen muss. Bis jetzt ist immer 02% für das partielle Differential 
nach 7 und > für den partiellen Differentialquotienten nach z das 
Beste, wenn man sich nicht mit dem, was wir oben angegeben haben, 
begnügen will, was aber, nach unserer Ueberzengung, in der That auch 
vollkommen ausreicht. . Auch dürfte es gar nicht so leicht sein, sich, 
wenn man schneil rechnet, immer zu erinnern, wenn man .d und wenn 
man © schreiben soll, und bei’m mündlichen Vortrage ist diese Bezeich- 
nungsart vollends unbequem. Wir haben vorstehende Bemerkungen bei 
dieser Gelegenheit nicht unterdrücken wollen, weil uns die Sache nicht 
ohne Wichtigkeit zu sein scheint, lassen übrigens Jedem gerne seine 
Weise, wenn es freilich auch der Wissenschaft wenig f-ommen kann, 
wenn Jeder berufen zu sein glaubt, neue Bezeichnungen einzuführen, 
die doch, wie die Erfahrung genugsam lehrt, meistens keine allgemei- 
nere Annahme finden. 


- 
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du , du dy , du 0x 
TEE 


so Zahn man jetzt die drei Kay Gleichungen: 
ar) 44 e- 0): 0, 


eye 2 +(e am =, 
ou , du Oy | du 02 
de ty dr 02 02 


hat, aus denen sich die Differentialquotienten 


vollständig eliminiren lassen. Man erhält nämlich aus den beiden 
ersten . sogleich: 
2,105) (2 —a)—(a—aı) (— €) 
—(b—b,) @—ec) — (e—c1)(y— —b)’ 
e _ la—-a)y-)- bb) a, 
20-0) (ce) —(e-a)(y—b)’ 
und führt man dies in die dritte der drei obigen Gleichungen ein, 
so erhält man die Gleichung: 


ö 
bu) y iz, 


ö 
+e—c) @—d)— @—m)E-Ny, )=0. 


Ha-a)y-d-0-Waeeaz 


Also hat man jetzt zur Bestimmung von 2, %, ? die drei fol- 
genden Gleichungen: | 
2) 
u=f(z; Y; 0, 
a2+624 ce? — (a, 2+b12+612) —2a—aı)x —2(b—b,)y — 1c—c)2=0, 
ou \ 
I6-6,)@-o)—(e-c)(y—d)} 5, 
# | 
ou 
+) a )—(a- a) iz, 6 


Haza)y-)-b-)a-aiy 
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Die zweite dieser drei Gleichungen kann'man auch auf eine der 
beiden folgenden Arten: Ä 


(aa) + dd)? He —a)® ) 
+2(a— a,) (x — a) +2(6— b,)(y—b)+2(e - 1) —e)=0 
oder | 
(a4)? +6 5,)% +4)? 
— 2(a— a) (2—4)— 2(6—b,) (y—-b1)— 2(c—6,) (—1,)=0 


schreiben. 


Dass man sich die beiden gegebenen Punkte (abe) und (a,dyc,) 
auch auf der gegebenen Fläche selbst angenommen denken kann, 
versteht sich von selbst, und wird hier nur deshalb noch beson- 
ders hervorgehoben, weil gerade dieser Fall für unsern Haupt- 
zweck in dieser Abhandlung, nämlich die Entwickelung der. Glei- 
chungen der kürzesten Linie, von Wichtigkeit ist. _ 


In den drei Gleichungen 2) ist die Auflösung unserer Auf- 
gabe enthalten, und wir werden nachher ein Paar specielle Fälle 
ausführlicher betrachten, indem wir zuvor noch auf das Resultat 
der im folgenden Paragraphen angestellten Betrachtungen beson- 
ders aufmerksam machen, weil dasselbe für den eigentlichen 
Zweck, welchen wir in dieser Abhandlung zu -ereichen beabsich- 
tigen, von der grössten Wichtigkeit ist. 


Me $ 3. 


Durch die drei Punkte (abc), (a,d,c,) und (zyz) wollen wir 
uns eine Eböne gelegt denken, ‘deren Gleichung, wenn t, 9, 3 die 
laufenden Coordinaten bezeichnen, . 1 


Ar + By+C5+D=0 


sein mag. Da diese Ebene durch die drei Punkte (abe), (abc), 
(zyz) gehen soll, so haben wir die drei folgenden Gleichungen : 


Aa+Bb +Ce+D=0, 

Aa, + Bb, +Ca+D=0, 

Ac+By+CG+D=0; 
aus denen sich leicht 


A (b—b,)2—0)— (ec) (y—b) 


Ca —a)y—8)—(b—b)@- a)’ 
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B _. (e—c)(e =) — (a 4) 270) 


CT (a a)(y—b) —(b= b1) (@—«) 
ergiebf, so dass wir, wenn / einen gewissen Factor bezeichnet, 
berechtigt sind, 
A=f!d—b)E-)—-(e—c)(y—-d)}; 
B=fiie—ca)(@—a)—(a—a)@—e)); 
C=fhYa—-a)y—-5)- b-b)@—a)) 


zu setzen. Nun ist bekanntlich 
ou ou ou 
5, e-d)+ 99) +7 G—:)=0 


die Gleichung der Berührungsebene der durch die Gleichung u=0 

gegebenen Fläche in dem Punkte (wy2), und nach der dritten der 
Gleichungen 2) ist: | 

ou 

Kb—6,) @— 6) — (ec) (y—Ö)};, 


| d 
Heat; 


| He 
+(a— a) (y—5) - b-b)(@-a)} 5, 


also nach dem Vorhergehenden: 


A du.B du, C du 
Warten 


folglich 


woraus sich nach den Lehren der analytischen Geometrie er- 
giebt, dass die beiden durch die Gleichungen | 
A:+By+G+D-=0, 
a 
0x 
charakterisirten Ebenen auf einander senkrecht stehen. Dies führt 
unmittelbar zu dem folgenden 


d 0 
@-2)+ 2, 0-w +09 =0 


Satz. 


| Die durch die beiden in der Aufgabe des vorher- 
gehenden Paragraphen gegebenen Punkte (abc) und 


ze 


Er 
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% 


(a)dıcı) und den in dieser Aufgabe gesuchten Punkt 
(zyz) gehende Ebene steht auf der die gegebene, durch 
die Gleichung u=/(z, y, :) charakterisirte Fläche in 
dem Punkte (zyz) berührenden Ebene jederzeit senk- 
recht. 


Von diesem Sätze wird nachher eine sehr wichtige Anwen- 
dung gemacht werden. 


$.4. 


Um nun die Aufgabe in $. 2. auf ein Paar specielle Fälle 
anzuwenden, sei zuvörderst die gegebene Fläche ein durch die 


Gleichung 
SROOE. 


charakterisirtes Ellipsoid; so ist 
PEN 2 Gen 
DEREOrORoE 


ou 22 9u 2: du % 


De Ta Te 


also 


Folglich ist in diesem Falle die dritte der Gleichungen 2): 


0-6) E-)—- (ea) (y—d) 
+llce—c,) (© — a) — (a — a) Ger —=0, 


+!a-a)(y-)—-b—b)@- @)}. 


oder, wie man leicht findet: 


0= (be —ch) Bars 
+ (ca — acı) 5a 


+ (ab, > ba,) = 


4 
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He (ap) 
+(b—b,) (- 5) zu 


He (2-8) 


Also müssen x, y, z aus den drei folgenden Gleichungen be- 
stimmt werden: 


N 

| ) +6) +) = 

a2+62402-— (a, 245, 240,2) —Ma—a,)2e—Ub-b1)y—-Uc—c1)2=0,; 
(bei—cb}) = + (ca, —acı) 5 + (ad, —ba;) e | 


7 
| +@-0) (9-2): | 


1 SR Di 
+08) (2 -2)8 


—(. 


+00) (3-5) 2% 


Die allgemeine Auflösung dieser Gleichungen ist etwas weit- 
läufig, weshalb wir jetzt bloss den Fall einer Kugel betrachten 
wollen, in welchem &=ß=y=r ist, und die drei aufzulösenden 
Gleichungen also 


44 2—=r2, 
a2+b2+02—(a,245,24 cı2) — 2a—a, Je — 2(b—b,)y —2(c—G) :—0, 
(ba —ch)z+(lem—ac)ytlah—ba)z=0 
sind. Weil es uns aber bloss auf ein Rechnungsexempel ankommt, 
so wollen wir der Einfachheit wegen noch annehmen, dass die 


beiden gegebenen Punkte (abc) und (a,5,c1) auf der Oberfläche 
der gegebenen Kugel liegen. Dann ist offenbar 


| 2462? +®=a?+b?°+ca?=r. 

und die drei aufzulösenden Gleichungen sind daher: 
24 24212, 

| («-a)2+6—b)y+ (e—c)2=0, 
(be, — ch) 2 + (ca, — acı)y + (ab; —ba,)z=U. 


23 
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Mit der Auflösung dieser ‘drei Gleichungen wollen wir uns 
jetzt beschäftigen. 


Aus den beiden letzten Gleichungen folgt: 

(a— a,)(ab) —ba,)— (e— c1) (dei oa) 
(e—c,)(ca, — acı) —(6—b,) (ab; — ba)” 
Er (en —b,)(bc — eb), (a— a) (ca, Rt 
 (e— c,) (ca, —acı)— (6 — 5b) (ab, — bay) 


Führen wir nun diese Ausdrücke in die erste Gleichung ein 
und bemerken, dass, wie man leicht findet, wenn der Kürze wegen 


> 


e=N(a— u)? + (b— b,)? + (FG)? 


gesetzt wird, wo e die Entfernung der beiden gegebenen‘ Punkte 
von einander bezeichnet, 


t(a—a,) (ab; — ba) —(e — c,) (bei eb)” 
+1( —5,) (bey —eb,)— (a —a,) (ca, —acı))? 
+ile— cı) (ca; — acı)—(b—b,) (ab, — ba,))? 
= e?} (ab, —ba,)? + (dei —ecb1)? + (ca; —acı)?} 
— !(a—a,) (bc, —ch,) + (bb) (ca, —acı) + (c—cı) (ab, —baı)), 
also, weil sich leicht 
(a—ay) (de;—ecbh,) + 1 beitrag HH (een Fall rel) 
ergiebt, | 
(a — a,) (ad; —ba,)— (ce — c,) (ber —chy))? 
+1 —b,) (ber — chı) —(a— nm) (ea — ac)” 
+t(e.0,)(ea,; —-acı)—(b — dad, da)? 
‚ =e?}(ab, —ba,)? +(dc, — cb1)?+ (ca, —acı)?} 


ist; so erhalten wir für z, y, z ohne Schwierigkeit in folgenden 
Bu aa". in denen die oberen und unteren Zeichen sich auf 
einander beziehen: 


1 _(e—01) (em —acı) — (b—b1)Cadı dm) _ 


Tr 
TEN ab, —ba)'} (bei —cbı)? + (em—acı)? ©” 
MER (a—a,) (ad, —ba,) — (e—e)(be,—ecbi) | Are 
"TI N (abi —ba)24 (bay — c61)24 (ca, —acı)? © 
RR (db, I(bc, ehr) — (aa) (em—acı) _ Er 


Y (ab) —ba)?+ (da — ch)? 4-(cay ac e 
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Aus den beiden Gleichungen 
2 +P4+2=12, 
(a—a,)2 +(—b,)y+ (ec) :—=0 
erhält man durch Differentiation: 
ar vr be st A = 0, 
aa, ++ et 


und 


(y\? 022 
re + (2 ) trat ran e 
BEI +) 0. 


Aus den beiden ersten Gleichungen folgt: 
Da: © (e— 11)2— (a —)z 
dx b—b)z —(c— c)y 
& _ (a-a)y4(b— bl. 
0a b—b)z — (c—c)y' 


und aus den zwei letzten Gleichungen erhält man; 


| IN mol ee 4(E) +(% 1) | !ä 


BT Gh 

di oy\? Bee 
m 6) + | 
da (b b)2a—(e—c)y =: 


Die Erösse, welche ein Minimum werden sofl, ist bekannt- 
lich, wenn wir dieselbe durch 2 bezeichnen: 


BE RA=- Na -PrY—ra-c% 
woraus sich durch Differentiation ergiebt: 
0) 0) 
98 2 —a+(y-b)2.+@—0)5, 
= Naar + Were 


und hieraus ferner, wenn man der Kürze wegen 
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= Nez rg reP 4) +2) HU Ware 


12-4 y-) 3 46-0) :, N GSP HeEeR 


setzt: 
rn ea 
92?" (aa + (y-DEHE-c® 
Wegen der Gleichung 


02 
32 =»: 


d. i. wegen der Gleichung 
ar a = _ 
022 


hängt nun das Zeichen von U, und folglich auch von 3,8 bloss von dem Zeichen der Grösse 


oy\? 2 
14 (2 + +y- 4) 
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ab, und dieses ist daher nur zu ermitteln. Nach dem Vorher- 
gehenden ist aber 


J2 52 
st @-0) 0a 


Be - -b)-b-b)@=e), 
Y; (b— b))z— (e—cı)y 14 (2) 2. an 


bc 
EN ka ea! +3) N 


also 


1+(; Aw ( 2) +u- Ir 2: 


Ser kn Kae RR 1 2) =) 
— E-u2—(e- c)y b1)z — (ce — cı)y + 4% 
so dass es folglich nur auf das Zeichen von 


be, — ch, 
6-52 —(—c)y 


ankommt. Nach dem Obigen ist aber, wie man mit Rücksicht 
auf die schon vorher angewandte Relation 


(a—a,) (be -—cb,) + (b—b1) (ca —acı)t+(c—Cı) (ab) —ba,) =0 
leicht findet: 
(b—b)2—(e— cı)Yy 
ur !(a—a;)?+(b—5,)?+(c—cı)?} (ba—chı). r 
NV (ab —ba,)2+ (be, —cb)> + em —acı)? © 


also 
(b — b1)2z— (ce — Cı)Y 
le: N (ab, —ba, )>+bei—cb1)?+ (ca —acı)?, 
Wer“ er 
Daher ist 


bc, — ch, 


(b—b,)z— (c—cı )y 


positiv oder negativ, jenachdem man in den obigen Ausdrücken 
von &, %, z die oberen oder unteren Zeichen nimmt; und es fin- 
det also für die oberen Zeichen ein Mivpimum, für die unteren 
dagegen ein Maximum Statt. | 


0232 
‚ und folglich auch 22°’ 
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" Bezeichnet‘man das Dreieck; dessen Spitzen die Punkte‘ (abe), 
(a,)ö,c,) und der Mittelpunkt der Kugel sind, dureh: 4; so ist: be- 
kanntlich 


24 =N (ab, —ba,)2 + (be, — ch)? +(ca, — acı)2, 
also 


iR (e—c,) (ca, ne ar (ab, da) r 
Bin, A 


I, (aaa) (ab, —ba,)—(c—c,) (be eb) r 
re 24 e’ 


8 
“ 


0 —b,) (be, —ch,) Bahr: tal wa rn 


Nun ist aber, wie man leicht findet: 

(c—e,) (ca, —acı) — (b—b,) (ab, —ba;) 
= a(bj)?+c,2) +a, (b?+c?) —a(bb,-+ec,)— a, (bb, +cc,) | 
=a(a)?+b,°+c,?)+a (a’+b°-4+c?)-a(aa; +bb, +ec,)-a, (aa, +bb, +ec,) 
—=(a-+ a,) (r?— aa, — bb, —ce,), 


und folglich 
r (r? — aa, —bb, — cc,) 


sta)" a 
r(r? — aa, — bb, — cc 

y=4+(b+b,) \ Dr ! zf 
r(r?— aa, — bb, — cc 

2—=4+(c+c,) ” ur 1 a) 


Nimmt man die durch den Mittelpunkt der Kugel und die bei- 
den gegebenen Punkte (abc)-und (a,6,c,) bestimmte Ebene als 


Ebene der xy an, ferner den auf der die beiden gegebenen Punkte 


mit einander verbindenden Sehne der Kugel senkrecht stehenden 
Durchmesser derselben als Axe der x; so ist oflenbar 


a= 4; b+5,=0, v=u ou 
also nach dem Obigen: 


r(r?— 0° 69 
Page > y—=0, ı—=0; 


und folglich, weil offenbar 


r2— 02453 
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ist: \ 
Irab? | 
re y=0, 0. 
Aber, wenn man, was oflenbar verstattet ist, a positiv annimmt, 
A—=yea; also 3 


4rb? ’ 
aa a y=0, 0; 


folglich, weil offenbar e®=45? ist: 
en ER IF 


Dieses leicht vorauszusehende einfache Resultat wird man 
ohne Schwierigkeit geometrisch zu deuten verstehen; hier hatten 
wir nur die Absielt, ein möglichst einfaches Beispiel für die An- 
wendung unserer allgemeinen Formeln zu geben. 


8.18. 


Bevor wir zu der Entwickelung der Gleichungen der kürze- 
sten Linie übergehen, wollen wir zuvor noch die Gleichung der 
sogenannten, Osculations-Ebene ‚einer Curve, von. doppelter 
Krümmung entwickeln, weil diese Ehkene weniger bekannt ist 
und auch die Entwickelung ihrer Gleichung, wie mir scheint, 
nicht immer mit der nöthigen Strenge und Evidenz gegeben wird. 


Es seien also 
y=f(2), z=y(2) 


die Gleichungen einer. Curve von doppelter Krümmung oder über- 
haupt einer beliebigen Curve im Raume. Lässt man, wenn von 
jetzt an ©, y, z die Coordinaten irgend eines bestimmten Punk- 
tes dieser Curve bezeichnen, x sich um 4x ändern, so mögen 
wie gewöhnlich 4y und Az die dadurch herbeigeführten Aende- 
rungen von y und z sein; lässt man,aber z sich um —Ix än- 
dern, so mögen die dadurch herbeigeführten Aenderungen von y 
und z durch //y und 4,z bezeichnet werden. Die Gleichung der 
durch die drei: Punkte 


(2, % 2) 
(+42, y+Jfy, z+ 12), 
(2 —Ax, y+ Ay, z+4,2) 


gelegten Ebene sei 
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Au+Bv+Cu+D=0, 


wenn jetzt die laufenden Coordinaten durch z, v, w bezeichnet 
werden; so haben wir zur Bestimmung von A, B, C, D die 
Gleichungen: | 


Az+ By+0Cz:-+D=V0, 
A(@ +42) + B(y+Iy)+C@+4) + D=0, 
Al@—42) + B(y+ 4y)t C++ D=0. 
Hieraus erhält man durch Subtraction: 
AAxz+ Bdy+CA=0, 
— A12 + B41,y+ Cd: =0; 
also durch Addition: | 
B(Ay+ Ay) +C(4z+ 4 2)=V0. 
Setzen wir nun 
B=u(4z+ 4,2), 
so ist 
C=— u(dy+Aıy); 
und führt man diese Werthe von B und € in die Gleichung 
AAxz+B4Ay+CAz=0V 
ein, so erhält man: | 


Aydız — ArAıy 
u _ _—-, 


dm Az 


Als Gleichung der gesuchten Ebene ergiebt sich aber aus den 
Gleichungen 
Au+ B+Cwv+D=0, 
Az +By+C:+D=0 
durch Subtraction die Gleichung 
Alıı —-2)+Be—Yy)+Cw—-2)=0, 
und diese Gleichung ist daher nach dem Vorhergehenden: 


Aydz— A: 41y \ 
a (u--7) 


+(4z +42) (—,Y) | ZN 
— (Ay +Lıy)(w—2) 
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oder 


Ay Az A Ay 
Ax' dx 772) a) 


4 £ | 
BL E)e-y) 7 =0. 


tr) (w—2) 


w 


Da man nun unter der Osculations-Ebene der gegebenen 
Curve in dem Punkte (zyz) die Ebene versteht, deren Lage durch 
zwei in dem Punkte (xyz) zusammenstossende Elemente der Curve 
oder durch den Punkt (=yz) und zwei andere unendlich nahe bei 


demselben liegende Punkte der Curve bestimmt wird, 


so erhält 


man die Gleichung der Osculations-Ebene, wenn man in vorste- 
hender Gleichung 4x sich der Null nähern lässt und zu der Gränz- 
gleichung übergeht. Zu diesem Ende ist nach dem Taylor- 
schen Lehrsatze, wenn go, 9 und o,, 6, positive, die Einheit nicht 


 übersteisende Grössen bezeichnen: 
Ay=f(2).Ie +3f"(c+o4fz). 12°, 
Az —=y'(z).AcH+!p”(2 + 61x). Ax2 


und 
Ay=—f(a). Ic +3f"(c— 0,22). 42%, 
Az =— 9’) .12430"(2—9,12).42?; 
also 
= ‚ w 
Fr f(@) +:f"(z+oda). Az, 
Az “u 
Er = o'(2) +tp (a +0Az). Ax 
und 
\ A d 
= = f'(@) 4 3f"(a— 42). 
4dız / N 
HE =—9 (2) +39 (942). Az. 
Daher ist 
4ıY n A Me 44 A 
Ya (2+e z)+ fa -afr)i Ir; 
— + ar — =31p’(c +02) Hy" 9d2))Az 


Theil XXI. 
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und, wie man leicht findet: " 


u I 


Az" dx dx de 
1 P@)_" @+ 642) 4 9"(@—642)) 
FL gla) (far 942) 4 f" (9142) 


14 f”(c+0 42). 9" (0,42) — f"(&— 9,412) 9” (c+042)} 42°; 
also 


1 Ar 4A > 74 1 
(+ )=/"@ red) +1" @— a), 
1 dA A 74 1/4 
E+ FE) = ip"e 4 640)49°(@- mA), 


LER ad EEE 
Az\4z' dx JIx' Aa 
Bi | f (2) (9" (+ 042) + p" (a0, 42)) | 
— ga) (fa re te) + Fa g4)) 
Hf" (+ 042). — 9,42) —f" (© sr 942) .9"(2+642))Ax. 


Geht man nun, indem Zx sich der Null nähert, zu den Gränzen 
über, so erhält man: 


1 En 1% „ 
Lim 7, 2+2)= f® )= 55. 


1'722, 2% 


.. A re 
Me BARTH Ax —» (@) = 553° 


Lim: r Ay dız _ Az Ay 


Az dx Ax 23x | 
" f E oy dx 92 
= f'(2).p"(x) —Y(z).f („)=3 EN ie. 


x 022. 92 922’ 


und weil man nun die obige Gleichung unserer Ebene auch auf 
folgende Art schreiben kann: 


1 Ay dız Az Ay 
Ax\4x ER Be 52) 2) 


Er) 0—-YJ) (= 


Bi 
Ya +2 22) w-2 


ET O34| 
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fd » 


so ist die Gränzgleichung, d. i. die une der Osculations- 
Ebene nach dem Vorhergehenden: 


IR). PR) - 9/2). f’l@) u — x) 
— o"(2).(@—y) | =0 
+/"(@) .(w— 2) 


oder . 


dy 0% 02 02 027 0? 
ba er de as) Day) 


Denkt man sich x, 5, z sämmtlich von einer gewissen ver 
änderlichen Grösse ® abhängig, so ist 


Oy _Oy 0x oy __Oy „0x 
da "du "m" aM ne 
ferner 
02y 02y __Oy 02x ( 0% 
da? "dr da m 2 
A 1 Ey. 
92 "002 " 9x2’ \0w 
also 


NY 04 0m 02 0y '0y Gr 


———e 


02y, 002 dr du2 du'dw2. dm 0w?, 


002 lien 0x m 
| 00 ) 
und ganz eben so: 
& _ d ‚da 
oz dm dw’ 
02 0 & Or 
02 __ dw dw? Ö do 002 
022 En 
en) 
Folglich ist, wie man leicht findet: 


| Yy Or 0 0%y 
Oy 0% 0 02% PRREREPT STH 5 


dx dar dr’ ia 0x E 2 
und daher die Gleichung der Osculations- Ebene: 
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Oy 02 © 0% 


dd De 
25 028) (0 \ ON Ar Y 
+ (ge 203 0 "002) 


024 0y,,022 
+ (a dw? Sen, 


oder auch der Kürze wegen, wenn man sich nur immer X, %, 2 
sämmtlich als von einer gewiesen veränderlichen Grösse abhängig 
denkt: 


(09 0°z — 0202) (u — 2) 
3) + (92022 — 820%) —y) [= 
+ (0.20%, — Iy0?x) (w—:) 


$. 6. 


Wir wollen jetzt zu der Entwickelung der Gleichungen der 
kürzesten Linie, als dem Hauptgegenstande dieser Abhandlung, 
übergehen. Diese Entwickelung ist, wie in ähnlicher Weise bei 
allen ähnlichen eigentlich in das Gebiet der Variationsrechnung -» 
gehörenden Aufgaben, auf das folgende Princip zu gründen: 


Wenn zwischen zwei auf einer beliebigen Fläche 
liegenden Punkten auf dieser Fläche die kürzeste 
Linie gezogen ist, so ist auch jeder Theil dieser 
Linie die kürzeste Linie zwischen seinen beiden End- 
punkten auf der Fläche. 


Denn wäre dieser Theil nicht die kürzeste Linie zwischen 
seinen Endpunkten, so würde sich zwischen diesen Endpunkten 
auf der Fläche eine kürzere Linie als dieser Theil ziehen lassen, 
welcher zusammen mit den übrigen Theilen der kürzesten Linie 
zwischen den beiden gegebenen Punkten auf der Fläche eine 
Linie darstellen würde, welche ebenfalls zwischen den beiden ge- 
gebenen Punkten läge und offenbar kürzer wäre als die kürzeste 
Linie zwischen diesen beiden Punkten, was ungereimt ist. 

Denken wir uns nun zwei in dem beliebigen Punkte (xyz) 
der zwischen zwei Punkten auf der durch die Gleichung 


4) 2=F(z,y; 2)—0 


charakterisirten Fläche gezogenen Kürzesten zusammenstossende, 


ı RE 


i 
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einander gleiche unendlich kleine, und daher als geradlinig zu be. 
trachtende Elemente dieser Kürzesten, so muss nach dem obigen 
Princip die Summe dieser beiden Elemente zwischen ihren beiden 
äussersten Endpunkten die Kürzeste auf der Fläche sein, woraus 
sich nach dem in $. 3. bewiesenen Satze ganz unmittelbar und 
auf der Stelle ergiebt, dass die durch die beiden in Rede 
stehenden, in dem Punkte (22) zusammenstossenden Elemente 
unserer Kürzesten bestimmte Ebene auf der Berührungs - Ebene 
der durch die obige Gleichung charakterisirten Fläche in dem 
Punkte (xyz) senkrecht stehen muss. Erinnern wir uns jetzt aber 
ferner aus $. 5., dass man die durch die beiden in dem Punkte 
(xyz) zusammenstossenden Elemente bestimmte Ebene die Oscu- 
lations-Ebene unserer Kürzesten in dem Punkte (xyz) nennt; so 
ist klar, dass man zur Aufstellung des folgenden Satzes berech- 
tigt ist: 

Die kürzeste Linie auf einer Fläche zwischen zwei 
Punkten wird durch die Eigenschaft charakterisirt, 
dass in jedem ihrer Punkte ihre Osculations-Ebene 
auf der Berührungs-Ebene der Fläche in diesem Punkte 
senkrecht steht. 

Mittelst dieses Satzes ist es leicht, die Gleichungen der Kür- 
zesten zu finden. Denn zuvörderst ist die Gleichung der Berüh- 


.rungs-Ebene der durch die obige Gleichung charakterisirten Fläche 


in dem Punkte (xyz) nach den Lehren der analytischen Geome- 
trie bekanntlich: 


82 98 2 
ga ut, EN zw) =. 


Ferner ist nach $.5. 3) die Gleichung der Osculations-Ebene 


der Kürzesten in dem Punkte (zyz): 
(0y622— 8:02y) (u— 2) 
+ (920°2 — 820%) w—y) ( =. 
+ (020° — 9y0°x) (w—:) 


Da nun nach dem Obigen diese beiden Ebenen auf einander 
senkrecht stehen müssen, so erhalten wir nach den Lehren der 
analytischen Geometrie die Gleichung: 


= (0 0°2 — 020?) 


+, Gar) | = 


4 (Oriry ya) 


SR, 
L 


Me 56 


oder auch: 
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Also sind die Gleichungen der Kürzesten: 


5) 
2 = YUnzlmll 


0 (&y 02z — 0202) 
or 
+ 7 (02022 — 0x 0%) | = 


er 
+ 2 (020°y — yo?) | 


= 


08 = 


Rr 2 (ay 022 —0202y) 
es mic 022 — 020%) ! —0. 


FR Fr ar y— yo) 


Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen a » so erhält 


man die Gleichung: 


2 
Di — @y6?z— 8:0°y) 02 — (020%, —0y 0°x) 0x} 
ER j ge 
Tan (0x2 0°, —- Iy 022) dy — (020% — 020%) 02) 
oder | | 
02 N are 
a, t0y (0.2 02x + 020%) — (0.22 + 022) 92} 
02 ! | an 
TR 102 (0y 024 + 82022) — (0y? + 02?) 022} 
oder 


> t9y (02022 + 9y02y + 020%) — (0:22 -H Oy2+ 022) 0%y} 


—=(. 


2 | 
_ I, 102 (02 0°: + 0 02y + 02022) — (0.224942 + 022) 02x} 


# 
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Aber 
0? = 02? + 9y? + 02°; 
05 02: = 02022 +0y0?y + 02 0°; 


also, wie man sogleich findet: 
08 Q 
dr (dy0?s — 0s 2) oz - (0025 — 050?) —U- 


Auf diese Weise erhalten wir überhaupt die drei folgenden 
Gleichungen: 


7) 


2 
Re 
2 (0202: — 05 027) — = (dy 025 -- 850%) —0), 


- (0025 — 05022) — - (02025 — 050°) =. 


Betrachten wir aber Os als constant, was verstattet ist, setzen 
also 525 —=0, so werden diese Gleichungen: 


on x 08 %_g 
dd dr OT 

Aus der obigen geometrischen Eigenschaft der kürzesten Linie, 
welche der Entwickelung der vorstehenden Gleichungen derselben 
zur Grundlage gedient hat, dass nämlich in jedem Punkte der- 
selben die Berührungs- Ebene der Fläche, auf welcher sie gezo- 
gen ist, und die Oseulations-Ebene der Curve auf einander senk- 
“ recht stehen, geht unmittelbar Folgendes hervor: 


Wenn man sich die Kürzeste in Elemente getheilt 
denkt und jedes dieser Elemente überseinen Endpunkt 
hinaus verlängert, wobei man die Elemente in einer 
gewissen Ordnung zu nehmen.oder nach einer gewis- 
sen Richtung hin zu zählen hat, so ist die Projection 
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der Verlängerung eines jeden Elements auf der Fläche, 
auf welcher die Kürzeste gezogen a immer das nächst 
folgende Element der Curve. 


Hierin ist aber unmittelbar das Prineip ausgesprochen, nach 
welchem in der Geodäsie auf einer Fläche sogenannte geodätisch- 
gerade Linien gezogen werden, worüber wir das Weitere der ge- 
nannten Wissenschaft überlassen müssen *). Man pflegt daher 
die kürzeste Linie auch die geodätische Linie zu nennen zn 


6.7, 


Das Rotations-Ellipsoid, welches für die mäthematische Geo- 
graphie und Geodäsie von vorzüglicher Wichtigkeit ist, wollen 
wir jetzt einer besonderen Betrachtung unterwerfen. 


. . . % 
Die Gleichung desselben sei 


oder 


tgl 


- 


zu setzen, und folglich 


*) M. s. z. B. meine schon angeführte Sphäroidische Trigo- 
nometrie $. 1. und $. 2 


*#) A. a. O. habe ich aus der obigen Grundeigenschaft der geodä- 
tischen Linie ihre Gleichungen abgeleitet und dann mittelst der Varia- 
tionsrechnung gezeigt, dass diese Linie mit der Kürzesten einerlei ist, 
also eigentlich den umgekehrten Weg von dem im Obigen eingeschla- 
genen Wege verfolgt. Hier kam es mir darauf an, die Betrachtung von 
der Variationsrechnung ganz unabhängig zu Naslren und in das Gebiet 
der gewöhnlichen Differentialrechnung hinüberzuführen, Bemerken will 
ich hier noch gelegentlich, dass im Vorhergehenden immer bloss von 
der Kürzesten gesprochen worden ist, indem wohl auf der Stelle in 
die Augen springt, dass von einer längsten Linie ‘zwischen zwei Punk- 
ten auf einer Fläche oder von einem Maximum überhaupt gar a 
Rede sein kann. 
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ON 22 02. 


a 


also 


2.2 30 Pe 2 (‚U ‚®e) 
0x 052 0y 082 20 729 92) 


Daher haben wir nach dem vorhergehenden Paragraphen die 


Gleichung 


02 Mr. 
2a Yoga = 0 
oder 
02y , dx 0y Bro Ok. ; 
er eat: 
d. i 
oy Or 
0.2 ER 0. Ep 
0s DET 


also, wenn Ü eine Constante bezeichnet: 


o%y 0x 
10) ET ©. 


Bezeichnen wir, indem der positive Theil der Axe der & nach 
dem Anfangspunkte der Längen hin gerichtet angenommen wird, 
die Länge und reducirte Breite durch © und ©; so ist bekanntlich 


TZZAC0OSWCOS®, 


11) y=asinocos®, 
z—bsin®; 
also 
02 =— a(sinwcos000 + coswsin®00), 
dy= a(coswcosW0w —sin w sind 00), 
02 = bcos000; 
folglich | 
C08SW2C0SO2IW—SINWCOSWSINDCOSWOD 
ya ee 
+sin»2cos®29@ + sinwcoswsindcosWh00 
also 


\ 


12) 20y — ydz =ua? cos 0%. 
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Ferner ist 
02—=0r° + dy? + 07? 
RR sin 2 cos 92002 + cos »?sin 0” 00? | 
A + cos »2cos 8200? + sin @2 sin @290? 
+ b2 cos 8200? 
—.a? (cos 620? + sin 820992) + 5? cos 82002, 
also 


13) 0s?= a?cos 8290? + (a?sin 82 + b?cos 02) 00? 


Nach 10) ist 
zdy — yOx = 00s, 


also nach 12): 
14) a?cos 820» = Üos. 


Folglich ist nach 13): 
a® cos 82902 — C?|a?cos 029024 (a?sin 82+5?cos92)00?)}, 
woraus sich leicht 
a? » 
v2 i2 tango2? +1 


43% »Yliaadı tab Hrabereg 
(2605 81 


also 


NN 
b zztang 2 +1 
— 08 —— 1 1 
a a? Dr 
@3°050 —1ıs 


ergiebt, wenn man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenach- 
dem d® und 00 gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben, d.h. 
jenachdem » und © gleichzeitig zu- und abnehmen, oder wenn 
das eine zu- oder abnimmt, das andere respective ab- oder zunimmt. 


Nehmen wir jetzt die geodätische Linie nach derselben Rich- 
tung hin, nach welcher die Längen gezählt werden, und bezeich- 
nen das Azimuth durch 6, wo bekanntlich 0 nicht grösser als z, 
und nach der Seite, nach weleher die Längen gezählt werden, 
und nach der Seite des positiven Erdpols hin genommen wird; so 
ist, wobei Taf. II. Fig. 1. zu vergleichen, offenbar, jenachdem 
0<in oder 0> 3% ist: 
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ds. cos(in—H)=N 22 + 2.00 
oder ! 
5.005 (0 NR, 
also, weil 
cos(r —H)=cos(d— zT) . 
ist, allgemein 
cos (4%— 0). =N 2242.00, 
folglich allgemein: 
16) sin 09s—= Va2+y2. 0. 
Nun ist aber nach 11): 
224 Y? = a? (cos 02 + sin 02) cos = u? cos O2, 
also, weil 5, absolut genommen, nie 3” übersteigt: 
NV 2? + y2= ACc0oSs®, 
und folglich nach 16) allgemein: 
17) sin ds = acos OOo. 


Nach 14) und 17) hat man jetzt also die beiden folgenden 
Gleichungen: 


C9s = u? cos 8200, 
sin 00s==ac0sS 000; 


aus denen mittelst Division sich 
—— Z(1C0S0> , 
sin 9 
also 
18) acos®snd=C 
oder 
\ I t C 
19) cos@sind= a 


‘ ergiebt, in welcher Gleichung der für die sphäroidische Trigono- 
metrie und Geodäsie höchst wichtige Satz ausgesprochen ist, 
dass jede geodätische Linie auf einem Rotations-El- 
lipsoid die merkwürdige Eigenschaft hat, dass das 
Produet cos@sind eine constante Grösse ist. 


* 
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Weil ö, absolut genommen, nicht grösser als }r, und das 
stets positive 0 nicht grösser als x ist, so ergiebt sich aus der 
Gleichung 18), dass die Constante € stets positiv ist, was man 
im Folgenden immer zu beachten hat. 


Durch Differentiation ergiebt sich aus der Gleichung 19): 


— sin © sin 0906 + cos O8 cos 009 =, 


also 
20) cot409 = tang 800. 


Wir wollen nun 00,00, Os sämmtlich bloss durch 6 auszudrücken 


suchen. 
Aus der Gleichung 20) ergiebt sich zuvörderst: 


.cot® 
tang ® 


0 — 00. 


Nach 19) ist 


C? m c? 
cos82=— cosec 0°, sin@?=1—— cosec 0°; 
a a 
folglich 
02 
1— —- cosec 62 2 
Saul _nel Pole na A a ba 
tang "= ©: = sind —l; 
— cosec 0? 
a 


. also 


. Iang 5: Va ein ale 
indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem © 
positiv oder negativ ist. Also ist nach dem Obigen: 


2 1E0EE En 


2l) 05 =4 
Vanen 6 —1 


das obere oder untere Zeichen genommen, jenachdem & positiv 
oder negativ ist. | 


Ferner ist 


2 
a ei 
03 °08 0? —1 = cosec 9? — 1= cot #2 


und 
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a? fr a a2, a?—b? 
za tang ©? + 1 = BE ° Ga sin 0° 


2/02 —b?\  a?/a? 
= (Gasin ee =’) E7 e I 5 @—.®) ; 


wenn wir wie gewöhnlich 


Pr Wal? 
22) N er A 
setzen. Also ist nach 15) und 21), wie man leicht findet: 
2 2 
” 7, sin 0?—e? Pa cosec 4 
00? —= > rn 00 GG 002, 
75 sin 0° — 1 1 — 2 cosec 6? 


folglich 


Det -1, ee 
23) 09 —=-409 m 
72 eakekee 


wo eineBestimmung wegen desZeichens nachher gegeben werden wird. 


Endlich ist nach 17) und 18) 


acoso C 
05 =. sin 0 = 200 ä 
folglich nach 23): 
— 
1—e x cosec 6? 
24) Os 2 rap, 08 a ar 8 


sin 02 


1— a cosec 6? 


_ wo in den Formeln 23) und 24) die oberen und unteren Zeichen 


si 


sich auf einander beziehen. In den Formeln 23) und 24) ist nun 
noch eine Bestimmung wegen der Vorzeichen nöthig. 

Wegen der Gleich. 17) haben 00, Os gleiche Vorzeichen, was sich 
auch unter den oben gemachten Voraussetzungen von selbst versteht. 


Nach 20) ist 
00 =tang Atang 00. 


Ist nun zuerst 8<}r, so haben nach dieser Gleichung 09 und 96 
gleiche oder ungleiche Vorzeichen, jenachdem © positiv oder ne- 
gativ ist. Aus Taf. Il. Fig.1. erhellet aber auf der Stelle, dass 


‘in diesem Falle, wenn nämlich 0<}!r ist, do und Os mit 00 


Du 
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gleiches Vorzeichen haben. Also haben do und ds mit 09 gleiches 
oder ungleiches Vorzeichen, jenachdem © positiv oder negativ ist. 


Ist ferner 6> nr, so,haben wegen der obigen Gleichung 09 
und 00 ungleiche oder gleiche Vorzeichen, jenachdem © positiv 
oder negativ ist. Aus Taf. 11. Fig. 1. erhellet aber auf der Stelle, 
dass in diesem Falle, wenn nämlich OS” ist, 0» und ds mit 00 
ungleiches Vorzeichen haben. Also haben 0» und ds mit 06 glei- 
ches oder ungleiches Vorzeichen, jenachdem & positiv oder ne- 
gativ ist. 

Folglich haben allgemein 0» und ds mit 90 gleiches oder un- 
gleiches Vorzeichen, jenachdem © positiv oder negativ ist, und 
man muss also ofienbar in den Formeln 23) und 24) die oberen 
oder unteren Zeichen nehmen, jenachdem & positiv oder negativ ist. 

Nach 23), 21), 24) ist also, wenn man in allen Formeln die 
oberen oder unteren Zeichen nimmt, jenachdem © positiv oder 
negativ ist: 


25) 0o=-+t == —— 06, 
Ga 02 — 1 
u 
C 1— 2 Geosee 62 
| I nn a 


1— — cosee 0? 
a 


oder auch, wie leicht erhellet: 


2 
| 1-2 S cosee 02 
Hd) — — a, 
1— „z cosec 02 
25%) o—=H+t so aa FOREN = I-0B, 
.  .asin6? Vers 07, 

C 1-— 2 cosech® 

s=H sın®® 08. 


2 ' 
1— Yale 6? 
a 


wei Punkten auf einer beliebigen Fläche und etc. 95 


8. 


‚ Bezeichnen wir jetzt zwei zusammengehörende bestimmte 
_ Werthe von 6, © durch %, ®9; so haben wir nach 18) die Glei- 
chungen 


(=asin$, coß O0 C=asindcosd; 
aus denen sich die Gleichung 
26) sin ,c0os®, = sindecos® 
oder 
sin 6, sin (900°— 9,) = sin (180° — 9) sin (90"— 5), 
oder die Platten 
sin 9, : sin (180° — 6) = sin (90° — 9) : sin (90°—0,) 


ergiebt. Diese Proportion führt unmittelbar dazu, ein sphärisches 
Hülfsdreieck mit den Seiten 90%°—9,, 9200—5 und den Gegen- 
winkeln 180° 4, 9, anzunehmen, in welchem der dritte Winkel 
durch P und seine Gegenseite durch @ bezeichnet werden mag, 
wie durch Taf. II. Fig. 2. erläutert wird, wo nun P und & gewisse 
Hülfsgrössen sind, welche wir zur Vereinfachung der Formeln 
benutzen. 


In dem Hülfsdreieck ist nach den Lehren der sphärischen 
Trigonometrie: 


*) Es ist mir auffallend gewesen, dass der der Wissenschaft zu früh 
entrissene Gudermann in einer Abhandlung. die sich unter dem Titel: 
Fundamenta Trigonometriae sphaeroidicae exacta; impri- 
mis de lineis brevissimis, vulgo dietis geodaeticis, in 
superficie sphaeroidica in Crelle’s Journal. Thl. XLIM. S. 294. 
findet, den so wichtigen Gebrauch des Hülfsdreiecks in der sphäroidi- 
schen Trigonometrie gar nicht gekannt zu haben scheint, so wie denn 
überhaupt diese Abhandlung schon durch den Titel: Fundamenta 
Trigonometriae sphaeroidicae exact» grössere Erwartungen 
zu erregen als zu befriedigen scheint, weil sie.nur wenig geeignet sein 
dürfte, einen deutlichen Begriff von dem eigentlichen Wesen der sphä- 
roidischen Trigonometrie zu geben, namentlich wenn es sich um die 
so wichtige Anwendung derselben in der Geodäsie handelt. Die 
Achtung, welche ich vor dem Verstorbenen stets gehabt habe und noch 
habe, konnte mich nicht hindern, dies hier zu bemerken, im Interesse 
derjenigen, welche vielleicht nach jener Abhandlung greifen sollten. 
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sin 6, sin (90° — &,) = sin(180°— 6) sin (900— 5); 


cos (90° — 5) — cos (90°— 5,) cos® 
sin (I00°— 9,) sin & | 


cos (180°— 6) + c0os6ycosP, 
sin 4, sin P | 


cush = 


3 


cos (90° — 9) = 


__. cos (90° — 9,)— cos (900 — O)cws® 
cos (180°— 0) = an = vein, (90 D)Em Qi 


| —, _C089,+ cos (180% — 6) cos P, 
EN TR) Tin Tann) an Fr 


also: 
sin 6y,c0osÖ,—=sin4cosß; 


sino —snQ,ros® 
cosu= DC ——— nn —, 
cos 9,sin® 


cos0—cos,cosP. 


sina9=— - ; 
n sin 4,sin P 
’ sin 99 —sin®cos® 
cos0 = — — ——— —, 
cososin@ 
N cos, — c0sHcos P, 
sina = ———— 


° RE Ta. 
sindsin?P 


und folglich hieraus: 
sin 6, cos, = sind cos O; 
sin® =sin d,cos @ + cos 6, C0S ®y$in Q, 
cos6 =cos$, cos P — sin 9, sin 8, sin P; 
sing =sin® cosQ — cos cos® sin Q, 
c0s0, =cos9 cosP + sin® sin® sin P. 


Aus den drei ersten dieser Gleichungen folgt durch Differen- 
tiation, wenn man 6), &, als constant betrachtet: 


0=cos9c0os809— sin sin 800, 
cos G09 —(cos 4, cos By cos Q— sin d,sin Q)9Q, 
sin 008 — (sin 6, sin d, cosP + cos, sin P)OP, 
Aber 
sin®@ cosQ = sin 6, cos @2 + c0s 9, c0S Ö, 5inQ cos@ 
=sin®, + (cos 6, cos d, cos @— sin d,sinQ)sin®, 


[2 
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(cos 8, cos 8, cos Q — sin a, sin Q)sinQ=sindcosQ@—sind, 
=c0s9cososin@), 
c08 9, C05 @, cos Q— sin GO, sin Q = c0s0 cosd; 
und 
cos cos P=cosd,cos P?— sin 9, sin d,sin Pcos P 
=.cos d, — (sin 4, sin ©, cos P+ cos @,sin?P)sin?, 


_(sinOosin ©, cos P+ cos, sin P) sin P= cos, —cosdcos P 
= sin$@sin®sinP, 


sin 6, sin 9, cos P + cos 9,sin P=sin Osin®; 


also 
sin Osin 900 —=cos cos 806, 
c08 000 = cCosHcos 000. 
sin 009 —=sin$sin OP; 
folglich: 
‘ tang800—=cot 009, 
27) 89 —=cosMR, 
08 =sin @0P; 


» 


und hieraus: 
08 =tangdtang 900 
— sindtang009, 


95 = cot $ cot 00 
—cos® cotH0P; 


also 
0 =sno0P=sindtanga0Q, 
98) | 
08 =cos WA cos G cotAdP. | 
Führen wir in die Formeln 25 *) für C seinen Werth 
asin 6,cos ®, ein, so werden dieselben, indem wir immer die oberen 
oder unteren Zeichen nehmen, jenachdem © positiv oder negativ ist: 


2 OR LTR EH 02 — e? sin 092 cos Oo 50 
we sin 9°?— sin 092C0s 092 


sin 0, C08 O9 c0t 9 


29 oa — + ———— — — ——— 
) N sin 6? — sin 09? cos 89,2 
2 gi sin 0, COS O9 en 6°? — e?sin 0,y2cos 0,2 
ur Fass I — — 
sin 6? —sin 092c0s 002 


na sin 0? 
! 
Theil XXL. 7 


E » 
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Es ist aber wegen 26): 
sin 62 — sin 0,2 cos Ög2 


sin 092 C08 O9- 


os en sin 092 cos 092 


_„1l-eos®? a) Ye: 
— sin 092C0S do” eos sin 0,7 cos @p-tang@?, 


sin 92?— e?sin 0,2? cos Og- 


sin 092 c0Ss 892 


2. 2 zei 
— — e*sin 0,7 cos 
cos 02 6 0 


RE ae 
—sin dg”Cc0SW, a 


also 


sin 062? — e?sin 0g°c0sög-  1—e?cosd? 
sin 69?— sin 692c0s 09 Sin®2 


Also ist nach 29), indem man immer die oberen oder unteren 
Zeichen nimmt, jenachdem & positiv oder negativ ist: 


RER PET I R 
v l—ecos® 099—= YV1I-— e2c0s02.9P 


ae a +sin® 
nd Tran. oe Tr 
— —_ — 0200502. = — — e2co } 
cos® cos @2 “mare E 
. — Da 
sind, cos®, X 1—e?cos®? . a 
sta 2 2. ——. sin Otango0Q 


= sin 0? +sin® 


sın 0) cos Oo VI Iecos 8. 2Q@ 


all z ==; 
sin coSs@ 


—————, CEO ra 
= aN 1—e2cos0?.0Q=a 5 NT - 02005 02.9P 
c0S 0? 17: Zar 2700 
= 4a— — N IT —-ecos02.9P. 
sind, C0S@g 


Wir haben daher die folgenden Formeln: 


sin 6, C0S®, =sin6cos®, 
0s—=aN 1I-— e2cos 02.08, 


sin, cos® Du A Eee 
ee Bsäieni I 200802. 0 > 
cos®? B- 5 w 8; 


30) 


. 
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oder 
sin 6,c0s 8, =sinOcos®, 


cos 02 


DEN  ATENFEEDR 
31) der ae Kali e?cos 02.0P, 


ta=NV I—e2c0s02.2P. 
Sowohl 30) als 31) ist ein System von drei Gleichungen zwischen 
den sechs Grössen 
095 80: 0, Ö, 5, o@, 
weil P und @ von 6%, ®o; 9, & abhängig sind. 
Nach dem Obigen ist 
sind =sin®,cos @ + cos, c0sd,sin®. 


Man setze, wenn ,, v, zwei Hülfswinkel bezeichnen: 


sin © = c08%, Sin (d%y+ Q) 


= Cc0S uySINY, COS Q-+ COS U, COSvy Sin Q, 


also, wenn man dies mit dem Obigen vergleicht: 
COSUSINYJ—SIN @g, COSUyCOSYy = COS dg COS By; 
folglich 


tang oo 
cos 6) 


tangvy = 
und 
COS 49? = Sin Ög- + COS @9-C08 92, 


wo die Grösse auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens offen- 
bar kleiner als die Einheit ist, weil 


sin 99 + 080 = 
ist. Die leichtesten Formeln zur Berechnung von u, und v, sind: 


tang ©, sin O9 


— 2, 05%W=- 
cos, 0°” sinoy 


32) tanguw = 


‚Ferner ist 
cos =1—.cos ao? sin (v, + Q)? 


und 
7 % 
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"1-— e2cos 92 
—=1l1—e?-+e?cos a (do + @)? 
=d- 147 —p C08% 2 sin (oo + @)?} 


2 of: 
ö + — “ De r COS %o- sin (9 + @)2} , 


oder, wenn wir 


a2— 12 


3) 2= zZ 


setzen: 
vVIi_- @cos 0 za vir2 2 sin‘ Q)? 
etcos0’=7 + 82 cos ug? sin (vo, + Q)?- 


Daher haben wir nach 30) die folgenden Formeln : 
sin 0, C08 9 =sin0cos®, 

34) 0s =bV 1 + 22cos ug sin (0, + Q)2.0Q, 

N Ifecosus3sin (0,70) 


b 
' 00 = =, sin 0, COS O9 II einen 08; 


wo die Differentiale auf der rechten Seite der Gleichheitszeichen 
bloss von der veränderlichen Grösse @ abhängen. 


Bezeichnet von jetzt an s die kürzeste oder geodätische Linie 
‚und » die Längendifierenz zwischen den beiden Punkten (9,69) 
und (96), den ersten als Anfangspunkt gedacht, so ist offenbar: 


sin 06, cos, = Sin Ocos®, 


Qt a a SR a I 
= N1 + e2cosuo2sin (v+ Q)2.00, 
0 


BL _ (ON TH Zeosug2sin(o+0)% 
\ 0= sin Gcosä f, 1 cosu2sin(o, + 0)2 oa. 


Dies sind die Fundamental- Formeln der Sphäroidischen 
Trigonometrie, weil man mit diesem Namen die Wissenschaft 
bezeichnet, welche aus drei gegebenen der sechs Grössen 6,, Oo» 
898, ö, s, w die drei übrigen zu finden lehrt. 
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8.9. 


Es kann natürlich in dieser Abhandlung nicht meine Absicht 
sein, aus diesen Grundformeln die sphäroidische Trigenometrie zu 
entwickeln, worüber man mein mehr erwähntes Werk nachsehen 
kann. Indess will ich doch die folgenden Bemerkungen nicht un- 
terdrücken, um einigermassen die Anwendung der in Rede ste- 
henden Formeln, auch in Bezug auf den nächsten Zweck dieser 
Abhandlung, zu zeigen. 


Bei den Anwendungen in der Geodäsie und mathematischen 
Geographie werden immer & und auch @ sehr kleine Grössen sein, 
und es wird also verstattet sein, s und & in nach den Potenzen 
von @ fortschreitende Reihen zu entwickeln *). 


Setzt man nun 
36) tang Ü = ecoswsin(vy + ®), 
so ist nach 34): 
> 
9 —- 
wenn man nur immer, was offenbar verstattet ist, U seinem ab- 
soluten Werthe nach nicht grösser als 37 nimmt. 


bN I+tang U?=bsecU, 


Weil nun 
OU OBtangU Stang U 2 tag U 
IERTE PETZUT TER 9) 


= £0084uy c08 U? cos (v, + ®) 
— sin Ueos Ucot(wy +) 


ist, so ist 


En —=bsin Ücos U? > 


—bsin U?cos U-1cot(vo+®) 
= ebcosu,sin Ucos(v,+R), 


woraus ferner 


*) Bisher hat man die betreflenden Reihen meistens immer nach 
Potenzen von & fortschreiten lassen. 
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= —=ebcosu,fcos Ücos(v, + ®) sin Usin (wo + ®)} 


cos U?cos (vu, + @)? — sin (oy + @)? 
sin (094 ®) EN 


= —ebcosupsin(d%y+®)sin Utl— cot(vy+Q)?cos U} 


—=eb cosuysin Ü 


folgt. 
Setzen wir nun AR 
37) tang@=ecoswsindy 


und bezeichnen»die Werthe, welche die Differentialquotienten von 
s erhalten, wenn man Q@=0 setzt, durch Einschliessung dersel- 
ben in Parenthesen, so ist nach dem Vorhergehenden offenbar: 


6 
(5 —= bsec@, 
025 4 
I) eb CoSU, COSYy Sin G > 
09s : R . | 
508) eb cosju, Sin v,sin@(l— cotvg?cos G2); 


also, weil s für @=0 verschwindet, nach dem Maclaurin’schen 
Theorem: 


38) = QsecG 


3eQ?cosu,Cos vg, sin & 
0 0 


—t:.Q° cosu, sinv, sin G (l — cotvy2 cos G2) 


+ 
Ferner ist nach 34): 
0» 5 secU 
FI Du „sin 0, c0SW % ang Ü2 
mr 
u ea &? cos U 
a Sin 0. cos 09 sin [/2—22cos U2 
cos U 


Ping sin 0, cos © IMTı2ıxU8. (1422)00503 
woraus durch fernere Differentiation sich leicht 


0 _ „b 11422) cos U2 OU 
=, — sin 0, COS O, Sin dh ara Wr eng ‘30°’ 


\ 
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also nach dem Obigen 


92 b 2 2 2 
508 u € ei sin 4, cos O9, cot(vy + Q)sin U? cos U ae 
ergiebt, so dass also, wenn wir wieder Q—0 setzen, in ähnlicher 


Bezeichnung wie vorher 


a, b | cos@G 

— J)= —2-—-si A) «G2 

#17) ul; 7 sin 0uc0s on — (1 +82) cos G?’ 

2 „14d4+22)00s@?. 
3) = €? sin 0,05 &g.cot vg Sin G?cos G I- (1+22)eos@?' 


also, weil ®© für @=0 verschwindet, nach dem Maclaurin- 
schen Satze: 


b . an cos & 
39) o=— :? Qsind,cosö, IA FB)eos@® 


1+(1-+22)cos @2 


b ei 
122 _- Q2sin®d ota..si 2 ae NE an rn 
+ :€ sın c0oS@gLofv,sin G cos & Y 
er FR 2 g % 1— (1 +e2)cos Gr? 


-} 


ist. 

Die Grundformeln der sphäroidischen Trigonometrie können 
also unter den gemachten Voraussetzungen auf folgenden Ausdruck 
gebracht werden: 


40) 


tang ©, sin Oo 
c0S 6, sin vg 


tangvy = » tangG=ecosuysinv,g = Esindg; 


sin 0,C0s O9, = Sin Ocos , 


s 
= Qsec@ - 

+4:Q? cos uycos tv, sin @ 

— 12Q3cosı,sinv,sin @ (l —cotvy?cos G?) 


| b Ä RR cos (Gr 
| a=m—i- Qsind,coso, 1— (1 + 22)cos 6? 


1-+(1-+ 82) cos G? 


b 
> N} 20% S =. ) “. Din Mm _ I 
+ 3222 Q?sin 89 cos &u cotvosin @? cos @ 1—(1F 2)cos G? 


-} 
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Ueberlegt man, dass wegen der Gleichung 37) in Bezugauf 
die kleine Grösse s offenbar sin @ von der ersten Ordnung ist, so 
ist klar, dass man erst mit Vernachlässigung von Gliedern, welche 
in Bezug auf die kleinen Grössen &e und @ bei s von der vierten, 
bei © von der sechsten Ordnung sind, die vorstehenden Glei- 
chungen näherungsweise auf den folgenden Ausdruck bringen kann: 


al), Er 


tango), sin Q, 
— SER > 
cos dy sindy 


tangvy = 


tang @ = E cos ug Sin VYy— ESIN Gy; 
sin 0yC0S O9 = sin cos, 
s—bQsecG, 


cos@ 
sin 00.005 80 1 _([-Fe2)eos@® 


=. 


Von der grössten Wichtigkeit für die Geodäsie ist die fol- 
gende Aufgabe: 


Aus dem Azimuth , der redueirten Breite ©, und 
der kürzesten oder geodätischen Linie s das Azimuth 
6, die reducirte Breite © und die Längendifferenz » 
zu finden. 


Weil man 4, und ©, kennt, so kann man 9, %g9,; G miittelst 
der Formeln 


—, 6(8S%W=—— , tang@=ezsin®, 
fi) 4 


finden; und weil man nun auch s kennt, so ergiebt sich nach 41) 
ein erster Näherungswerth von @& mittelst der. Formel 


$ 
Q= 708 G ; 
worauf es nun leicht sein wird, .diesen Näherungswerth von & 


weiter zu verbessern, bis derselbe der Gleichung 


$ 


5= Qsec@G 


+ 3:@Q? cosu,cosvySin G 
— 4ER? cos a,sinv,sin G (1 — cotvy2cos G?) 
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genau. genügt. ‚Dann ergiebt sich © mittelst der Formel 


cos @& 


(1 22) cos G2 


„14-(1+23)eos @ 
1—(1422)cos G? 


b 
0——e2 — „@sin Oycosßy 77: 17 


b 
+3 28° „9°sin 0, c08 O, cot vysin @?cos @ 
+ 


‚und durch Auflösung des Hülfsdreiecks, in welchem man 6), 0; 
@ kennt, findet man 6 und ©, wobei man auch die Gleichung 


sin 6, cos d, = sin cos ® 


benutzen kann. 


‘ Am Nächsten liegt uns in dieser Abhandlung die folgende 
Aufgabe: 


Aus derLängendifferenz »o und den reducirten Brei- 
ten ©, und © die kürzeste oder geodätische Linie s 
und die Azimuthe 4, und 6 zu finden. 


Diese Aufgabe lässt sich, wie die meisten Aufgaben der 
sphäroidischen Trigonometrie nur indirect, etwa auf folgende Art, 
auflösen. Aus den dritten der Gleichungen 31) ergiebt sich leicht: 


pP P 
o= pe cos Pe | cos 949 P—...., 
() 0 


woraus man sieht, dass ® als ein erster Näherungswerth von P 
angenommen werden kann. Indem man also näherungsweise ® 
für P setzt, berechne man im Hülfsdreieck aus ®,, 8, P die 
übrigen Stücke 6,, 6, @, und dann auch @ mittelst der Formel 


tang@G = esin®,. 
Sucht man nun » mittelst der Fornel 
b \ x cos@ 
0 —.? = Qsin 0, C0S O9 1-14) @ 
1-+(i+22)cos@? 
—(1-F22)cos @? 


b 
+2 — = Q2 sin 9,c0s Ögcotvysin 6°c0567 
+ 


so wird sich zeigen, ob der hiernach berechnete Werth von ® 
mit dem gegebenen Werthe dieser Grösse übereinstimmt. Findet 
keine Uebereinstimmung Statt, so muss man den Werth von P, von 
welchem man ausging, so lange verbessern, bis die in Rede 
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stehende Uebereinstimmung erreicht wird, was nach den bekann- 
ten Näherungs -Methoden keine Schwierigkeit hat. Hat man P 
und demzufolge auch ,, 6, @ richtig gefunden, so sucht man 
Ugs to mittelst der Formeln | 


8. 
;= Q sec 

+3:@° cos ug cos vySinG 

— !eQ3 cos aysinv,sin @(L— cotvy2 cos @?) 

+... { ZUR TEEN h u% x 


® 
worauf die gesuchten Stücke sämmtlich gefunden sind. 


Dies mag hier zur Erläuterung der Anwendung der obigen 
Grundformeln zur Auflösung der verschiedenen Aufgaben der 
sphäroidischen Trigonometrie hinreichen. 


Mehrere neuere Mathematiker, Joachimsthal, Chasles 
u. A. haben noch verschiedene bemerkenswerthe Eigenschaften 
der geodätischen Curve gefunden, welche indess dem nächsten 
Zweck der vorliegenden Abhandlung zu fern lagen, bis jetzt auch 
nur zu sehr bloss ein rein theoretisches Interesse haben, als dass 
ich auf die Entwickelung derselben bier hätte eingehen können, 
weil dadurch der Umfang der Abhandlung zu sehr vergrössert 
worden wäre. Ich hofle aber, diese in theoretischer Beziehung 
allerdings merkwürdigen Eigenschaften zum  Gegenstande einer 
besonderen Abhandlung zu machen, für welche dann die vorlie- 
gende als Grundlage dienen wird. 
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x. 


Ueber die Kimm oder Kimmtiefe oder über die De- 
pression des Meerhorizonts. 


Von 


dem Herausgeber. 


— nn nn 


Wenn auch die für die Nautik wichtige Lehre von der Kimm 
ein ganz elementarer Gegenstand ist, so scheint mir dieselbe doch 
nicht immer mit der erforderlichen Deutlichkeit und Genauigkeit 
behandelt zu werden. Insbesondere wird nicht immer auf die ter- 
restrische Refraction gehörig Rücksicht genommen, und noch sel- 
tener findet man eine besondere Berücksichtigung des Falls, wenn 
die Küste so nahe ist, dass der eigentliche Meerhorizont nicht 
gesehen werden kann. Hierdurch bin ich, im Interesse des nau- 
tischen Unterrichts, veranlasst worden, diesen an sich ganz ele- 
mentaren Gegenstand im Folgenden einer neuen sorgfältigen Be- 
handlung zu unterwerfen. 


» 


g.1. 


Allgemeiner Begriff der Kimm oder Kimmitiefe. 


Wenn auf einem Schiffe die Höhe eines Gestirns über dem 
Horizonte mit dem Sextanten oder einem ähnlichen Instrumente 
gemessen werden soll, so ist dies nicht anders möglich, als dass 
man die Bilder des Meerhorizonts und des Gestirns mit einander 
zur Berührung briegt und also eigentlich den am Auge des Beob- 
_ achters als Spitze liegenden Winkel misst, welchen die beiden 
von dem Auge nach. dem Meerhorizonte und dem Gestirne gezo- 
genen Gesichtslivien mit einander einschliessen. Dieser Winkel 
ist aber der gesuchten Höhe des Gestirns nicht genau gleich und 
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erfordert, um letztere zu erhalten, eine Correction, welche die 
Kimm oder die Kimmtiefe oder die Depression des Meer- 
horizonts *) genannt wird. 


Um dies deutlicher zu machen, sei © (Taf. I. Fig. 3.) der 
Mittelpunkt der Erde und A der Standpunkt des Beobachters, in 
der Höhe AA’ über der Meeresfläche. Zieht man durch A’ die 
Berührende A4’7/’ an die Meeresfläche und durch A mit derselben 
die Parallele AY, so ist AH der Horizont von A, und wenn nun 
S ein Gestirn ist, so ist der Winkel SAH die Höhe dieses Ge- 
stirns über dem ‚Horizonte von A. Dieser Winkel kann aber auf 
dem Schiffe nicht unmittelbar gemessen werden. Vielmehr muss 
man sich von A aus die Berührende AB an die Meeresfläche ge- 
zogen denken, wo dann der Punkt 3 im Meerhorizonte liegt, und 
mit dem Sextanten oder einem ähnlichen Instrumente kann bloss 
der Winkel SAB gemessen werden, indem man das Gestirn S 
und den Punkt B im Meerhorizonte mit einander zur Berührung 
bringt. Dieser gemessene Winkel SAB ist aber um den Winkel 
HAB grösser als die zu findende Höhe SAH des Gestirns, so 
dass also der Winkel HAB von dem gemessenen Winkel SAB 
abgezogen werden muss, um die zu bestimmende Höhe SAH zu 
erhalten; daher ist der Winkel ZAB die an dem gemessenen 
Winkel SAD, um die wirkliche Höhe SAH zu erhalten, anzu- 
bringende Correction, welche wir vorher unter dem Namen der 
Kimm oder Kimmtiefe oder der Depression des Meerhorizonts 
kennen gelernt haben, weshalb man auch den Winkel HAB selbst 
mit einen dieser Namen zu belegen pflegt. 


Zu bemerken ist aber hierbei noch, dass wegen der Refrac- 
‚tion die Linie AD eigentlich keine gerade, sondern eine gegen 
die Erde concave krumme Linie ist, ein Umstand, auf welchen 
bei der Bestimmung der Kimmtiefe gleichfalls Rücksicht genom- 
men werden muss, wie wir auch im Folgenden thun werden. 
Nachdem man die Kimmtiefe mit Rücksicht auf die Refraction 
bestimmt hat, zieht man sie von dem gemessenen Winkel ab, 
wonach die noch von der Refraction afficirtte Höhe des Gestirns 
übrig bleibt; corrigirtt man nun diesen übrig bleibenden Winkel. 
noch auf gewöhnliche Weise wegen der Refraction, so erhält man 
die von der Kimmtiefe und Refraction befreite Höhe des Gestirns, 
die dann noch in allen den Fällen, wo es nöthig ist, wegen der 
Parallaxe corrigirt werden muss. Das Vorhergehende setzt 
voraus, dass der Meerhorizont sichtbar ist. Es kann aber auch 
der Fall eintreten, dass der Meerhorizont nicht sichtbar ist. 
Diesen Fall werden wir nachher besonders betrachten. 


*) Auch die Dücking. 
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g. 2. 


Bestimmung der Kimmtiefe, wenn der Meerhorizont 
sichtbar ist. 


Indem übrigens Alles wie vorher bleibt, sei jetzt nur in Taf. Il. 
Fig. 4. die zwischen den Punkten A und 2 liegende, gegen die 
Erde eoncave krumme Linie der von dem Meerhorizonte B in das 
Auge des Beobachters A gelangende Lichtstrahl. Zieht man 
dann an diese krumme Linie in A und B die Berührenden AE 
und BF, so hat man eigentlich den Winkel SAE gemessen, und 
von diesem Winkel muss der Winkel HAE abgezogen werden, 
um die, übrigens noch von der Refraction afficirte Höhe SAH 
des Gestirns S zu finden. Der Winkel HA4E kann aber auf fol- 
gende Art bestimmt werden. 


Der Erdhalbmesser BC oder A4'C werde durch r, die Höhe 
AA' des Auges A des Beobachters über dem Meere durch % be- 
zeichnet; beide Grössen müssen als gegeben .betrachtet, und na- 
mentlich letztere in jedem einzelnen Falle durch besondere Mes- 
sung mit möglichster Sorgfalt bestimmt werden. Bezeichnen wir 
nun den Winkel HAB oder, was Dasselbe ist, den diesem Win- 
kel offenbar gleichen Winkel ACB, durch k, so ist in dem bei 
B rechtwinkligen Dreiecke ABC oflenbar 


BC T 


_ Wegen der Kleinheit des Winkels % ist aber diese Formel 
zu dessen Bestimmung nicht sehr geeignet, da sich, wie ein Blick 
in die trigonometrischen Tafeln lehrt, die Cosinus sehr kleiner 
Winkel sehr langsam ändern. Deshalb ist es besser, den Win- 
kel % durch seine Tangente zu bestimmen. Es ist aber 


up AB_N AO-BO 
ngkepe = Be 7 


also 


Nor —r 


tangk= Fi 


oder, wie man sogleich findet: 


tangk = 


NV h@r+h). F} 
T 


i 
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Wegen der sehr geringen Krümmung des krummlinigen Licht- 
strahls A3 wird man denselben ohne merklichen Fehler als einen 
Kreisbogen ansehen, und die Winkel BAE und ABF daher ohne 
merklichen Fehler einander gleich, also 


A IN 
BOE=2.BAE 


setzen können. Der Winkel BOE ist. aber eigentlich der Win- 
kel, welchen wir in der Abhandlung Thl. XXI. Nr. XVi., auf die 
wir uns hier beziehen wollen, die Refraction genannt haben, und 
zugleich ist in dieser Abhandlung gezeigt worden, dass die Dif- 
ferenz der Winkel ACB und BOE zu dem Winkel BOE in einem 
constanten Verhältnisse steht. Setzen wir also demzufolge, in- 
dem n eine constante Grösse bezeichnet: 


AÖB_BÖE- m. BÖE, 
so ist nach dem Obigen 

k—2.BAE—2n. BAE, 
also a 


N 
k=2(n+1).DBAE, 
und folglich 


oder, wenn wir der Kürze wegen 


— np 
'TZaR+]) 
setzen, wo natürlich auch i *) eine constante Grösse ist: 
A 
BAE=ik. 


Bezeichnen wir nun den Winkel HAE, die eigentliche Kimnitiefe, 
welche wir hier suchen, durch X, so ist, weil 


N AN N A A 
HAE=HAB— BAE=ACB-— BAE 
ist: 


Fa a ef 0 


und man hat daher zur Berechnung von X jetzt die Formeln: 


® 
*) Den numerischen Werth von 2 s. m. Thl. XXI. S. 219. 
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tangk = —-———— , K=(1—ük. 


Weil aber # immer ein sehr kleiner Winkel ist, so kann man 
näherungsweise, wenn k in Secunden ausgedrückt sein soll: 


‘) 
2069648. Vh@r+ RR 


oder, wenn %& in Minuten ausgedrückt sein soll: 


k=3437,7.- 


2r + h) 
m) + h) Mr 


setzen. Also ist, wenn K in Secunden ausgedrückt sein soll: 


rt (l— ee) Vhör Eh) N 
oder auch 
aa cot 1” 


K= NROr+h)"); 


und wenn K in Minuten ausgedrückt sein soll: 


337,7. di 
Tr 


K= INK Hi): 


Es ist aber 


Nh@r+h) v’ h y' 2 
7 Sr - (2+,)=r2. r (143, 
oder 


VIQr+h h AN? 
er .Y} (6) 


j 2 
und weil nun (©) jedenfalls immer eine sehr kleine Grösse ist, 


so kann man mit hinreichender Annäherung 


Vh@r + h) h_w2 
nr 


) setzen. Soll also K in Secunden ausgedrückt sein, so ist 


*) Natürlich nur annähernd, was man auch im SO nen immer zu 
bemerken hat. 
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x 206264,8.92. 1-3), 
Vr 


oder 


.. d—).v2.cotl” 


K ey” 


vh. 2 


Soll dagegen X in Minuten ausgedrückt sein, so ist 


337,702 


1— 9) 
ee vh. 


K 


Dass die auf diese Weise berechnete Kimmtiefe X von dem 


gemessenen oder beobachteten Winkel SAE abgezogen werden 


muss, um die, übrigens noch von der Refraction affieirte, Höhe 
SAH zu erhalten, wissen wir schon aus dem Obigen. 


Hätte man, statt vorher den Winkel SAE, den Winkel SAE, 
in Taf. II. Fig. 5. gemessen, so bleibt, wie auf der Stelle aus der 


N 
Figur erhellet, die Berechnung der Kimmtiefe 7, AE, und mittelst 
derselben des Winkels SAH, aus dem gemessenen Winkel SAE, 


ganz dieselbe wie vorher die Berechnung der Kimmtiefe HAE 
und mittelst derselben des Winkels SAH aus dem gemessenen 
Winkel SAE. Den Winkel SAH, muss man’ aber noch von 180° 
abziehen und den dadurch erhaltenen Winkel auf gewöhnliche 
Weise wegen der Refraction corrigiren, um die Höhe SAH des 
Gestirns S zu erhalten. 


8 
$. 3. 
Bestimmung der Kimmtiefe, wenn der Meerhorizont 
nicht sichtbar ist. 


Es können Fälle vorkommen, wo die Küste dem Schiffe so 
nahe ist, dass der Blick nicht bis zu dem Meerhorizonte hinaus 
reicht. In solchen Fällen muss man (Taf. Il. Fig. 6.) den Winkel 
SAB zwischen’ dem Gestirne S und der Küste 2, wo nun ABC 
nicht wie vorher ein rechter Winkel ist, oder wegen der Refrac- 


N 
tion eigentlich den Winkel SAE messen, wo nun wieder HAE 
die Kimmtiefe ist, welche wir auch jetzt durch K bezeichnen 


wollen. Eben so werde der Winkel HAB wieder durch # bezeich- 


net. Um nun Ä berechnen zu können, muss man die Entfernung 
4'B der Küste 2 von dem Schiffe wenigstens näherungsweise 
kennen, und dieselbe daher, wenn man sie nicht anderweitig 


A 


oder über die Depression des Meerhorizonts. 113 


kennt, durch Schätzung bestimmen. Bezeichnen wir diese Ent- 
fernung durch e, den Winkel ACB durch C, so ist, in Secunden 


ausgedrückt: 
« 


Di 


C— 206264,8.° —  cot1” 
Tr T 


oder 
| 1.206264, gay Te 
PEN 5, 
le Tr 
und, in Minuten ausgedrückt: # 
0=3431,7.° = ee 


und der Winkel C kann also hiernach im Folgenden als bekannt 
angenommen werden. Im Dreiecke ABC ist nun aber 


A N 
sin ABC: sin BAC= AC:BC, 


also er 


sin { 1800°— C— (90°— A)} : sin (90° —kA)=r+h:r 


oder 
cos(k— C):eosk=r-+hır. 
Daher ist 
eos(k—C) _r+h 
ET Tu WR De 
folglich 
coskcosC + sinksinC_r +h 
cos k T 
oder 
Ich h 


cosC + tangksinC= 


woraus sich 


h+r(l—cosC) _ h+?rsin,C? 


" rsinl — Ir sin! af} cos!C’ 


tangk = 
also, wie man sögleich übersieht, 


tangk=tang}C + Sin, 


ergiebt. 
Theil XXIL ö 
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Auch folgt aus der Gleichung 
cos(k—C) r+h 


cosk Tin 


leicht 
r+h 1 
eos(k—C)—cosk_ Tr ef DR. 
cos(k—C)+cosk" r+h,, 2+ 
Tr Lt ‘ 


und foldlieh nach einer bekannten Zerlegung: 


2sin;Csin(k—3C0)_ 5 
2coszCcos(k—3C) 2r+h z 


oder 
h 
tang4Ctang(k—-30) = ih’ 
also i | 
tang (k—1C) LER cotzC. 
| E 2rt+h ° 
Mittelst der Formeln a 
h 
tangk=tang3C + Sr 
oder 


tang (E10) = 2,7, 00130 


. kann man % berechnen, nachdem man nach dem Obigen € ge: 
funden hat. X aber findet man nun ferner auf folgende Art. 


Auf ähnliche Art wie vorher wird man wegen der sehr gerin- 
sen Krünınung des krummlinigen Lichtstrahls 42 denselben ohne 
merklichen Fehler als einen Kreisbogen ansehen, und die Winkel 
BAE und ABF daher ohne merklichen Fehler einander gleich, also 


A N 
BOE=2.BAE 


setzen können. Der Winkel BOE ist aber eigentlich der Win- 
kel, welchen wir in der oben angeführten Abhandlung die Re- 
fraction genannt haben, und zugleich ist, früher gezeigt worden, 
dass die Differenz der Winkel ACB und BOE zu dem Winkel 
BOE in einem constanten Verhältnisse‘ steht. Setzen wir also 
demzufolge, indem » wieder dieselbe constante Grösse wie früher 
bezeichnet: | 
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LAN A A 
ACB— BOE=n.BOE, 


so ist nach dem Obigen 
A No: 
C—2.BAE=®n.BAE, 
also 
C=%n+1). BAR, 


folglich - Er 
en. 


BAE=7,+T’ e 


oder, wenn wir wieder der Kürze wegen 
EYIRNER 
5m +1) 


setzen, wo natürlich auch © eine constante Grösse ist: 
1. 
BAE ie. 


Weil nun { \ 
EEE N N 
HAE=HAB-— BAE 
ist, so ist in den eingeführten Bezeichnungen: 
K=k-—iC, 
mittelst welcher Formel die Kimmtiefe X gefunden werden kann. 


Aus der Gleichung 


h 
tangk=tang} C+ Ey, 


ergiebt sich, wenn C und %k in Secunden ausgedrückt sind, -die 
Näherungsformel 
| er; ıC h 206264,8 | 2 
DR mtr cc’ 
also 


ER h (206264,8)2 
jc42.e On „h 


Nun ist aber nach dem Obigen R 


C— 206264,8. - 
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also 
Rh 
k= 40 + 206264,8. Zn 


und folglich, weil K=k—iC ist: 


K=15°04206204,8.®. 


Daben ist. ” 


K—=2062364,8. (© +52; :) 


T 


9 
K-W6264.8. (+ u ) 


Soll X in Minuten ausgedrückt sein, so ist 


K=3437,7. maß =.) 
e PER, 
22 n ' ; 
oder a SU 


K=34377. 26 „zz e). 


Die Gleichung 


h 


tang(k— 3 C)= @2r + h)tang}C 


h 1 
rar AUl EL 02m 


giebt näherungsweise, wenn alle Winkel in Secunden ausgedrückt 


angenommen werden: 


k-C ..h 206264,8 
20664,8 IH IC’ 


also 7 
h (206264,8)2- 
» HERTZ Dr HAGER 


2 n Bi " wi 
folglich % r 


h__ (206264,8)2 
Ir+h' 107. 7 


Nun ist aber 
C—206%4,8. 4 


also 


% 


" . “ 
“. 
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| Orh 
— 206264,8. Star sört 7) 
Aber 
K=k—iC=k—206264,8.0.-: 
Ben ..- 
Irh 1— 2% e 
K= 2062648. ar ne et h 
oder 


K= 206264, - h 
\ (145; 


und wenn X in Minuten ausgedrückt sein soll: 


h n 1—% F 
K=3437,7. I 7; Bro,“ ei. 
e(145- | 


Diese Näherungsformeln gehen in gr vorhergehenden Nähe- 
rungsformeln über, wenn man 


e(1 +2) =, 


. q eh . 
setzt, also die Grösse DR vernachlässigt oder als verschwindend 
betrachtet. 


$. 4. 
Weitere Ausführung des Vorhergehenden. 


Weil die vorhergehende Methode voraussetzt, dass die Entfer- 
nung der Küste von dem Schiffe bekannt sei, man aber zu dieser 
Voraussetzung schwerlich in vielen Fällen mit hinreichender Ge- 

nauigkeit berechtigt sein wird, so hat man vorgeschlagen, dass 

zwei Beobachter auf dem Schiffe in demselben Zeitmomente in 

zwei möglichst von einander verschiedenen Höhen über dem Meere, 

also etwa (Taf. 11. Fig. 7.) in den in derselben Vertikale liegeuden 
Punkten A und A,, die Winkel SAE und SA,E, messen sollen, 
aus denen sich dann, in Verbindung mit den bekannten Höhen 
der Punkte A und A, über dem Meere, die Kimmtiefe auf fol- 
sende Art bestimmen lässt. 


Die Höhen AA’ und A,4' der Punkte A und A, über dem 
Meere seien respective A und A,; ferner sei wie gewöhnlich ;, 


se 
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N A ee IN | 
HAE=K, HAE, =k,; HAB=k, HA B=k, 


und 


A N 
‚4ACB=4A.CB=(C; 
endlich sei | ) 
A’B=e. 
Dann haben wir zuvörderst, wenn C in Secunden ausgedrückt 


sein soll, nach dem vorhergehenden Paragraphen, indem r wie 
lich den Erdhalbmesser bezeichnet, die Gleichung: 


« Äh Lrchln 
A 4 


C =206264,8- el © okl?. | 
r Ur 


Ferner ist 
K=k-—-iC, K, =, —-iC; 
also 


K- K, —k—k, oder K, —K=-h,—#. 


Weil nun die von A und Aush dem Gestirne S gezogenen 
Linien AS und A,S offenbar ohne allen merklichen Fehler einan- 
der parallel sind, so ist vaR? 


SAH= SAH, re 

also 
N iR AN A 
SA,E, —H, A, E, = SAE— HAE, 
d. i. nach dem Vorhergehenden: E 
A A 
SA, Eı —K, = SAE—K, 

also r 


‚sa ‚E- NSAE=ZK— K=h —k. a 


Hieraus sieht man, dass k, —%k oderä; —K eine bekannte 
Grösse, nämlich der Differenz der beiden gemessenen Winkel 
SA,E, und SAE gleich ist. Bezeichnen wills diese Differenz 
durch d, so ist | ch 


kk=-Kı—K=d. ' | 

Nun ist aber nach dem vorhergehenden Paragraphen: | 1 
h | A 

3 Ri cr el 

| 

tang kA, =tangI C+—— g T 


rsin r. Y 


De - - 


s D; R | ® “ 
* ’ 
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und man hat daher jetzt die folgenden sechs Gleichungen: 
C=206264.8.2=° eot 1”; 
Fr 
vw kı-k=d; 


5 h 
&  tangk=tang;C Feint- tang k =tang }C 


ne a 1 Y 
# K=k-iC, RL FERN 


mit den sechs unbekannten Grössen 
€ F} C, k, kı £) K, K, > 


welche Eich also mit Hülfe dieser sechs Gleichungen nen 
lassen müssen. Man muss sich aber mit einer näherungsweisen 
Auflösung dieser Gleichungen begnügen. 


r sin 6 


& Nehmen wir alle Winkel in Secunden ausgedrückt an, so 


assen sich wegen der Kleinheit der Winkel C und %, A, statt 
er Gleichungen ! 


M * tangk=tang; C + —— rssnC tang£, —ngsc Hz, "sin Jr 


näherungsweise die beiden folgenden Gleichungen setzen: 


h 


ksinol’=3Csinl” + Oil’ 


k kı sin1’— 45, 1ER - 
15 rC sin 1” ’ 


- Ey al 


. rC (sin 17)2 
hı 
we chrom 


w Aus diesen beiden Eleichungen folgt durch Subtraction : 


h “ A 
ur. 3 “ I hb—kh= —u— 


m rC (sin 17)2 / 


also ' 
Fi Bir Po | ER h; —h 
z " r (sin 172 A, —x%’ 
ir nach dem Obigen 

| A 
“ u —r(sinl??' A 


. Schwierigkeiten; denn abgesehen von der Unsicherheit der Beob- 


r} | u » | » 


RR: 
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» ! \ « i 
Führt man diesen Werth von © in die Gleichungen © 


/ h h 
RI rC (sin1”)2° 
BE hı 

CH, ein TP 
ein, so erhält man: | 
;' Wi, 
a u; 

2r(sini!”)2? d hy —h 


be 1 ih I hy—h dh, 7 ee 
» hi Irlsin12 7 Ad r h-h 


j Er 

Hat man mittelst dieser Formeln h und #, gefunden, so A 

sich X und X, mittelst der Formeln Er % ab 
„ Opa } = ». 


—k—:iC, KR,=kh-iC; 


also, nach gehöriger Substitution aus dem Öbigen, mitte st 2 
Formeln: 


— m em nn nn mn — 
“ 


4 7. 2 aedsin "Jay Ich 
we -äi 1 y—h 
2 © r(sin1”)2' Be 


Wollte man noch e haben, 50 hätte man nach den One“ 


e—rCtangl” ERARE W, ”"  » 
also | ” 


2 | 
Die Ausführung der obigen Methode unterliegt verschiedenen. 


* 


korb eines Sehiffes ie, led es auch ; 
"or nur selten ; gelingene ont demselh ve 


Die Rechnung nach den in den vorh fh RE | 
entwickelten Formeln pflegt man sich durch Tafeln zu erleichtern, 
die sich in allen Sammlungen nautischer Tafeln finden. Die Ein- 
richtung und der Gebralleh dieser Tafeln ergiebt sich aus deren 
Ansicht leicht von selbst und h aucht hier nicht noch >. 3 
erläutert zu werden. ta un a 


j 


Kr } “; 6 > arg la An RN 
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XT. 


"Ueber uneigentliche Punkte und Tangenten der ee 
i schnitte. 


A: 

Be we’ u) 
a # von 
u 


Herrn Christoph Paulus, 


rer ‚der Mathematik an der, Erziehungsanstalt auf dem Salon bei 
Ludwigsburg. 


hen as ee: an Hann sie Bean, zußde so ge- 
viss ist es auch, dass die Sucht zu verallgemeinern schon .oft 
mehr Nachtheil als Vortheil gebracht hat. Ich habe daher in jener 
Abhandlung nicht blos die Mösglichkeit einer Begrifiserweiterung, 
ndern ‚auch ihre Zweckmässigkeit und Nothwendigkeit, sowohl 
in ‚der intensiven als auch von .der. extensiven Seite des Be- 
jes aus. nachzuweisen ‚gesucht. Ich habe gezeigt, wie auf jeden 
"in der einstimmigen Involution neben. den’ Normalele- 
noch zv vei andere Elementenpaare,, die sich wechselseitig 
le ken, unterschieden werden müssen, weil sie hinsichtlich Ihrer 
ige ebenso, ausgezeichnet sind, wie die Ordnungselemente der 
? engesetzten Inyolution, und es wurde auch für sie der Name 
ungselemente‘‘ in Anspruch genommen, weil sie mit dem, 
al bisher unter diesem Begriff befasste, zwei’ eoordinirte 
jes höheren Begriffes darstellten. Ich habe sodann wei- 
ewiesen, wie diese ‚Begrifiserweiterung, in ihrer Anwen- 


9 


# 


“ 


DL: 
a 


 schnitte, welche besonders tauglich schier hervorzuheben, da 
‚mit an ihnen »der Nutzen jener Begriflserweiterung ersehen werden 7 


Serie 


192 Paulu 2 BREITER X 


pi "gelschnitte, eine sehr wichtige Stelle einnehme, "indem sie nie 
_»ur die Unterscheidung der imaginären Eleniente entbehrlich a 
und dadurch zw einer klareren Anschauung führe, so dern auch 


wirklich zu existiren und construirt werden zu können. Nachden.;| 
f 
N 


"gegebenen, äusseren Geraden in der Ebene des Kegelse 


A ch 


‘wiesen zu haben glaube, so habe ich mir auch die, Pflicht au aufer 


weiterhin in die Hand zu nehmen. Mein nächstes Gese war 


p zwei Punkte A' und B bestimmen; die. ee ise 


ST „ an BR . 
FR a A a ur, 


Ws. u 


Ne, 


” 


“dung auf andere Gestalten MR REN ante Sn auf. dies] 


noch ein neues Feld für die‘ Erforschung jener Gestalt en eröfine 
und namentlich auch geeignet sei, in den besonderen ‚Formen den 
Kegelschnitte das. Uebereinstimmende erkennen zu lassen. ‚Um, 
diess zu zeigen, genügte es, gewisse Eigenschaften der K Kegel 


könnte. Statf der imaginären wurden uneigentliche I le mente des 
Kegelschnitts Kitelschleden! die vor. jenen den Vorz gr haben, 
ich nun in jener Abhandlung die Berechtigung . der erweiterten. 
Ordnungselemente, als auch, was damit zusammenhängt, die Ein, 
führung der uneigentlichen Elemente der Kegelschnitte nach ve- 


‚7 


lest, die Lehre von den uneigentlichen Elementen der Kegelsch tl 


das, was sich früher nur gelegentlich und für beson di 
ergeben hatte, auf seine allgemeinen Gesetze zurückzufü ren ı 
das, was. unmittelbar mit denselben zusammenhängt „ näher 
untersuchen. Die Resultate dieser Arbeit bin ich jetzt im. 
sriffe, der Oeffentlichkeit zu übergeben, weil‘ ich ffe, 
diese Mittheilung neue Kräfte »für die Sache zu ge win en 
einen kleinen Beitrag für die Wissenschaft zu liefern. | 
denke zuerst die uneigentlichen Kegelschnitte a auf einer ; 


nen Richtung sodann auf de Strählen ‚gewisser 


sprnchle 
re: 6. rn er + 

A. Die uneigentlichen u 2 
gebenen Richtung. er ng | er, 


a 


Wo liegen die uneigentlichen 'Keg gelschnittpunkte" auf einer 


Diess ist, die Krage, | von der ‚alles Andere abhängt. Die Antı or 1 


“ chen Geraden p zwei beliebige Punkte A und BD und; constn rt 


rer 


ihre Polaren a und 5 im Kegelschnitt, ‚so werden dieselben 


di Li F # a RR u wi Be u * “ ie a a pie Zr "R 
A „ .# u” N bi, Y 


HR % ‘ 3 


| at ndlaie Seite 177. ro es ‚80. ER die Auf, 
be als gelöst betrachtet werden. € 


icht echter: ist, so genügt sie doch nicht, wenn man 
L bea neh, die Gesetze zu entdecken, welchen jene uneigent- 


er. ‚Construktion. ein Hilfskreis benutzt, der die unmittelbare. 
ziehung ‚zwischen ‚jenen Punkten und der Curve des Kesel- 
Bei h hike unterbricht und daher die wahre Einsicht unmöglich acht, 
‚Die. Auflösung jener Aufgabe muss.daher’auf einem anderen direk- 
u "ten, "alle fremden Mittelglieder ausschliessenden Wege versucht 
a diess soll nun in‘ diesem ersten Abschnitte ge- 
ehen. Das-Mittelglied des Kreises ist in der That auch ent-_ 
ehrlich, weil alle Kegelschnitte einem gemeinschaftlichen Gesetz 
Polarität unterworien sind, welches hiezu benutzt werden kann. 
entlich . ‚dient: hiezu. ein bekannter Satz, der Seite 247. meiner 
»dlinie # angeführt ist: . „Wenn die Eckpunkte-eines Dreiecks 
ine Xegelschnitt . sich. bewegen, während zwei Seiten des- 
selbe sich um zwei Teste, einander onjugirte Punkte drehen, 
iS ‚dreht sich auch die dritte ‚Seite um einen Punkt, den Pol. 
dei \ festen Punkte "hesfimmten Richtung. * In der 
scr Satz nur umgekehrt werden, um sogleich in dem- 
ittel. ‚der Anne Cotistrukfion zu erkennen. “In 


m nan einen Re N schnitt, durch eine dhne, 
en Pol einer gegebenen Geradengeht, 
hnitte; und zeichnet inleinem derselben 
‚heriewinkel nach Belieben, so bestimmen 
chenkel desselben auf’ der gegebenen Geraden 
ts zwei Pun ıkte, welche in Beziehung Aue gen Ke- 
} ichnitteonjugirt,s sind. % De, 02 


ei: 
ya also Be P (Taf. I. ie. 1) der Pol def‘ FR p. im 
| gelsehnitt, O, so wird män. zuseinem Punkt € der Geraden pP 
* agirten Punkt. “BR "dadurch finden ‚- dass man die Sehne 
1 nach Belieben durch P zieht, die Punkte C und. € durch 
| ‚Gerade verbindet, welche den Kegelschnitt inc trifft und 
chtung. c ei zieht, welche den gegfähten Punkt Cb bestimmt. 


% 


der, on deksbraden Pi ihrem Punkt des 
n Raumes eonjugirt ist, nämlich" zur Bestimmung des 
ktes. Es ist. offenbar hiezu, nichts. nöthig, als den Pe- 


& Pi Ye Aurat, E" 


Bes! } DICH 


F Em eo. ' z N 
} E 8 T ka PU: er ws | 


oh le ich nun aber diese Construktion für alle gegebenen Co e er | 


A ee 


et 


hen ‚Kegels schnitty yunkte unterworfen sind. Es wird nämlich, bei 


wi, 
ra) 


% 


D 


& 


& 


Pl 
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E73 


sr 


P 
ripheriewinkel: so zu zerehafei His ein Schenkel desselben" sa ar 


ist, so wird. der andere Schenkel q€' zu dem NormalpunktQ fü .s 


ren, oder allgemein: a‘ 


Il. Ist ein Kegelschnitt und eine Gerste in | 
Ebene gegeben, und zeichnet man in einem der Ab-" 
schnitte, welche durch eine durch den Pol jener Ge- 
raden gehende Sehne gebildet werden, einen Peripherie- | 
winkel so ein, dass ein Schenkel desselben mit der u 
gegebenen Geraden parallel ist, so geht der andere 
Schenkel durch den Normalpunkt,der Involution, w elche ! 
durch die conjugirten Pau jener Geraden gebil- 
det wird. | 


Dieser Normalpunkt hat ach eine weitere Bedeutung für den 32 
"Kegelschnitt; denn die Richtung PR, welehe durch denselben und“ 
den Pol bestimmt wird, ist die Polare des unendlich entfern 1 
Punktes @’, der dem Normalpunkt @+ eonjugirt ist. Die zwe 
conjugirten Punkte & und @' der-Richtung p bi Iden nämlich mit 
dem Pol P dieser Richtung ein Polardreieck QQP, in welchem 
auch @P die Polare von @’ ist. Die ’'Gerade QP als Pol ines 


unendlich. entfernten Punktes ist aber ein Durchmesser Ke- 
gelschnitts. Man schliesst also: | Pi 4 
N. 


IH. Der Durchmesser’ eines Kese ISchni Veen zen! 


durch den Pol und den Normalpunkt jeden Der d 
der er conjugirt ist. | 


Für den besonderen Fall einer Geraden, welche den RL, 
schnitt :schneidet und eine Sehne bildet, die von ‚dem Normal 
punkt halbirt wird,,..ist ‘der letzte Satz wohl’bekannt, in dies 
beschränkten Form war er jedoch für - den vorliegenden Z 
unbrauchbar, wo nur solche Gerade betrachtet werden | sollen, 4; 
‘welche den Kegelschnitt nicht schneiden. Zieht man nun ‚durch 
den Pol P der Geraden p die „Sehne millp (Taf. UL. Fig:2.) 
so ist auch sie dem Acchnres conjugirt, da alle dem Durch- 
messer conjugirten Richtungen einander parallel sind, sie wird. 
also auchvon 9% in dem Punkte P halbirt werden. Verbindet ; 
man sodann die Endpunkte Ni und MH dieser Sehne mit den End- 
punkten 9 und 3 des Durchmessers, so werden. die Verbindungs 
linien IM und BA, 94 und Bi paarweise in zwei Punkten } 
und N der Richtung p convergiren (weil 9 die Polare von P ist R\ 
und damit zwei weitere conjugirte Punkte‘der Involution der BR 
tung p liefern. Weil aber MM ||p ist, so werden diese zerader J. 
durch den Dreisträhl 4 proportional getheilt, und wie» Pin Asa 
Mitte von MM liegt, so muss auch @ in.der Mitte von. DEN) 


Bi ng v Ya L' 4 gi a (TE Pan Lu ud 
| U E A ee a EEE BB ee Wat 
ur * 2 Pi 


R > 
Ei. er td Ziehen wegelschnite. * 125. ce A 
|. d; ‚dass ’ M und N die Ordnungspunkte und sont. EHE. 
En genlichen Kegelschnittpunkte der Richtung 2 sind.. a 

8 Dei allgemein: : 

“ I. Ist ein  Kegelschnitt und eine Gerade in. einer ne 

Pr bene gegeben, ‚so bestimmen der Durchmesser, wel- ER. ; 

| cher der. Geraden conjugirt ist, unddie Polare. des Nor- ei 
malpunkts jener Geraden, in ihren Endpunkten vier a 


chtungen, die paarweise in den uneigentlichen Ke- 
Ischnittpunkten jener»Geraden convergiren, 


a ermöge dieser vier "Sätze -können die uneigentlichen Kegel- 
Mr ehnittpunkte auf direktem. Wege in allen Fällen eonstruirt. wer- 
den, und es bleibt nur noch ührig, die Lage jener Punkte mit 
einander zu vergleichen, welche Rn; den Strahlen gewisser Viel- 
st rahlen we und diess wird in den zwei folgenden Abschnitten - 


en 


nn; 


D ie uneigentlichen Hyperbeldu rchmesser. 


> ‚Obgleich die Miisentlicheh Hyperbelpunkte auf den: Ricktun- a 
gen der imaginären Durchmesser in der früheren Abhandlung a 

# seite. 185; bereits betrachtet wurden, so muss dieser Gegenstand ku 
C ı noch einmal aufgenommen werden, weil jetzt eine allgemeine X i 

"Const uktion vorliegt, die auf den rd Fall nahendet | 2 

werden Hain. „Ist also CD. (Taf. I. Fig. 3.) ein, reeller Durch- “ IS 

messer. einer Hyperbel, welche die Richtingen Ss und TE zu % Mar 

Asymptoten “und den Punkt O zum Mittelpunkt: hat, so findet man 

d esRichtung des conjügirten inlaginären Durchmessers dadurch, „ Ä f 

‚dass man den Sir: ahlOC’ sucht, welcher mit OC die ‚Asympto- 

x riehtungen OS und OT harmonisch trennt‘ Sollen sodann auf " “ 
7 Richtung CD’. des imaginären Durchmessers. die uneigent- 3 

en Hyperbelpunkt e gefunden. werden, so müssen zuerst der er 

_ Normalpunkt auf C’D’ und dessen Polare gesucht werden. Nach. 

4 ist aber der Punkt O, in welchem die Richtung CD" vom. 

| Durchmesser CH} ‚geschnitten wird, dieser Nörmal- . 

UN Ibst, und.» die. Polare dieses Punktes O ist die Beräh- “ 

tungssehne seiner PTangenten. Die Tangenten “des Mitteipunkts + 

d er die Asyinptoten SS und TE der Hyperbel und die a 

hrungssehne_ derselben ist eine Gerade des unendlichen Rau- | 

Obgleich jedoch diese Gerade des unendlichen Raumes 

gezeichnet werden kann, so kann man doch durch die Punkte, 

ın sie die Hy perbel schneidet, gerade Richtungen ziehen, 

"Richtung , die mit einer Asymptote parallel ist, ist als 5 


nr TL 


% 


* 
Paulus: Br uneigentliche Punkte 
- eine Linie zu betrachten, die mit ihr in ihrem Ghenuliikeptfe n- 


r\ ‚ten Berührungspunkt convergirt, durch welchen auch die Berü 


‚stimmenden Systems conform. Die homalogen Strahlen. zweier 


» EN N “m - WET A r 
. Ru Y Bix w ni % E%& 
» Ir nd ” 
w * ug 
. « 


rungssehne geht. Man hat also nur nach der Regel IV. durch 

die Endpunkte C und D des gegebenen reellen Durchmessers pa-% 
Wi Richtungen mit den Asymptoten: zu ziehen, um auf der. 

chtung des imaginären Durchmessers die gesuchten uneigent- j 

lichen Hyperbelpunkte C' und D' zu bestimmen; allgemein: a 
- 


Tu, / 
[3 
V. Wenn man von dem Scheitel eines reellen Durch 


messers einer Hyperbel aus zwei Richtungen mit den, 
Asymptoten parallel zieht, so bezeichnen ‚dieselben . 
auf der Richtung des conjugirten imaginären Durch- 
messers die zwei uneigentlichen Hyperbelpunkte. 


Die uneigentlichen Hyperbelpunkte auf allen. stetig aufeinan- 
der folgenden Richtungen der imaginären Durchmesser werden‘ 
offenbar auch eine stetige Punktreihe, eine Linie erzeugen, welch 
meines Wissens vom Standpunkt der neueren Geometrie noch nic 
entwickelt wurde, obgleich sie manches Interessante darbietet. er 
struirt man daher die uneigentlichen Hyperbelpunkte A’ und Bi 
C' und D' dadurch, dass man von den Scheiteln A nd C 
Richtungen AB’ und CD's ‚parallel SS und von den Scheitelr | 
und D die Richtungen BA' und DC" parallel Ss zieht, so ist 
zu untersuchen, wie sich das System der uneigentlichen Hyper-. 
belpunkte A’, C', B', D' zu dem System der eigentlichen Hyper- 
belpunkte A, C, B, D verhalte. Weil nun die Asympt toten. KiNz 
und OT durch die conjugirten Durchmesser OA und 04’, 06 
und OC! etc. harmonisch getrennt werden, so 


Vielstrahll O,TACSA 0,T4'C'S. vr rl 


Weil ferner die Vierecke A: A'BB', CC' DD! BR ae 
sramme sind, so wird man schliessen, dass. der Vielstrahl Aka 


Parallelen $$, CD’, AB’ etc. dem Vielstrahl der Parallelen 7S, 
her 
it 


CD, A'B gleich ist, oder wenn man den Punkt des unendlie 
Raumes, "in weichem alle "diese Parallelen a aa mi 
bezeichnet, so folgt | . % 


Vielstrahl $, ACOR, S, 10. 


ES sind algg die zwei VieletrableR 0, FACH MA SITA co, wii n 
in den Punkten T, A, -C, O der gegebenenHyperbel" convergi- 
ren, den zwei Vielstrahlen O,TA'C'S und 8,CA’C'’O des zu b 


eonformen Vielstrahlenpaare bestimmen aber zwei collineäre Systeme 
(Grundl. $.43). Es ist also das System der uneigentlichen Hy- I 
perbelpunkte €4’C’OS den Punkten TACOS der sn 


R | 
a 
a 


ge IE 4 7% j "7 ae, u 
r > u a u. * 


' ebenfalls a 
‚weil der Punkt O, so wie die unendlich"entfernten Punkte S und 
| 7 T und € sich selbst entsprechende ‘Punkte der zwei Systeme 
8 d, so hat die Curve der uneigentlichen Hyperbelpunkte wie 


gehört. also ebenfalls unter die Klasse der Hyperbeln; und zwar 

at sie mit der gegebenen Hyperbel die Asymptoten gemein- 
'schaftlich. Bemerkt man noch, dass A’B’ und C’D! ete. Durch- 
sser der ee Hyperbel sind, so zieht man de 


Schluss x 
u ae 2 ' ML“ N 


VI. Die Endpunkte der uneigentlichen Durchmes- 
ser einer Hyperbel liegen wieder auf der Curve einer 
‚perbel, welche mit der gegebenen Hyperbel die 
ymptöten | und überhaupt alle Durchmesser gemein- 
‚schaftlich "hat, doch hinsichtlich der letzteren mit dem 
Unterschiede, dass die eigentlichen Durchmesser der 

in Iyperbel zugleich auch die uneigentlichen der 
sind. I 


2 "a a r\ Er 


Re 


"Weil jede Hyperbel durch einen. "eigentlichen und den conju- 
„girten uneigentlichen‘l Durchmesser N uniran bestimmt ist. (Grund- 
i linien,, Aufg. 81. c.), so kantı man diesen Satz auch umkehren und 


ee % 


1CS 
:g 


vi Wii zwei Hyperbeln zwei einander eonju- 
e Durchmesser auf die Weise mit einander semein 
en, dass der eigentliche Durchmesser der einen 
TR zugleich.der uneigentliche dervanderen ist, 
‘so. haben sie auch die Asymptoten und alle anderen 
Durchmesser auf eben dieselbe Weise mit einander 
mein. 


she Jängst sah man sich veranlasst, diese zweite abgelei- 
e Hyperbeläzu unterscheiden, und hat sie mit dem Namen der 
zugeordneten Hyperbel bezeichnet und gefunden, dass sie eine 
BR Begrenzung der imaginären Hyperbeldurchmesser begründe, 
welche es möglich ‚mache, für eine Reihe von Eigenschaften, die 
an der Ellipse wahrgenommen werden, eine Analogie bei der Hy- 
perbe Mpsehzuwoen. Den tieferen Grund für diese Analogie 
Yen je ich durch die im Vorausgehenden gegebene Anschauungs- 
weise aufgeschlossen zu haben, gadgeke De wicht langer hie- 
i erweilen. | 
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N |; 
IN perbescaline; die uneigentlichen Hyperbelpunkte liegen so- . 
der Curve eines Kegelschnitts. Noch mehrt, L 


gegebene Hyperbel zwei Punkte im unendlichen Raume und 
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C. Die uneigentlichen Kegelschnittpunkte auf A 4 
Parallelvielstrahl. | "iy 
Durch dasselbe Mittel und mit derselben Leichtigkeit, we k 
bei’dem uneigentlichen Hyperbeldurchmesser bestimmt man auch 
die Curve, welche durch die einem Durchmesser conjugirten un. | 
eigentlichen Sehnen eines Kegelschnitts erzeugt wird, und es hat 
die Kenntniss derselben um so mehr Interesse, als man hier nicht’ 
blos auf eine einzige Klasse von Kegelschnitten beschränkt ist. 
Gesetzt also, es sei ein Kegelschnitt O (Taf. II. Fig. 4.) mit zwei 
einander conjugirten Durchmessern AB und 9% gegeben, so sind 
alle Richtungen g’, 4’, a, welche mit einem jener Durchmesser, 
etwa mit I, parallel sind, dem anderen AB conjugirt, und. 
die Richtung a, welche durch den Scheitel A dieses Durchmes 
sers geht, berührt den Kegelschnitt. Wenn die Richtungen A; 
den Kegelschnitt nicht schneiden, so bezeichnet der Durchmess 
AB auf denselben doch auch die Normalpunkte @’ und 7° (IL.);” 
construirt man also zu diesen Punkten die Polaren g h im 
Kegelschnitt, so werden dieselben mit dem Durchmesser AB in 
ihren Curvenpunkten die inbeschriebenen Vierecke ACBD und 
AEBF bestimmen, deren Gegenseiten in den uneigentlichen Ke- 
gelschnittpunkten C’ und D', E’ und.F" der Richtungen g’ und" 
convergiren. Weil nun aber.in dem Vierseit ACBD die Diago- 
nale 42 durch die Diagonalen CD und C’D' harmonisch getheilt 
wird, sosind die Punkte DB, A,.@’5G und also auch die Punkte 
B,y; C', C harmonisch, so fern die letzteren durch die Paralle- 
len a, g’, g auf ZC bestimmt werden. Hieraus folgt, ‚dass auch 
der Vierstrahl 4,3yC’C und aus gleichem Grund auch der Vier- | 
strahl A,ByE'E und überhaupt jeder andere ähnlich construirte 
Vielstrahl harmonisch sei. Hieraus schliesst man wieder weiter, dass 
| 


Vielstrahl A,BaCEAR A, BaC'E, 
und da ohnehin 4 
Vielstrahl B,ACEAB,ACE, 


ö u 
so hat man zwei Paare conformer Vielstrahlen, welche in den 
Convergenzpunkten ihrer homologen Strahlenpaare zwei collineäre | 
ebene Systeme bestimmen; es ist also das System der Punkte 
B,4,C', E' dem System der Punkte 3, A, C,E collineär, 
und weil die letzteren der Curve eines Kegelschnitts angehören, 
so liegen auch die ersteren auf der Curve eines Kegelschnitts. 
Diese zwei Kegelschnitte haben überdiess eine perspektivische \ 
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Lage gegen einander, weil ihre Systeme den Vielstrahl B,ACE 
emeinschaftlich'haben. Der Scheitel 3 dieses Vielstrahls ist das 
Centrum und die Richtung a der Scheiteltangente ist, als eine 
Alısn Systemen gemeinschaftliche, “auch durch. das Centrum 
_ gehende Gerade die Axe der Collineation. Weil ferner die Verbin- 
dungslinien CD’ und C’D der sich nicht entsprechenden Punkte 
der, homologen Paare C und C’,:D und D’ in einem Punkt A 
der Axe convergiren, so sind die Systeme überdiess auch noch 
involutorisch. (Grundl. $. 48.) 


> Es ist auch leicht‘ zu ersehen, welcher Art der abgeleitete 
Kegelschniti ist. . Weil nämlich die Richtung des conjugirten 
Durchmessers 9% nicht nur mit der Axe a parallel ist, sondern 
auch den Strahl 3A hälftet, so ist sie die Gegenaxe der zwei 
inyolutorischen Systeme. (Grundl. $.48.) Ist nun der gegebene 
egelschnitt eine Ellipse, so bezeichnet die Richtung der Gegen- 
axe 9%, als die eines Durchmessers, wirklich zwei eigentliche 
unkte ihrer Curve. Diesen Curvenpunkten Y und % des Systems 
der Ellipse entsprechen, als Punkten der Gegenaxe, im System 
des abeeleiteten Kegelschnittes C’AD! zwei eigentliche Punkte 
es Fe Raumes; der Kegelschnitt C’AD'’ ist also eine 
Hyperbel (Grundl. $. 101.), und zwar sind die Richtungen ST und 
ST, welehe mit Afl.und A% parallel gezogen werden, die Asyl 
aiäten der Hyperhel. 


Ist der gegebene Kegelschnitt eine Hy perbel, so trifit die 
Richtung de Gegenaxe, I, als die eines imaginären Durchmes- P 
sers; welcher. dem reellen Durchmesser AB conjugirt ist, keine wr 

eigentlichen Pünkte der Hyperbelcurve, es geht also auch die 

homologe'Gerade des abgeleiteten Kegelschnitts, welche im un- 

lichen Räume liegt, durch keine eigentlichen Punkte dieser 
Be, und dieselbe ist daher eine Ellipse. (Grundl. $. 100.) 


g, Ist endlich der gegebene Kegelschnitt eine Parabel, so liest 
er Scheitel A und also auch die Collineationsaxe « im endlichen 
Gncı der andere Scheitel 3 des Durchmessers aber, d. i. das 


ontrum der Üollineation, liegt im unendlichen Raum, die zwei 

ysteme sind also affn und der abgeleitete Kegelschnitt ist da- 
her eine Parabel, ja noch mehr, die. Systeme dieser zwei Para- 
beln sind, weil sie involutorisch, nicht blos aflın, sondern auch 
. uniform (Grundl. $. 45. a.), die zwei Parabeln sind also congruent. 
| Oder wenn man.alle diese Resultate zusammenfasst: 


vll. Die uneigentlichen Sehnen, welche einem 
Durchmesser eines. Kegelschnittes conjugirt sind, 
sehen ebenfalls wieder einem Kegelschnitt an, wel- 
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cher mit dem gegebenen Köselilhnite den sie 
und den conjugirten Durchmesser gemein hat. Dab« 
ist noch besonders zu bemerken: J, w ug 


a) dass einer dieser zwei Kegelschnitte eine Hy 
perbel ist, wenn der andere eine Ellipse.ist und um 
gekehrt, und dass die Asymptoten der Hyperbel re 
Seiten des Vierecks parallel gehen, welches durch die 
gemeinschaftlichen conjugirten Durchmesser bestimmt 
wird; | 


d 
b) dass der eine derselben eine Darkbel ist, so oft 
der andere diese Gestalt hat, und dass diese zwei Pa- 
rabeln einander congruent sind; | 


3 
c) dass die zwei Kegelschnitte eine Aadelgs Ben 
rührung haben; n R 


d) dass sie sich in involutorischer, perspektivi- 
scher Lage befinden, so nämlich, dass ein Scheitel 
des gemeinschaftlichen eigentlichen. Durchmessers 
das Centrum, und die Tangente des anderen Sc els 
die Axe und der gemeinschaftliche conjugirte Durch- 
messer die Gegenaxe der involutorischen "Collinea- 
tion ist. ki N 

Weil ein Kegelschnitt durch zwei conjueirte Durchmesser be- 
stimmt ist, von welchen bekannt ist, ob sie zur Gattung der 
eigentlichen oder uneigentlichen gehören, so kann man len. vor-' 


u 


ausgehenden Satz auch umkehren und sagen: EE 


IX. Wenn zwei Kegelschnitte ein Paar verdge 
Durchmesser gemein haben, von welchen dh Bei 
beiden Kegelschnitten ein eigentlicher, der "andere 
aber in dem einen ein eigentlicher und in dem anderer 1 
ein uneigentlicher ist, so sind die dem gemeinschaft | 
lichen eigentlichen Durchmesser conjugirten eigen | 
lichen Sehnen des einen Kegelschnitts zugleich auch) 
die uneigentlichen Sehnen des anderen Kegelschnitts 


Dieser: Umkehrungssatz führt noch weiter.‘ In der Hyperbel 
können nämlich zwar nur diejenigen. Sehnen uneigentliche sein 
welche einem eigentlichen Durchmesser conjugirt sind; in in 
giebt es daher für jedes Paar conjugirter Durchmesser nur ein 
einzige Schaar uneigentlicher Sehnen, welche einer Ellipse ange- 
hören. In der Ellipse dagegen, die nur eigentliche Durchmesser‘ 
hat, denen immer auch uneigentliche Sehnen conjugirt Bi 


T » 
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| es für es Paar conjugirter Durchmesser: auch zwei Schaaren 


| = n Sehnen, die mit zwei conjugirten Durchmes- 


allel sind und zwei Hyperbeln angehören. Jede dieser 
. Hyperbeln hat dieselben zwei Durchmesser mit der Ellipse gemein, 
Hur ‚mit dem Unterschiede, dass derselbe Durchmesser in der einen 
iyperbel als ein eigentlicher und in der anderen als ein ’unei- 
inlicher figurirt. Hieraus folgt aber, dass diese zwei Hyper- 
bein zugleich auch noch in dem Verhältniss stehen, dass die eine 
Hyperbel die uneigentlichen Durchmesser der anderen enthält. (VIl.) 


-—_ X. Die zwei Hyperbeln, welche in einer Ellipse 
‚durch die uneigentlichen Sehnen erzeugt werden, die 
zweien conjugirten Durchmessern parallel gehen, 
stehen auch u tereinander in dem Verhältniss, dass 
ü° eigentlichen Durchmesser der einen zugleich auch 
nt uneigentlichen Durchmesser der anderen sind. 


XI. Wenn man zwei einander zugeordnete Hyper- 
beln hat (d. h. in welchen die eigentlichen Durchmesser der 
einen ie uneigentlichen der anderen sind) und wenn man zu 

Men nnetatdiiüten Durchmesser derselben die 
Ellipse der eonjugirten uneigentlichen Sehnen con- 
struirt, so ist diese Ellipse zugleich.auch die Curve 

„welche die dem anderen conjugirten Durchmesser der 


Anderen Hyperbel parallelen, uneigentlichen Sehnen 
ein schliesst. 


N % 
" 


FE. 
| ee D. Die uneigentlichen Tangenten eines Punktes. 


Die in einem Punkte eines Kegelschnitts convergirenden 
nungsstrahlen der in jenem Punkte convergirenden, conjugir- 
n, involutorischen Strahlen heissen die uneigentlichen Tangenten 
es Punktes. Diese uneigentlichen Tangenten der inneren Punkte 
m die uneigentlichen Kegelschnittpunkte der äusseren Richtungen 

hen nun zwar in einem Verhältniss der Reciprocität, und es 
önnte desswegen scheinen, dass es gerathener gewesen wäre, 

die reciproken Sätze gleiehzeitig zu entwickeln und neben einan- 
"der zu stellen. Allein ein’ tieferes Eingehen zeigt, dass dieses 

| hältniss der Reciprocität keine durchgreifende Dualität begrün- 
| ae indem bald bedeutende Unierschiede sich einstellen, welche 
em Fall der uneigentlichen Tangenten eine gewisse Eigenthüm- 
lichkeit verleihen. Ein Grund dieser Verschiedenheit wurde schon 

' #beim einstimmigen involutorischen Vielstrahl in der früheren Ab- 
handlung Seite 182. erwähnt. Obgleich nämlich in einem solchen 
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Vielstrahl jede Transversale in einer involutorischen Pünktreihe 
geschnitten wird, so stimmen doch die Normal und Ordnungs- 
strahlen der Reihe nicht mit den Normal- und Ordnungsstrahlen 
des einstimmigen involutorischen Vielstrahls überein, wie diess 
allerdings bei den"Ordnungspunkten der entgegengesetzten Invo- 
lution der Fall ist, sondern es findet diess vielmehr nur in dem 
besonderen Falle Statt, wenn die Transversale auf dem Normal- 
strahle des Vielstrahls senkrecht steht. Diese Unterschiede, 
welche schon an den einförmigen involutorischen Grundgebilden 
zu bemerken sind, offenbaren sich noch gewaltiger in dem Polar- 
system eines Kegelschnitts und heben rollstähdig die Dualität 
auf, welche hinsichtlich der involutorischen Punktreihen und der 
involutorischen Vielstrahlen erwartet werden könnte, sobald man 
nämlich dieselben in Betreff ihrer Normal- und Ordnungselemente 
'zu vergleichen sucht. Diese abweichenden Verhältnisse veran- 
lassten mich, den Fall der uneigentlichen Tangenten von demje- 
nigen der uneigentlichen Dünkte, zu trennen und einer besonderen 
Bätrahtung zu unterziehen. er. di 


Was nun zunächst die Construktion der uneigentlichen Tan- 
genten selbst betriflt, so ist vorerst zu bemerken, dass sie, wie 
die entsprechende über die uneigentlichen Punkte einer äusseren 
Richtung, dadurch jederzeit gelöst werden kann, dass man die 
Ordnungsstrahlen des durch die conjugirten Richtungen gebildeten 
involutorischen Vielstrahls nach der Seite 181. XXI. Bds. dieses 
Archivs angegebenen Regel mittelst eines Hilfskreises aufsucht. 
Allein auch hier ist diese Construktion ungenügend und man ist 
darauf hingewiesen, eine direkte Auflösung ohne Hilfscurve auf- 
zusuchen. Diess hat, so lange man sich noch auf’s Allgemeine‘ 
beschränken will, keine Schwierigkeit, denn so lange nicht na 
den Normal- und Ordnungszahlen selbst gefragt wird, gelten noch 
die Dualitätsgesetze der Reeiprocität. In der That, wenn es sich 
blos darum handelt, zu jedemyStrahl eines gegebenen Punktes 
den conjugirten zu finden, so leisten die bei I. angeführten Sätze, 
wenn man ihre reciproke Form aufsucht, die nöthigen Dienste 
Wenn zwei Ecken..eines um einen Kegelschnitt beschriebenen 
Dreiecks sich auf zwei einander conjugirten Richtungen bewegen, 
so bewegt sich auch das dritte Eck des Dreiecks auf einer Ge- 
raden, nämlich auf der Polaren des DODyETE Enz RD jener. zwei 
eonjugirten Richtungen. Dieser Satz führt sodann zu Kireniigg 
Construktion der conjugirten Richtungen: 


X. Wenn zwei Tangenten eines Kegelschnitts 
von einer dritten Tangente geschuitten werden, 80) 
sind jede zwei Richtungen einander eönjugirt, Iche 
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durch die Schnittpunkte der letzteren Tangente gehen 


und in einemy Punkte der Berührungssehne der zwei 
BA FM s m r & PR 
ersteren Tangenten convergiren. 


Wehe Richtigkeit dieses Satzes ist auch leicht durch die be- 
u Eigenschaften des umbeschriebenen Vierseits nachzuwei- 
en. Werden nämlich die Tangenten AF und DF (Taf. IM. Fig. 5.) 
durch eine dritte Tangente in den Punkten 3 und € geschnitten 
und zieht man durch die Schnittpunkte 3 und C zwei Richtun- 
gen, die auf der Berührungssehne MR der zwei ersteren Tangen- 
ten in dem Punkte © eonvergiren. und zieht man nun noch eine 
Sehne NS, welche durch den Berährungspunkt N der dritten 
Tangente und durch den Punkt O geht, und construirt man. .end- 
lieh auch noch die Tangente des Punktes S, welche die zwei 
ersten Tangenten in den Punkten A und D schneidet, so ist 
ABCD ein umbeschriebenes 'Vierseit, dessen Diagonalen AC, 
BD und EF durch die Convergenzpunkte O, O', 0" der Gegen- 
seiten des inbeschriebenen Vierecks INRS gehen, welches mit 
s&inen Ecken in den Berührungspunkten des. umbeschriebenen 
Vierseits liegt. Es ist aber bekannt, dass 00'’0” ein Polardrei- 
eck n in welchem jede zwei Seitenrichtungen, also auch 00' 
und 00" oder OC und OB, einander: conjugirt sind. 


Obgleich nun aber der Satz XII. ein bequemes Mittel dar- 
bietet, um in jedem Punkt,O zu einer gegebenen Richtung OB 
die conjugirte OC zu construiren, sn leistet er doch für die Con- 
struktion der Normal- und Ordnungsstrahlen des Punktes O nichts. 
"Auch sucht man umsonst die Construktion der Normal- und Ord- 
ntngspunkte ‘der involutorischen Punktreihen in ihre .reciproke 
Form umzuwandeln und dadurch zum erwünschten Ziele zu gelan- 
gen; Man, überzeugt sich im Gegentheil, dass die Dualität eben 
hier aufhört, wo man zu diesen Hauptelementen der Involution 
übergehen will. Bei der geraden involutorischen Punktreihe, welche 
im Polarsystem eines Kegelschnitts durch die eonjugirten Punkte 
einer Richtung gebildet wird, ist ein Normalpunkt als der Punkt 

‚s unendlichen Raumes bekannt, und der andere im endlichen 
Zaum wird durch den conjugirten Durchmesser auf jener Rich- 
tung sogleich bestimmt; bei dem involutorischen Vielstrahl, wel- 
cher durch die in einem Punkt convergirenden Richtungen eines 
Polarsystems gebildet wird, ist weder ein Normalstrahl von selbst 
wer, noch kann der andere durch sein Verhältniss zum Mit- 
telpunkt des Kegelschnitts bestimmt werden. Der Mittelpunkt 
des Kegelschnittes erhält seine Bedeutung durch seine Beziehung 
zu den: involutorischen Punktreihen des Kegelschnitts, er ist näm- 
‚lich der constante Normalpunkt für alle durch ihn ‘gehenden Rich- 
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tungen, und auf allen’anderen Richtungen wird der'Norm 
durch den ihnen conjugirten Durchmesser bezeichnet. - Für c 
involutorischen Vielstrahlen der Kegelschnittpunkte hat der Mit 
telpunkt keine andere Bedeutung als jeder andere Punkt; er hat 
auch seine Normalstrahlen, die Axen, und seine Ordnungsstrah- 
len. In dieser Hinsicht sind vielmehr die Brennpunkte des 
Kegelschnittes ausgezeichnet, denn es ist der involutorische Viel- 
strahl jedes Brennpunktes rechtwinklig, d. h. ‘es sind jede zwei 
Richtungen, die in ihm convergiren und senkrecht auf einander 
stehen, conjugirt; es können also jede zwei. solche Rich ngen 
als Normalstrahlen betrachtet, werden. Auch dienen die - 
punkte zur Construktion der Normälstrahlen jedes anderen Punk, 
tes, wie folgende Regeln angeben: 

Xll. Die Normalstrahlen eines I - 2 
unbestimmt, es bilden die, conjugirten Richtungen 
eines Brennpunktes einen rechtwinkligen involutori- 
schen Vielstrahl, in welchem jedes Paar auf einander 
senkrechter Richtungen als Normalstrahlen betrach- 
tet werden können. “or i 

XIV. Die. Normalstrahlen irgend eines 5% 
Punktes in dem Polarsystem des Kegelschnitts sind 
die Halbirungslinien der Winkel, die durch die in jenem 
Punkt convergirenden Brennstrahlen gebildet werden. 


XV. Für einen Punkt auf der Richtung.einer Er 
sind diese Axe selbst und dieauf derselben senkrechte 
Richtung zugleich auch die Normalstrahlen. " 


„Diese Sätze wurden von Professor v. Staudt in seiner „Geo- 
metrie der Lage Seite 208.“ einfach dadurch bewiesen, ‚dass”er 
die Punkte untersucht, in welchen die Axen durch zwei senkrecht 
auf einander stehende conjugirte Richtungen geschnitten werden. 
Zwei solche Punkte haben nämlich die Eigenschaft, dass jede 
zwei durch sie gehenden und auf einander. senkrechten Richtn- | 
gen conjugirt sind, und dass sie, wenn sie auf der grossen A: 
der Ellipse oder auf der reellen Axe der Hyperbel liegen, die 
Brennpunkte harmonisch trennen. leh erlaube mir, bei dieser 
Gelegenheit auf die Wichtigkeit dieser Sätze aufmerksam zu machen. 
Sie schliessen das Wesen der Brennpunkte auf; sie & zeigen,.dass 
die Brennpunkte für die involutorischen Vielstrahlen eines Kege 
schnitts dieselbe Bedeutung haben, wie der Mittelfunkt für 
“ involutorischen Punktreihen; sie zeigen ferner, dass im Kreis die 
conjugirten Durchmesser nur desshalb senkrecht auf einander stehen 
weil im Mittelpunkt des Kreises die Brennpunkte vereinigt, sind; 
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1, warum zwei Kegeischnitte, wenn sie einen Brennpunkt 
je haftlich haben, auch zugleich in ihm einen Vielstrahlge- 
"meinschaftlich haben, und desshalb für diesen Brennpunkt als Cen- 
‚trunt perspektivisch collineär sind. 


Es ist nun noch übrig, zu untersuchen, wie man von den 
Er. aus auch zu iR Ordnungsstrablen eines Punktes 
‚gelangen kann. Hat man nun für einen nach Belieben gegebenen 
Punkt P (Taf. Il. Fig. 6.) die Brennstrahlen PF und PF’ und 
‚die Normalstrahlen AB und CD, d.h. also die Halbirungslinien 
des Winkels FPF' und seines Nebenwinkels construüirt, so wird 
"das Viereck ACBD, welches durch die Normalstrahlen auf der 
"Curve bestimmt wird, zum Ziele führen. Die Richtungen PG und 
Br welche den Punkt P mit den Convergenzpunkten der Gegen- 

eiten dieses Vierecks verbinden, sind nämlich ebenfalls .conju- 
“girt, als Seiten des zum inbeschriebenen Viereck gehörigen Po- 
lardreiecks PGE. Vermöge einer bekannten Eigenschaft des 
Vierecks werden aber die Richtungen AB und CD durch die 
Richtungen PG und PE harmonisch getrennt, und folglich wer- 
den die Richtungen AB und CD, weil sie zugleich senkrecht auf 
einander stehen, die Winkel der Strahlen PG und PE halbiren. 
Diess zeigt, dass die Strahlen PG und PE die Ordnungsstrahlen 
des involutorischen Vielstrahls /P sind; oder weil diese Ordnungs- 
strahlen die uneigentlichen Tangenten des Punktes P heissen, 
so folgt: 


XVI. Die zwei uneigentlichen Tangenten eines 
unktes im Innern eines Kegelschnitts gehen durch 
Aie* Convergenzpwnkte der Gegenseiten desjenigen 
Winbeschriebenen Vierecks, dessen Ecken durch.die 
Normalstrahlen jenes Punktes bezeichnet werden. 
5,7 


. #E. Die uneigentlichen Tangenten der Ftte einer 
4 
N Axe. 


| & " Construirt man die uneigentlichen Tangenten, welche in einem 
er einer Axe eines Kegelschnittes convergiren, mit einiger 
Aufmerksamkeit, so entdeckt man auch die Gestalt der Curve, 
Fate durch alle in den Punkten einer Axe convergirenden un- 
ee: Tangenten eingehüllt wird. Die Normalstrahlen eines 
chen Punktes E (Taf. II. Fig. 7.) sind die Axe AB und die in 

dem Punkte. E senkrecht zu ihr stehende Sehne CD. (XV.) 

_ Durch diese Normalstrahlen wird das Viereck ACBD bestimmt, 
Was die Convergenzpunkte C' und D! seiner ‚Gegenseiten mit 
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dem Punkte E verbunden liefern sodann die uneigentlichen 1 
genten EC' und ED! des Punktes E&. (XVL) Hiebei ist, Er 
nicht zu übersehen, dass dieser Construktion gemäss die Rich- 
tung C’D' die Polare des Punktes Z und also’ senkrecht zur 
Axenrichtung AB ist, dass ferner der Punkt Z’, in welchem diese 
Richtung von der Axe geschnitten wird, der Normalpunkt dersel- 
ben (II.), und dass die Punkte C’ und D’ selbst die uneigent- 
lichen Kegelschnittpunkte, der Richtung C’D’ sind. (IV.) Nun 
weiss man ferner aus VIH.,. dass das System der uneigentlichen 
Kegelschnittpunkte auf den der Axe AB conjugirten Richtungen 
einen Kegelschnitt zusammensetzen, der dem gegebenen. Kegel- 
schnitt für den Scheitel 3 als Centrum und die Scheiteltangente 
a als Axe involutorisch collineär ist, und hieraus folgt, dass also Eu 
die Punkte C und €’, D und D', E und E' oe Punkte, 
und folglich CE’ und C’E, DE’ und D’E homologe er 
dieser Systeme sind. Es ist äber nach einem bekannten Satze 
über das inbeschriebene Viereck die Richtung CD die Polare des 
Punktes EZ’, die Richtungen CE’ und DE’ sind also Tangenten 
des gegebenen KegeläChnittes CAD; die homologen Richtungen 
C'E und D'E des collineären Systeniä werden also ebenfalls den 
homologen Kegelschnitt C’AD' berühren und mit CE’ und DE’ 
in-den Punkten y, ö der Axe convergiren..Es folgt: 


XVH. Die zwei uneigentlichen Tangenten eines 
Punktes auf derAxe eines Kegelschnitts sind zugleich 
auch die eigentlichen Tangenten desjenigen Kegel- 


schnitts, welcher die uneigentlichen, derselben Axe#s. 


conjugirten Sehnen des Kegelschnitts einschliesst; 
die uneigentlichen Tangenten, welche in den Punkten 
einer'Axe convergiren, hüllen also einen Kegelschnitt 
ein, :und zwar ist.diess zugleich derjenige, welcher 
auch die uneigentlichen, ‚derselben Axe conjugirten 
Sehnen einschliesst. er | 

Diese schöne doppelte Uebereinstimmung der zwei Kegel- 
schnitte findet nur dann Statt, wenn dieselben die Richtung’ einer 
Axe mit einander gemeinschaftlich haben. Im Kreis allein, wo. 
alle Durchmesser die Eigenschaft der Axen theilen, ist jene Ueber 
einstimmung allgemein. Die Hyperbel, welche zugleich die un- 
eigentlichen, einem Durchmesser des Kreises eonjugirten Sehnen 
einschliesst und von den uneigentlichen Tangenten ‚der Punkte 
jenes Durchmessers eingehüllt wird, hat mit dem Kreise ein Paar 
conjugirter Durchmesser gemein, (VIlL.), und ist also gleichseitig,. 


oder: u ia 
XVII. Die Curve, welche zugleich die uneigent- 
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chen, einem Kreisdurchmesser conjugirten Sehnen 

chliesst und von den in den Punkten jenes Durch. 
‚ssers convergirenden uneigentlichen Tangenten 
eingehüllt wird, ist.diegleichseitige Hyperbel, welche 
jenen Kreisdurchmesser zur reellen Axe hat. 


Dieser Satz verdient desshalb eine gewisse Beachtung, weil 
er von einer neuen Seite her die Gestaltsverwandtschaft dieser 
zwei Kegelschnitte bestätigt, ja sogar die gleichseitige Hyperbel 
unmittelbar in den Bereich des Kreises hereinzieht. Auch die 
besonderen Eigenschaften der gleichseitigen Hyperbel können von 
diesem Standpunkt aus leicht erkannt werden, so namentlich die 
Erzeugung der gleichseitigen Hyperbel durch zwei gleiche pro- 
jektivische Vielstrahlen. Betrachtet man’ z. B. in Taf. IN. Fig. 8. 
" die homologen Richtungen AC und AC', AE und AE', welche 
"die Richtungen ‘des Durchmessers AB und der Scheiteltangente 
a harmönisch theilen, so folgt, weil im Kreise die Scheiteltan- 
 gente stets senkrecht auf dem-Durchmesser steht, dass 


ZLaAl= ZaAl' 


AR (Grundl. $. 72. d.) 
aAE= La 


während im Kreise wie bekannt: 
| LaAC= LZABC, 
ZLaAE = ZABE; 


E34 
"so folgt 
3 "ZLaAC'’=ZABC, 


| LaAE'=_LABE; 
oder es ist Vielstrahl 3,AC’Ei= A,aC'E': 


> } s 

Der Satz XVII, giebt auch ein leichtes Mittel an die Hand, 
um die Winkel der uneigentlichen Tangenten seines Kegelschnit- 
tes, welche in Punkten ihrer Axen convergiren,: mit einander zu 
vergleichen ,„ weil jener Satz den Fall der uneigentlichen Tangen- 
ten eines solchen Kegelschnitts sogleich in denjenigen der eigent- 
lichen Tangenten eines anderen Kegelschnittes verwandelt. Will 
man die auf diese Weise sich ergebenden Gesetze in Worte fas- 


| sen, so ist daran zu erinnern, dass die Neigung zweier Linien 
| stets durch den kleinsten Winkel, den sie mit einander machen, 
| nie also durch ‚einen stumpfen Winkel, sondern stets durch den 
| 


7 


spitzen Winkel, den Nebenwinkel des ersteren, gemessen werden 
Theil XXI. 10 
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soll.’ Diess vorausgesetzt wird. man. vermittelst: XVII. 1 
gende Sätze finden: nf an ER 


XIX. In der Ellipse finden. hinstehllich oe; 
kel, welche die uneigentlichen Tangenten. der Axen- 
punkte bilden, folgende Gesetze Statt: N | 


a) der Winkel der "uneigentlichen Tangenten. des 
Mittelpunktes ist spitz, und. zwar liegt die grosse 
Axeim spitzen Winkel und die kleine Axe in er. 


stumpfem Nebenwinkel; R 


b) in den Scheiteln der Axen ist Hi ofen _. 
absolutes Minimum; | 


c) in den Punkten der kleinen Axe wächste er BR 
vom Scheitelbis zum Mittelpunkt; a RT - 


d)in den Punkten der grossen Axe wächst, er le 
tig vom Mittelpunkt bis zu den Brennpunkten, woer 
sein absolutes Maximum erreiöhte & 


e) von den Brennpunkten aus gegen die benachbar- 
ten Scheitel nimmt er stetig ab und erreichtin den 
Scheiteln selbst sein abslırtas Mipimum: \ 


XX. In der Hyperbel befolgt Tea Winkel, welcher 
durch die zwei in einem inneren Punkt der reellen 
Axe convergirenden uneigentlichen Tangenten gebil- 
det wird, folgendes Ste gesetz? er erreicht inner-#+ 
halb jedes Hyperbelastes im Scheitel und im Punkt 
des unendlichen Raumes sein absolutes Minimum, 
wächst mit der Annäherung an den Brennpunkt und 
erreicht in dem Brennpunkte selbst sein absolutes 


Maximum. 5 & Wu 


ÄXl. Die Parabel verhält sich bißsrehatgich de: 
Winkel, welche die uneigentlichen in den inneren 
Punkten ihrer Axe convergirenden Be Sa ein- 
ander machen, ganz wie die Hyperbel. 


Zum Schluss mag, noch bemerkt werden, dass dienen ‚Sätze 
unter Anderem auch zeigen, dass in dem Polarsystem; eines: Ke- 
gelschnitts keine Punkte gefunden werden, welche mit‘ u 


punkten die Eigenschaft theilten, dass der involutorische Viel- 
‚strahl ihrer conjugirten Richtungen. rechtwinklig" w. Denn ein 


solcher Punkt existirt nach den vorausgehend n.S 
‚Richtungen der Axen nicht, und dass auch. 


er 


* v 


D Te: = schief auf wi ihm ‚conjugirten Richtungen 
was nicht s sein könnte, wenn in irgend einem Punkte nur 
| klige Richtungen einander eonjugirt v wären. *) 


a Er ui ni , ar 
er ms 6% ur \ Br dr ’ “ 
* r 6 z 


XII. 


„ Ueber die Fusspunkten - - Flächen. 


Von. 


er Herrn 'L. Mossbrugger, 


Lehrer der Mathematik an der Kantonsschule zu Aarau. 


n 
Wenn eine Fläche Z durch eine Gleichung zwischen drei 
rechtwinkligen Coordinaten x, y, z, und.ausserhalb derselben ein 
Punkt P mittelst” seiner ebenfalls rechtwinkligen Coordinaten 
@, P, y gegeben ist, und man denkt sich die ganze Fläche F durch 


En: ununterbrochene Folge von tangirenden Ebenen umhüllt, und 
ä 


illt von P auf jede he Ebenen einen "Perpendikel, so bilden 
die Fusspunkte dieser Perpendikel eine neue Fläche f, welche, 
analog mit den oft behandelten Fusspunkten-Curven, die Fuss- 
punkten-Fläche der Fläche F genannt wird. Der feste Punkt 
P heisst, in Beziehung auf die Fläche fi; ihr Pol. Die Coordi- 
naten des Fusspunktes eines solchen Perpendikels seien T, u, v. 
Hat man nun z, y, z und ihre. Ableitungen als Funktionen von 
t,-u, v vorgestellt, so: dass sie unter der Form: 


ET 
eh Rz= pt. u,v); y=vi(t, u, v); zahlt, ",0) 


erscheinen, so kann man aus diesen und der Gleichung der ‚Fläche 
A : emiinren‘ wodurch man die ‚Gleichung. 
den etliche erhält. 

| n den vorgezeichneten Gang der Aurlökig sogleich 
" auführen, u 


Das in die Abhandlung öfters ae Zeichen 7 N hednatat 
a: I ra G. 


310? 
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pehner diesem zufplge an, die seßgbene. Fläche sei: 


2” 


Mossorusge r:' Ueber die Pusspunkten 


I. Ein dreiachsiges Ellipsond, Sa auf f den. Mitt 


punkt bezogene Gleichung ist: 


dr 
a y 


Hau 
b12c 222 + a, 24 223 + a, 20,72? a . ”r “ 


(dl) 


$ # 


Ferner ist die Gleichung der durch den Punkt (t, u,v) Sehrnden 


und das Ellipsoid (1) in einem Punkt 2 Y2) Ag a tengen Ebene: 


Fir u Sr IE (u— nn 


o 


Endlich sind die Gleichungen des vom Punkt («, pri : ü 


Ebene (2) gefällten Perpendikels: 


Be) | +e—y=0 


(1-0) Fi Kein. ” 
Aus (1) und (3) folgt: 
dz 2 u 
ga 0 om 
m Gy N. am . 
y\ ba 8, 


Verbindet man diese Beiden Gleichungen mit der in (2), so findet 


man nach einigen Reductionen: 


a2 (t—e)! v(—y) + tt.) + Laß } 
a + ai (u—P)?+ 2)? 


— Tiars Tape DT ae Fe 


| 2ER )+ tt) +ulu—B)) 
rl ae ea +0,20)? 
Diese Werthe von 2, y, z in )) substituirt geben: 


(8) 


Du HP -1a 2-26 Br Ne Nr 


welches die Gleichung der gesuchten Fläche ist. 


1) 


E 


= 


Wy-, 


Setzen wir in dieser Gleichung, i+t, . ar statt 


t, u, v, so erhalten wir folgende: 


Aolo—y) + (a8) 4)’ +u 4)? — ar Bar Bi ut) 
+t(o + u + 1)? — yo’ — Bu’ — at’ }2 — cv’? +6,20? + a, 2,12 


+28 (1-0) &,?+u' (u—P) 6? +0 oa? 


. (6) 


” 


& 


% 


M 08807 u99 er: Ueber die a 
Diese Gleielinne wird Hakiadipt durch !=0, u '—0, !’=0; 
ie Pc : 


Mr Setzt man den Punkt ? in den Coordinatenanfang, so wird # 
% ee =, und die Bisonae (5) wird zu 


ee +24 We a2 ut 202 Sa 807) 


er Dieses Test die Gleichung derjenigen Fläche, welche Fresnel 
in, seinen Untersuchungen über doppelte Strahlenbrechung die 
ber: fläche der Elasticität nennt, und deren Eigenschaften 


bereits in allen besseren Lehrbüchern der Physik AnleBEy2 sind. 


/ " bemerken hierbei noch, dass 


vew—y) tuw—- PB) +trt—)=0 . .. . Ö 
die Gleichung einer Kugel ist, deren Coordinaten des Mittelpunkts 


er 
DYH 27 
Die Gleichung der Durchschnittscurve dieser Kugel mit der 
Fläche (5) ist daher: 
#.a,?(t— 0)? + 51,?(u—P)? + c1?W—Y)? 0. ur 
Diese Gleichung gehört aber einem Punkte an, dessen Coordina- 
„ten a, ß, Y sind, woraus hervorgeht: 


1) dass die Kugel (8) nur den Punkt P mit der gesuchten 
Fläche (5) gemein hat; 


5 sind, und deren Radius = Vo? +ß?+7?2 ist. 


3) dass die Oberfläche der. vorgenannten Kugel der geome- 
trische Ort aller vielfachen Punkte von einer unendlich grossen 
Anzahl Fusspunkten- Flächen einerlei Art ist. 


‚II. Sei die gegebene Fläche ein eintheiliges Hyperboloid, 
dessen Gleichung: 


# xp 


Erin BE). (ZN a wg 


ist. . ae ai 
Weil‘ hier . 


FA een &, — 0 dz 2]: c CYy_ BP u—ß 2 Rr Fr 
da “ur v—y’ dy bar v—y 


so, findet man. wie vorhin mittelst der Gleichungen 1. &, 9: 


r» 3 
k ‚ F# Pe 


£ “rs ’ 


q Herer dr nun en - Fi 


Eee e om 


3 
ee E 
SEE REDNER Ai 


Diese Werthe in (I) substituirt geben für de iichung ie ai 
suchten Fläche: ’ 


ae) +uu-— KERN EIR EEE 0, . @) 
Setzen wir in dieser Gleichung e—p= ET so RR 
2 +u24+ „22 — a2 + u —1,0% 


Wir wollen untersuchen, ob es,nicht möglich. ist, diese Fläche 
durch eine oder mehrere Ebenen in Kreisen zu schneiden; es 
$ 


sei desshalb 
Mt4 Nu+ Po» Z0 SR ."a)® 


die Gleichung einer durch den Coordinatenanfang gehenden Ebene 
und E 


24 BERKER” TEN FE En 
die einer TRügel;” aus 16) und (5) folgt: 


0%= 0,21? 4 bu 2—cy292, Re in (6) R 


” art * 


” Aus (4) ist ober 


“ 
ER Mt + Nu % 
HP us in 

Dieser Werth von v in 6) und (6) eingeführt gibt: 

’ P2? + P2u2 +(Mt-+ Nu)= = | 

a2 P22 4b, 2Pr> — SEAN P2g4 7 a 


Vervielfachen wir die erste dieser Gleichungen. mit 2 nn: seen | 
den daraus resultirenden Werth von Frei demjenigen von n Pop 
aus der letzteren gleich, so erhalten wir: M 


o*(P%+ MP) +-0°(P24+ Nu? +2 MNg BR. 
= (P?a,?— Bu EP?" mente 
Aus dieser Gleichung folgt: | Se ® 


ud er ww 
ü u; 


57 y 
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92. (P2+ 9) = Pa ?— Mc? En 
BP + ND=P Ne, 
MN®=—MNe,2. 


„a 
Diesen on kann zugleich nur genügt werden, wenn einer 
de efficienten M,N und 2 verschwindet, d. h. wenn die schnei- 


e Ebene durch eine der Coordinatenachsen geht. 


E; Bogen wir die schneidende Ebene zuerst durch die’Achse der 
etzen also M= 0, so erhalten wir aus den drei letzten Glei- 


ungen: 

.ä Ba, 

Naay m“ : ET und = 

Dieser Ausdruck ist aber nur dann reell, wenn d,>a, ist; in 
diesem Falle gibt | es alzs wesen des doppelten Zeichens des 


= N 
He. von. Di nur zwei "durch die Achse der t gehende KEbe- 


nen, welche die Fläche (3) in Kreisen schneiden; die Gleichun- 
gen dieser beiden schneidenden: Ebenen sind alsdamn: 


52.012. 
ar ek a N 


b1? — di? A) 
ya +00 
+ ahner 


Um die Mhihe des Kreises zu finden, in welchem die erstere 
dieser Ebenen die Fläche (3) schneidet, so bezeichnen wir mit 

9, den Winkel, welchen die positive Seite der Ebene (if, «) mit 
der Ebene dieses Kreises bildet, und nehmen ı, vı als die Coor- 
dinaten in der Ebene des Kreises selbst,. so ist: 


(7) 


* r 


| b17— u? 
er — zu in —h o ya 5 N 
u d, C0S Y , vv, sing, , t=h, {89 at? “ 
as 
# 5 b2— a? rc 
‘m “in vet i 1 u / 1 Mr; 
sn Qı d,2+ 0,2 91 b2+c 1a:E 9,28 
Er. } 
mithin. & * ü 
> 
u " RL V—V va il ö 
1 b2 +07 5 b2+c2 } 


Er ö N; | 
Führen wir diese Werthe von it, vw und » in .der Gleichung (6) 
ein und bemerken, dass e=a, ist; so.erhalten: wir. für die Glei- 


%, 
us 0 


5 a 


& 


» sem Fu m A 
8 Mr! a y ® 


u. 
R er 
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» chung des Kreises, in-welchem die Fusspunkten-Fläche Mer 
ersten Ebene in (7) geschnitten wird, folgende: a 


[ t e % mad Be h 
1) + & =1. Be a I ie (8) 


Die zweite Ebene in (7) schneidet die F läche (3) in einem gleichen 
Kreise, nur hat jene in Beziehung auf die Ebene (1, u) entgegen- 
gesetzte Lage. R er 
Lassen wir die Ebene (4) durch die Achse der gehen, neh- 
men also N=0 an, so erhalten wir aus den drei obigen Be- 
stimmungsgleichungen: i RT 


2 u EEE 
nme ae FE 


M ’ 
Dieser Werth von P wird nur reell, wenn a, >, ist; in diesem 
a FR 
Fall erhalten wir wieder wegen des doppelten Vorzeichens Be 


Ebenen, welche die Fläche (3) in Kreisen schneiden; die Glei- 
chungen derselben sind: 7 


2# vo “E LH | 


b1?-+c12 


(9) 


Die Gleichung des Kreises, in welchem die erste dieser Ebenen 
die Fläche (3) schneidet, ist, ‘wenn ı, und ©, die“Coordinaten 
desselben in seiner Ebene selbst bezeichnen: 


Up\” NN 


Die zweite Ebene schneidet die Fläche (3) in einem gleichen Kreise 
wie dieser, nur hat jene Ebene in Beziehung auf die Ebene (f, «) 
entgegengesetzte Lage. “. a 
Lassen wir endlich die Ebene (4) durch die Achse der ® 
gehen, setzen also in den obigen Bestimmungsgleichungen für die 
Coeflicienten P=0, so erhalten wir 0E= VW —c,?, woraus hervor- 


geht, dass die Fläche (3) von jeder durch die Achse der v gehen- 


‚den Ebene in einem imaginären Kreise geschnitten wire 


Wir haben also gefunden, dass, wenn 5, > a, ist, die Fläche (8) 
von zwei durch die Achse der i gehenden Ebenen geschnitten wer- 
den kann, die mit der Ebene der (t, u) Winkel bilden, deren 
trigonometrische Tangenten wi bu, 


r 


# 


Fa 5 = u 
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a RER 
; 2 rc. a? 4 c? 
sind; lie Schnitte sind zwei Kreise, deren gemeinsamer Mittel- 
unkt der Coordinatenanfang ist; die Radien dieser Kreise sind 
jeder. gleich a). „Ist aber a, >b,, so werden die Schnittebenen 
ginär, finalen kann man in diesem Falle die Fläche (8) durch 
i andere Ebenen, die durch die Achse der « gehen, in reel- 
j er Kreisen schneiden, deren gemeinsamer Mittelpunkt ebenfalls 
r Coordinatenanfang ist und Mi-aR Radien gleich 5, sind; die 
Mangenten der Winkel, unter welchen die Ebenen dieser Kreise 
gegen die Ebene der (t, «) geneigt sind, sind: 


Bar 3 
IN 5 und er 


© Endlich gibt es gar keine durch die Achse der v gehende 
Ebene, Welche die Fläche (3) in einem Kreise schneidet. 


II. Ist die gegebene Fläche ein zweitheiliges Hyperboloid, 


dessen Gleichung 
(=). -(2) -(2) ER; 


ist, so finden wir" ganz auf gleiche Art wie in I. und Il. für die 
_ Gleichung der Fusspunkten-Fläche folgende: 


-)+uu-B)-+HL-0)P=a2(t-0?—di?u- BCM)”. (2) 


In dieser ‚Gleichung bezeichnen, wie früher, «, ß, y die Coordina- 
ten des gegebenen Punktes P, von welchem die Perpendikel auf 
die berührenden Ebenen der Fläche (1) gefällt werden. Setzen 
wir in der Gleichung (2) &=ß=y=0, d. h. nehmen wir den Punkt 
P in dem Mittelpunkte der Fläche (l) an, so geht jene über in: 


| t2 + u? + v 12 = EA A rs bu? — 70. a a (3) 


Wenden wir bei der durch diese Gleichung dargestellten Fläche 

asselbe Verfahren an wie bei der Fläche (3) in lI., so finden 
wir, dass es gar keine durch den Coordinatenanfang gehende Ebene 
gibt, welche diese Fläche in reellen Kreisen schneidet. 


Wir erhalten endlich auf demselben Wege wie in I. für die 
Gleichungen der Fusspunkten-Flächen eines hyperbolischen und 
eines. elliptischen Paraboloids, die durch die bezüglichen Glei- 
en 


er a  SrPrÜiegehg (4) 
py +p?—ppa=V .:. . . (5) 


’. 


Ss a | P 


Fu u y LE si Er. “ uf P. 
n . PR 

k ®, ur 
“aM r 
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Ai EFAN | .' 
= ,# ., dargestellt sind, folgende: Pr DR "u 


{ ff j 277 i ! n # | 
n\ SR a le Ge: 2), (6): 
“ 4(t—0) | 1(t—e) Fu) to) ıtp'® 42-20. | (7) 


N m I », 


»: - Für &=fß=y=0 werden diese zu: ER ee 
” E 08, PR SERE. : 
48 ++ w} —p'v?-Fpu?—0, 


EEE 
4(2? + 1u2 4 102) + p'v? + p? =0. BER (9) 


Keine der vier letzteren Flächen kann von'einer Ebenein einem, 
Kreise geschnitten werden. 2 ar 


i 


Setzen wir in. (6) und (7) v—y=0, so erhalten wir: + j 
De 
41(t— e)? + 4u(t—o) (u—P) + pu— pP)? =0... (10) 


Diese Gleichung gehört der Durchschnittscurve der Flächen co 
und (7) an, und diese befindet sich in einer, mit der Ebene der 
(t, u) parallelen Ebene, welche durch den Punkt’P,geht. Setzen 
wir aber in (S) und (9) »o=0, so erhalten wir für die Gleichung 
der Durchschnittseurve dieser beiden, Flächen: 


418 +40... .. M. am 


Diese Curve liegt in der 'Ebene der (ft, x) und ist zugleich die 
Fusspunktencurve der Leitparabel der Paraboloide (4) und (5), 
so wie 41° + (di— p’)o"®=0 und. 4? +(4i4+p')»?—=0 die bezügli- 
chen Fusspunkteneurven der Erzeugungsparabeln jener Flächen 


ausdrücken. | ! } 
Schneiden wir die Fläche (6) durch eine mit der Ebene der 
(z, v) parallele, durch den gegebenen Punkt P gehende Ebene 
und setzen desshalb t=«, so erhalten wir für die Gleichung des 
Schnitts: | .® 


ve y=H+(u—Pß) v2 mir, i . 2). j 


Setzen wir aber in (4) z=0, so wird: “er Ze gr 


| 4 V R a 
u ir Een RR Se 
ZyND m ui! ) 
_ ‚Die Gleichung (13) drückt zwei in der Ebene der (9,2) oder 
der (uw, v) befindliche gerade Erzeugungslinien des Paraboloids (4) 
aus; ‚durch die Gleichung (12) werden die Projectionen zweier 
Geraden dargestellt, in welchen die Fläche (6) von”der Ebene 
i=« geschnitten wird, und zwar ist je.eine dieser letzteren auf 


a e- 
f % => 43 


ie \ Zn: ie % . 1:4 en Bi 


® Mohsörunner; "cher ae Fluten 1 


eine ‚der in (13) dargestellten Erzeugungslinien senkrecht. Beil P% 
den "Jächen (5) und (7) werd die resultirenden Geraden imagi- 


ir 
| AR. 
en wir n 0) er 5 d. h. schneidf wir die Fläche (9) r 
| 2 eine mit ‚der Ebert der (w, v) parallele-Ebene, welche durch 
die Directrix der Leitparabel des 3. Ne Paraboloids (5) geht, Zn 
so EB: alten. wir: : = i 
E02 We % 
© do IV #5. Mi RG 5 
m. if 7 | 
N. g' fi 
CHR 1 3 
‘Wird aber in (8) = 8 gesetzt, so ARnInL 
. 
Gir | 
0 ENF' Def . 22% (15) 
u . ar 


% IV. ‘Um ittelst ıe bisher. gefundenen Gleichungen der Fuss- 
punkten-Flächeı ‚zu bestimmen, ob und-unter welchen Bedingun- 
gen jene Flächen in Flächen niedrigeren Grades übergehen, be- 
trachten wir die allgemeine Gleichung. ‚der Flächen des vierten 
“Grades, nämlich: 
Aut Butt Ci2+ Duv3+ Etv34-Fu?v24 G12v24 Hutv?+JuBv 
+K13v4 Lu?tivo4 Mut2v+Nu3t+ Pu2l24 Qu4d'v? 
HB 0104. Diun>4 E04 Pd} @ 204 Htatot Part il; (1) 
+ EK'tu +4"02+ B’u 2 +0” + D’at+F"uo4 A"o+ Bu % 
ie ct +.D" / | j 


Diese Gleichung Eh bei gewissen. Relationen ihrer Coefficien- 
"u Formen annehmen: % 


FR u 0) ey 
#. du HH) (o+a/u+b't+c')(v+a” u4+b" t+e” Yo-+a”utb"tteN)—0. 
| (3) 


| v2- m +6 teuttdin +eww+fc+gu +ht4-k) | 
><(v2ta/u2+b' P4e uttd'twte'uotf'v +g’urh't+k) Ta 


R 


chen, © 


ur 


‚Flä 


” 
unkten- 


m 


p 


I 


“ 
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r die Fuss 


2 7 r un & | | | ’$ | 
- 6 a a + 612 +eut+di +euv +fo+gu+ht+M)(v+ta'u + b’t+c)(v+ a" + vr +c)= (4) 


id 
su 


‘ (v DE. u; 
2 


en wir jede dieser Gleichungen besonders und. entwickeln. desshalb die Gleichung (2) und ordnen 
sie in ‚Beziehung auf die Veränderlichen £, z, v wie die Gleichung (1), und identificiren wir sie mit dieser, so 
erhalten wir zwischen den beiderseitigen Coeffieienten folgende Gleichungen, von welchen einige der letzteren zur 


Bestimmung der ersteren dienen, Be übrigen aber die Relationen ausdrücken, unter welchen eine Fläche vierten 
Grades i in ein System von vier Ebenen .degenerirt: 


+ b°+ ca? +duv? teiv2+ fu?v + guto + ht?v + iu8t hut 
+ a % Er bu24c? +dut+eto + f'w +a’dv +b"u + c"t+a” 


aa; urn ; een, aa‘ (0° Hader + ana + " at; B 
bb'b" + bb'b" + 6b"0" + bpupn — z ; eote" + el" teren +co MEI — 5; 
> aa' + aa" +aa" +aa"+ a’ a" +a'a nt; bb’ + bb" + 66" +. b'0" +00" + DOT — = (6) 
A” D 
ec te +" Fette" +"; a+ a’ +a’+ al — FE 
E A' 


tz tete 4e = 


Y i de 
En % PB Aw, Air j 
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bil n ER BBNN FOR!" 46 DREeN 4b Meer 4er —0. \ 
a(b'+6"+0")+a'(b+5”+60”) 4a” (b+4+6’4+6") 4a" (b+6b'46") TEA Z=0. 


a0 DR} 0.0"4°47) La 00° BOOT UN gD 


ab’B"b" 4a 00"0" 4a"6b u + a"blr" 20 


D' 
For +) +a/(c-H0” 40") +a”(c+e' +e”)+a"(c+e' ET D_, 
alc' ce". na c' ec’ + ec" c'”) + a’ (cc! + cc" + c' c”) 2E a” (cc! + cc" + c’ er) 
+ a” tec Herten —(. 
er B" 
ac'c"c" +a cc" I + a” cc’ c" + a” ce! c! — u =. 
P 
aa'b”b" 4-aa” b'b" + aa” b'b” 4a’ a” bb" + a’a”bb" +a'a"bb'- 70. 


B'!" 
aa’ c"e" +aa"c' ec" +aa”c'c / tala"cc"+a’ a’ cc" + a’ a” cc — 24 — 0. 


aa’ (b” c"+b"c aa” (b' c"+6"c Y+aa”(b’c" +b"c c')+a’a” (be +b"c) 
+a'a” (be + b”c)+a”a”(be' +b’c)— 2 —(: 


“ 


M 


1.7 N 
aa'a"b" + aa'a"d" + aa” a"d'! + aa’ a" b— z=°. 


aa’a”c" + aa’ a!" c" +aa”a nt aar ac — 2.0 
b(a' a” + a’a + a”) + b’(aa” + aa” +a” a”) +5b"(aa’ + aa" + a 'd'”) 
Fu u +5"(aa’ +aa” + aa”) — “ —=(. 
c(a’a” + a "ad" + aa") + c’(aa” + a + a”a”)-+c”(aa’+ u a”) 
+ c”(aa’ + aa” + War) —(. 


Mi Ba +e)+ ir +e")+b"(e' Fe) 
Faltble" + em) +6" (c+ ec”) +0" (c+c")) 
+ a” td(e' + ec") + b' (c H ri + Dr 


u ‚ Hate +eN)+bcHe)+BcHe)— 27 


dl’ +c”+c")+5’(c+c” + c")+5”(c+c’+c")-+b”(c+c'+c”) Be) 
0" 40"c")+b'(ce’+cc” +c”c") +6" (cc'+cc"+c' Pr 
| +5" (ce’ +cc" +.c'e) et. 
e(b'b" 456" 4.515”) +.’ (bb" 466" 460”) 40(bB' 0m 400m 

” + c”’(b6’ + bb’ + vun iM 


v- | | er 
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sr CH 
bb!b'te" 4 bbLdWe + bh ditgr vomwe-% 0. 


cc jet b"+cc' em) / p ec) e emp! + .! cc’ — . = 


’ bb’ (a'c" + ac’) + BB" (are + ame )+ 06" Ha) . 
* +6!" (ac”+ae) +b'b"(ac'’ + 2 + DU (ac a" a Br u. nr 
ee’ (a’' ze + ap! ) + cc’ , (@’ 6b" + amyı )+ cc"(a' b! + a’ 0. r 
® +e’c" (ab"+a"b)+c'c” (ab'' +a!!b) +c''c” (ab! +aib)— > 
Aus den Gleichungen (6). erhalten wir Bieenda drei: De 
. nr a 


RR hi 0) 
‘ [74 ‚HH [777 er \ 
E 2 ee cH+ # (Ra. 10) 


Die Gleichung (8) gibt die Werthe von a,.a’, a, ie 
»’ ” (9) £2) Er) Ex „ b, 6% b’”. 
„ PR) (10) ER) > sr CH er, c”, u 


(Da die Gleichungen e durch ‘die Substitution ‘der Werthe 
; ‘von’ a, Q se... ‚etc., die man aus den Gleichungen (8), VE nd (10) 

rhält, nur dal erfüllt werden, ‚wenn die Fläche (}) in ein System 
gr vier Ebenen übergeht, so werden, wenn jene Piekalng irgend 
eine Fläche des vierten Grades darstellen soll, > Ausdrücke auf 
der linken Seite des Gleichheitszeichens in (7) gewisse Werthe 
p'; p”, p‘“, etc. annehmen, und die Gleichung (2) wird "dadurch 
2% he Glieder erhalten, deren constante Codficienteh die Grös-. 
sen p', pP", p“ .ete. sind,"und wo ‘die Potenzen der Verän derli- 
chen v, v, z die gleichen sind, welche beziehlich Faktoren 
der Coeffieienten C’, H, M, I. A haben, so dass also die 
Gleichung (2) folgende Form anntant: 


& „(DW en. 
(v+au- Kölke)o.fa upbtte)etatutbtfeN)(otar Be) A 
4 put + p'ouH+ pt} pl Fru? # 
+pFet?4+ pP leut+pP tw pFIHye + pIXrut2 Kp&rut 1-? 2 
+ pa + PX + PB 4 pXIP at? + pXPu + pr 
we pxrı 1222 +pXF 111,2 +p AIX2 4 pXXu2t-+p Apr 
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"VW. Wenden wir, ‚das gleiche Verfahren auf die Gleichungen 
(1) "und (8) der vorigen Nummer an, so erhalten wir nachstehende 
Gleichungen, von denen einige zur Bestimmung der Coeffieienten 
a. hs u“ Lk‘ Kebrfcht werden, die ührigen aber 
die "Bedingungen angeben, unter welchen eine Fläche vierten 
Erdls in zwei Ben zweiten Grades übergehen kann. Diese 
Gl Bkargen sind; I 


Ve RE ur d+d= 4; atatee=z;\ 
% wa RN: : üh 
J K. 
b+b’+dd= a; act+ae= 7; bd+bd=7; ’ 
H | N d, A' 
Be m mic) Ari", 


ER (1) 
dp: = < D' F' 
gt ag 739 N 7 of taftegteg=zg 
in. 


+ C Ki E' A” 
B+bI= 5 h+h'+df'+d' 4 EEE = 74% 


[2 


j: B 
| dh % ak’ +ak4+ 9 = 


| 2 | HM 

ad’ +ad+ce+ce— 0; be‘ re | 

j r | 

ab’ +04 —D = be’ reg of’ +6 frdl+dh—C- 0, 
“ 


c ray +d’g4 re 0; ah’+a'h+cgy’+c’g— 70; 


' “4 Högteiren— K Ein 4; bE Er b’k+hh’— (= —0; 


Be =; di + Barz: 4 = —0}; 


Ktektigttn— Es AR fk+ıfk=g 0: 
ar ‚ | IF 


* 
#Die Gleichungen (1) können zur reis der Coefficien-. 
Buasme...Kk:a,b‘ RU „..„%’ gebraucht werden; die Gleichun- 
B 


.- 


läc 


or W 
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a x > je A 2 E.' * x AUE 4 


* 2 re u. EB 
* f r r ’ . > ia a 


gen "@) sind alsdann Bedingungsgleichungen. Haben aber jene Coefficienten aus A (1) solche 
Werthe erhalten, dass sie den Gleichungen (2) nicht genügen, sondern den Ausdrücken er Hand des Gleich- 
heitszeichens gewisse Werthe p‘, p", pP" y... beilegen, daher die Fläche IV, (1) unter diesen Umständen nicht 
in zwei Flächen zweiten Grades übergehen kann, so nimmt unter diesen Umständen die‘ Gleichung IV. (8) 
der Fläche des vierten Grades folgende Form an: ® 


(+ au? +51? + cut +dio+ euvo-+fo+ gu +ht+A)(® +au? +6 +cut+dw+eur +fo+g'u+h't+k) 
+ptuv + pw Hp" WR + p!F u +pFt2v + p!tuv + pF!tu? + #& IT + pIX12 4 p*ui —0. (8) 
+ pt + pX yo + pXHly + pXT u + pXPt4p&rT & 


Es ist noch zu bemerken, dass wir aus den ersten acht Gleichungen in (1) folgende zwei zur Bestim- 
mung der Coelliecienten a, db, a‘, b’.... erhalten: 


2 F \DJ— AB W2D?2 + AJ?—24?BF} B\DJ— AB} B’F B e 
rl A a4 — EP Bug: (4) 
G EK— AC} ı CE? +AR?—24?GC\ QER— ACH, C?G,, (€? 
tem Bere 5 A En TE Bee ED 
$ Fr 
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\ VL, Bei einer gleichen Behandlung der Gleichungen (4) 

 _und”(6) in IV. würden wir ähnliche. Bestimmungs- und Bedin- 
gungsgleichungen wie bei den beiden vorhergehenden erhalten, 
deren Angabe zu weitläufig würde; wir begnügen uns daher blos 
mit der Hersetzung der umgewandelten Formen jener Gleichun- 
gen (4) und (5) und geben die Bestimmung der Coefficienten und 
die erforderlichen en erst, wenn wir sie in der Anwen- 
dung gebrauchen. 


* Die vollständige Form dei umgewandelten Gleichung (4) ist: 


E 


:7s1 (c) Sunysıajr) a9p unog 9Sıpur)sjjoa ap pun 


EN 


d+ Az d+ ZN, rd + en,„d+ zlan,,d HH Jen,d+ 
Ha ZNP HENRI + EIN + ER 


„dH+32,9+n,9+0,0 tan] +99 +mPp +29 +29 + 


Ku: 
ln 
DS 
u » 
A 
+ 
Sr 
S, an 
u 
lee 
® I in 
+ 25 
Mr Se 
S Sa > 
z Abe Mahl 
- Ss DS - 
= ar E 
. > S 
ee CH. SB 
Be Kae Nee > 
, r 4, a A 
a, % ++ x 
ng bu S a 3 
+ Br 
Br Re 
ST » In 
S iS + 
& = u = 
£ M - —z S a | 
* Su 
r N SQ A 
| Su e.= 
e' en Rn 
w- a 
zu + m Fame n 
} 7 MS 
e.‘ 4 S N On R 
ee Pa ER > un 
+ Rn 
* y S gt = r 
6 A W: SEN 
mn ———. SI se 
Ri . 
l = 
Theil XXI. 11 
Ei 
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VII. Entwickeln wir die Gleichung (6) in I. und ordnen sie 
nach den Potenzen von v, u, { wie die: Gleichung (1) in IV., so 
erhalten wir: er 


Det FULL ya Bun? | 
— 2atv? — 2yuw— 2yl?v — 2eu?t — 2B?u+ (PP —cı2)v? 
+(#?—b, u? + (e°— a2)? +2aßut+2eyto+2ßyuo-t2e,?yv 
+ 26, 2Bu + 2a, ?et— [a 20? + 5,2? + c1292] | E 


0.) 


Identificiren wir diese Gleichung mit (]) in IV,, so folgt, dass 
A=l; B=z1; C21 .D=etze02 E32 % 

H=J=K=L-M-N-04P=2; 0-0, 4-8, B- 9; 

C=—2%; D’=—2; E=—-%; F=—-%; @=-2%; H—0; 

= —20; K=—-2ß; 4'"=y?—c?; B’=P—b?; O’=oa2—a?; 
D"=Auß; E'=20; Fr=2Py; 4"—20%; BU—U,2P; 

C"—2a)?e; D"—=— [a)202+ b,2B?+ 0,292]. 

Substituiren wir die Werthe von A,B,D,F,J,E,G,K, 

C, A’, 4", 4", D“ in (8), (9) und (10) Nr. IV., so erhalten wir: 
a? + 2a? +1=0 oder (a2 +12 0, ‚also a=tN-ı. (2) 
642624 1=0 oder (2 +)?—0, also b=+N 1 @& 
4-2 a Er ]=0. 

Ohne diese letzte Gleichung aufzulösen , sehen wir schon, dass 

die Werthe der Coefficienten a, a’, a”, a”, b,b', b’‘, 6“ ima- 


ginär werden, dass also die durch die Gleichuie (5) 1. dargestellte 
Fläche nicht in ein System von vier reellen Ebenen Weugeriren kann.s 


Setzen wir @&=ß=y=0, d.h. identifieiren wir die, Glei- 
chungen (7) I. und (2) I., so erhalten wir aus (8), (9), iz IV. 


wieder: 
a=4V I, b=+YV 1, c=0 oder c=4, 


also geht, wie es schon vorauszusehen wär, weder die Fläche 
(5) I., noch die Fläche (7) I. unter keinerlei Bedingung in ein 
System von vier reellen Ebenen über; dasselbe erfolet auf gleiche 
Art bei den Flächen (2) und (3) I. 


a 


. > Fe a . E3 KR [73 . 
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" will. Untersuchen wir jetzt, ‘ob (die Fläche‘(65) I. nicht’in 
gewissen’ Fällen in ein System von zwei Flächen zweiten Grades 
übergehen kann, und führen desshalb die in VII. angegebenen 
Werthe der Coeffieienten A, B, C, D etc. in den Gleichungen 


(4),.6) V. ein, so. erhalten wir: 
a6 — 2a — a®+ 4a? AB 2a +10, 


“ 
55-9502 +43 - 2 +1=0. 


© Wir finden aber leicht, dass sich diese beiden Gleichungen 
auf folgende zwei reduciren: 


eher oder a1), 
® (b me - 12=0 oder d#—-) (&®—1)=0. 


Die Wurzeln dieser Gleichungen sind: a=1, a=+W]1; db=1, 
öb=+#YVT. Nehmen wir a—=1l und d5=1, so erhalten wir mit- 
telst der Gleichungen (1) und (2): . 


RL vl, e=0, ee —=0, c=0, !=0, d=0, d“=U, 
f=—-1: f=-r geb yeah he, None 
alsdann: 
er k+k—=— bi, k+k=—c, 
kk'—= — [a 202 + 6,28? +c1?y?]- 


Die vier letzten Gleichungen geben die Bedingung, dass die 
Fläche (5) I. nur in eine Fläche zweiten Grades übergehen kann, 
wenn 41 br oggpd «—=ß=y=0; also wenn die Fläche eine 
Kugel von einem gegebenen Radius a, oder 5b, oder c, und ihr 
‚ Mittelpunkt zugleich derjenige Punkt ist, von welchem aus die 

Perpendikel auf die berührenden Ebenen gefällt werden, in wel: 
chem Fall die Gleichung (5) 1. in &+u2+0?=a,? übergeht, d. h. 
lie Kucel ist.ihre eigene Fusspunkten-Fläche, wenn die Perpen- 
likel vom Mittelpunkt aus gefällt werden. | 


= Bei der Fläche 1. 2) sind die Coeffieientenwerthe von 4, 
B; C,.... die gleichen wie 'bei der vorigen, mit Ausnahme von 


A", A“ und D’; diese sind 
AU 4c,2, A"—— 297, D"=- [a 202 + 5128? —c1?7?]» 


A wir finden /leicht die Bedingungen «= 0, B=0, .y=0, 
a2—=b?—=—c)?; dadurch wird die Gleichung der Fusspunkten- 
Fläche des eintheiligen Hyperboloids zu: 

! 11* 


Nr Ri 
» I “ “ 
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(?+02 402)? = — 22 +u2 +2) 


EA» 


oder 
1? + u? + ve — 4,2 he. 3) 1 


Diese Gleichung drückt eine imaginäre Kugel vomRadius a,V —1 aus. 


IX. Wir werden uns leicht überzeugen, dass die Flächen 1.5), 
II. (2), 111. (2) nicht in Systeme von einer reellen Fläche zweiten 
‚Grades und zweier reellen Ebenen übergehen können. 


Denn die Hauptbestimmungsgleichungen der Coeflicienten sind: 


(JD-AB) , _ [BD®2ABF+AR] N BID-4 —AB) „ 


a6 — A a? -F I a ' 43 "RE 
BF B 2, 
Zt vi 
_ pp, (ER-A0) „,_[CH—DACG+ARN,,, GERA0],, 
43 4? 
U?2G C>3 % 
u a 2. 
34' 3424344" A'TA2+444 
f’— pn j? + ee en ir, 
[AA2-+ A444" +24%4"—4A2D") A424 A'A®—AAD") 
ee 


[4’4"4"— A424 42D"] 
Ks. ze 


Die übrigen Bedingungsgleichen für die Coefficienten c‘, ce” ete. 
sind alle von der Art, dass immer eine der Grössen a, db, f darin 
mittelbar oder unmittelbar vorkommt. Substituiren |wir in diesen 
Gleichungen die Werthe von A, AA C etc. aus VII., so 
erhalten wir wieder: F 


(a1) (a —D=0, (b—1) w_y=; dem. 


allein die dritte der obigen Gleichungen wird von der Art, da&s 
der daraus sich ergebende Werth die übrigen Bedingungsgleich u 
gennicht erfüllt; dawiralsdann überdiess a’—4N —1, a = NL 
e=0, d=0, f=0, k=0, + N ZI HOW Ze den 
Coefficienten -Gleichungen SUN so geht schon aus d Iimagi. 
nären Werthen von 5’, b”, a’, a” hervor, dass die Fläche I. (5) 
nicht in eine reelle Fläche kile Grades und in zwei reelle 
Ebenen degeneriren kann. Das Gleiche indet bei den Frächi 
I. (2), IH. (2) statt. 


7 
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Endlich finden wir in Beziehung auf IV. (5), wenn. wir sie 
mit der Gleichung IV. (1) identificiren, aus den Bestimmungs- 
gleichungen der, Coefficienten alP, b, d, f; bIP, e, e, h folgende: 


x D F 


| alr3 47 ana ar + = 0; 


K 
A 


| sraE yira 4 yıra_ ur + =0; 

s a F 

und wenn wir hierin die Werthevon D, A, F,J, B,E,G,K,C 
aus VI. einführen: a 


alV2 4 2uF?2 + 1=V oder a2 +1=0, also af =+4 NV —l; 
br 9072 + 1—0 oder 52 +1=0, also DP—=4Y 1; 


Be 


woraus für die oberen Zeichen 


be 
D-—N-I, e=—-N-I, d=—-N-I, f=l, h=1, 
gy=—2, i=V IL, k=V-—l ete. 


folgt, woraus wir schon hinlänglich erkennen, dass die Fläche 
I. (5) niemals in eine reelle Fläche dritten Grades und in eine 
Ebene übergehen kann; dasselbefindet auch bei den Flächen II. (2) 
und 11I. (2) statt. 


Bei einem ähnlichen Verfahren, wie jenes, welches wir bei 
den vorhergehenden F lächen angewendet haben, finden wir auch, 
dass die Flächen II. (6), (7) weder in Systeme von drei reellen 
Ebenen, noch in Systeme von einer reellen Fläche zweiten Gra- 


des und eine reelle Ebene übergehen können. 
‘ 


iM: 
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Gedächtnissrede auf Carl Gustav Jacoh Jacobi 


von 


Lejeune Dirichlet. 


# 
® 


(Gehalten in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 1. Juli En 


Indem ich es unternehme, die wissenschaftlichen Leistungen 
des grössten Mathematikers zu schildern, w elcher seit Lagrange 
unserer Körperschaft als anwesendes Mitglied angehört hat, tre- 
ten mir lebhaft die Schwierigkeiten der Aufgabe vorgAugen, .die 
ganze Bedeutung der Schöpfungen eines Mannes darzustellen, 
welcher mit Fe Hand in fast alle Gebiete einer durch zwei- 
tausendjährige Arbeit zu unermesslichem Umfange ang wachsenen 
Wissenschaft eingegriffen, überall, wohin er seinen schöpferischen 
Geist gerichtet, wichtige oft tief verborgene Wahrheiten zu Tage 


gefördert und neue Grundgedanken in die Wissenschaft einfüh- 


rend, die mathematische Speculation in mehr als’ einer Richtung 
auf eine höhere Stufe erhoben hat. Nur die Ueberzeugung, dass 
solehen der Wissenschaft und ihren Pflegern geleisteten Diensten 
gegenüber eine Pflicht der Dankbarkeit zu erfüllen ist, kann die 
Bedenken, welche das Bewusstsein meiner Unzulänglichkeit in 
mir hervorrult, zum Schweigen bringen: denn wem könnte die 
Erfüllung dieser Pflicht mehr ohlieken, als mir, der ai wie alle 
meine Fachnen an durch Jacobi’s wissenschaftliche Produkt 
nen so wesentlich gefördert, überdies eine nicht geringere Bel 

rung meinem vieljährigen, so nahen Verkehr mit dem ‚grossen 


"Forscher verdanke. — R ” 


Carl Gustav Jacob Jacobi wurde den 10. N 1804 
zu Potsdam geboren, wo sein Vater ein begüterter Kaufmann war. 
Die erste Unterweisung in den alten Sprachen und den EieriehlEn 
der Mathematik erhielt er von seinem mütterlichen Oheim, Herrn 


- 


. am % E we 


he 
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‘ Lehmann, der den regsamen Knaben weniger zu unterrichten, 
als-zu lenken hatte, und unter dessen einsichtiger Leitung dieser 
so rasche Fortschritte machte, dass er noch nicht zwölf Jahre 
altin die zweite Klasse des Potsdamer Gymnasiums und schon 

ach einem halben Jahre in die erste aufgenommen wurde. In 
dieser blieb «er volle vier: Jahre, da er nicht füglich vor zurückge- 
legtem sechszehnten Jahre die Universität besuchen konnte. Der 
mathematische Unterricht, der ganz als Gedächtnisssache hehan- 
delt wurde, konnte dem jungen Primaner nicht zusagen. Sein 
Verhältniss zum Lehrer war daher längere Zeit sehr unangenehm, 
gestaltete sich jedoch zuletzt besser, da der Lehrer einsichtig 
genug war, den ungewöhnlichen Schüler gewähren zu lassen und 
es zu gestatten, dass dieser sich mit Euler’s „/ntroduetio“ 
beschäftigte, während die übrigen Schüler mühsam erlernte Ele- 
mentarsätze hersagten. Wie weit Jacobi’s geistige Entwicklung 
damals schon vorgeschritten war, zeigt der Versuch, den er'um 
diese Zeit zur Auflösung der Gleichungen des dten Grades van- 
‚stellte, und dessen er in einer seiner Abhandlungen später er- 
wähnt hat. 


An dieser Aufgabe hat mehr als einer von denen, welche 
später einen grossen Namen erlangt haben, zuerst seine Kräfte 
geübt, und man begreift in der That leicht, welchen Reiz gerade 
dieses Problem auf ein erwachendes Talent ausüben mussfe, so 
lange die Unmöglichkeit desselben noch nicht erwiesen war. Zu 
der Berühmtheit, welche so viele fruchtlose Bemühungen dieser 
Untersuchung gegeben hatten, gesellte sich der besondere Um- 
stand, dass das Problem, als einem Gebiete angehörig, welches 
unmittelbar an die Elemente grenzt, ohne ein grosses Naass von 
Vorkenntnissen zugänglich schien. 


Auf der hiesigen Universität theilte Jacobi seine Zeit zwischen 
philosophischen, philologischen und mathematischen Studien. Als 
Theilnehmer an den Uebungen des philologischen Seminars erregte 

FE Aufmerksamkeit unseres Collegen Böckh, des Vorstehers 

dieses Instituts, welcher den jungen Mann wegen seines scharfen 
und eigenthünlichen Geistes sehr lieb gewann und durch besop- 
we Wohlwollen auszeichnete. 


© Mathematische Vorlesungen scheint er wenig besucht zu 
‘'haben, da diese damals auf der hiesigen Universität einen zu ele- 
mentaren Charakter hatten) als dass sie Jacobi, der schon mit 
einigen der Hauptwerke von Euler und Lagrange vertraut war, 
wesentlich hätten fördern können. Desto eifriger sah er sich in 
der mathematischen Literatur um und suchte namentlich eine all- 
gemeine Uebersicht der grossen wissenschaftlichen Schätze zu 
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gewinnen, welche die akademischen Sammlungen enthalten: Jaco bi, 
dessen Natur das blosse Einsammeln von Kenntnissen nicht zu- 
sagte und der das Bedürfniss fühlte, der Dinge, womit er sich 
beschäftigte, ganz Herr zu werden, erkannte nach etwa zweijäh- 
rigen Universitätsstudien die Nothwendiskeit, einen Entschluss zw 
fassen, und entweder der Philologie oder der Mathematik zu ent- 
sagen. Da.die Entscheidung, welche er traf, nicht nur für ihn, 
sondern auch für die Wissenschaft, welcher er sich von'nun an 
ausschliesslich widmete, so wichtige Folgen gehabt hat, so wird 
man die Gründe, welche seine Wahl bestimmten, gern von ihm 
selbst erfahren. Er schreibt darüber an seinen schon genannten 


Oheim: ‚‚Indem ich so doch einige Zeit mich ernstlich ‘mit der 


Philologie beschäftigte, gelang es mir, einen Blick wenigstens 
zu thun in die innere Herrlichkeit des alten hellenischen Lebens, 
so dass ich wenigstens nicht ohne Kampf dessen weitere Erfor- 
schung aufgeben konnte. Denn aufgeben muss ich sie für jetzt 
ganz. Der ungeheure Koloss, den die Arbeiten eines Euler, 
Lagrange, Laplace hervorgerufen haben, erfordert die unge- 
heurste Kraft und Anstrengung des Nachdenkens, wenn man in 
seine innere Natur eindringen will und nicht bloss äusserlich daran 
herumkramen. Ueber diesen Meister zu werden, „dass man nicht 
jeden Augenblick fürchten muss, von ihm erdrückt zu werden, 
treibt ein Drang, der nicht rasten und ruhen lässt, bis man oben. 
steht und das ganze Werk übersehen kann. Dann ist es auch 
erst möglich, mit Ruhe an der Vervollkommnung seiner einzelnen 
Theile recht zu arbeiten und das ganze, grosse Werk, nach Kräf- 
ten weiter zu führen, wenn man seinen Geist erfasst hat.“ 


Zu seiner Doktordissertation wählte Jacobi einen schon viel- 
fach behandelten Gegenstand, die Zerlegung ' der-algebraischen 
Brüche. Er beweist darin zuerst merkwürdige Formeln, welche 
Lagrange ohne Beweis in den Abhandlungen unserer Akade- 

4 . ing 
mie gegeben hatte, geht dann zu einer neuen Art der Zerlegung 
über, welche nicht, wie die bis dahin ausschliesslich betrachtete, 
völlig bestimmt ist, und beschliesst die Abhandlung mit Unter- 
suchungen über die Umformung der Reihen, wobei schon ein 
neues Princip bemerklich wird, ‚von welchem er in» späteren Ar 
beiten mehrfaeh Gebrauch gemacht hat. 2 


Gleich nach seiner Promotion habilitirte sich Jacobi.bei der 
Universität und hielt eine Vorlesung über die Theorie der krum- 
men Flächen und Curven im Raume. Nach dem Zeugniss eines 
seiner damaligen Zuhörer muss sein Lehrtalent bei diesem. ersten 
Auftreten schon sehr entwickelt gewesen sein und er es Wi 
den haben, sein Thema mit grosser Klarheit und auf eine st 
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Zuhörer sehr anregende Weise zu behandeln. Der 2ljährige 
Docent zeigte auch darin eine sehr frühe Reife des Urtheils, dass 
't unbeirrt durch den Misskredit, in welchen die Methode des Un- 
endlichkleinen um jene Zeit durch eine grosse Autorität gekom- 
men war, gerade dieser in seiner Darstellung folgte und seine 
Zuhörer mit dem besten Erfolge zu überzeugen sich bemühte, 
dass die verdächtigte Methode nur in ihrer abgekürzten Form 
von der strengen Methode der Alten unterschieden ist, aber gerade 
durch diese Form bei allen zusammengesetzteren Fragen unent- 
behrlich wird. ! 


Die Aufmerksamkeit, welche Jacobi zu erregen anfing, ver- 
anlasste die höchste Unterrichtsbehörde, ihn aufzufordern, seine 
Lehrthätigkeit vorläufig als Privatdocent in Königsberg fortzusetzen, 
wo durch die eben vacant gewordene Professur der Mathematik 

’ sich zu seiner Beförderung mehr Aussichten als in Berlin darboten. 


Bei seiner Uebersiedlung nach Königsberg war es für Jacobi 
ein. wichtiges Ereigniss den grossen Astronomen Bessel persön- 
lich kennen zu lernen und zum ersten Male in einem dem seini- 
gen so nahe verwandten Fache ein Genie in der Nähe zu sehen. 
Die tägliche Anschauung des Feuereifers dieses ausserordentlichen 
Mannes übte selbst auf ihn, der es doch von seiner frühsten 
Jugend an gewohnt war, die grössten Anstrengungen von sich zu 
fordern, den mächtigsten Einfluss, dessen ‘er später oft dankbar 


erwähnt hat. 


Es war für Jacobi’s schriftstellerische Laufbahn ein glück- 
licher Umstand, dass der Anfang derselben mit der Gründung der 
mathematischen Zeitschrift 'zusammeniiel, durch deren Heraus- 
gabe sich unser College Crelle ein so grosses und bleibendes 
Verdienst nicht nur um die Verbreitung, sondern auch um die 
Belebung des Studiums der Wissenschaft erworben hat. Jacobi, 
der zu Men frühsten Mitarbeitern der Zeitschrift gehörte, ist ihr 
bis zu seinem Tode treu geblieben, und wenn man die beiden 
besondern.Werke ‚Fund. nova“ und „Canon arith.‘“ ausnimmt, 
so sind fast alle seine andern Arbeiten zuerst im Crelle’schen 


Journal erschienen. | | 


© Jacobi’s erste Abhandlungen zeigen ihn schon als durchaus 
vollendeten Mathematiker, mag er nun, wie in den Aufsätzen „über 
Guss neue Methode zur genäherten Bestimmung der Integrale “ 
und „über die Pfaff’sche Methode für die Integration der par- 
tiellen Differentialgleichungen“ bekannte Theorieen aus einem 
neuen Gesichtspunkte betrachten und wesentlich vereinfachen oder 
' noch nicht gelöste Probleme behandeln und zu neuen Resultaten 
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gelangen. Unter den Arbeiten der. letzteren Art sind hier zwei, 
besonders zu erwähnen: eine Abhaydlung von wenigen Seiten, 
in der er eine bis dahin unbekannt gebliebene Grundeigenschaft 
der merkwürdigen Funktion kennen lehrt, welche von Legendre 
zuerst in die Wissenschaft eingeführt, in allen spätern allgemei-\ 
nen Untersuchungen über die Anziehung eine so grosse, Rolle 
gespielt hat, und eine andere „über die eubischen Reste.“ Diese 
letztere enthält zwar nur Sätze ohne Beweise, aber diese Sätze 
sind der Art, dass sie nicht das Ergebniss der Induction ‘sein 
können und keinen Zweifel darüber lassen, dass Jacobi schon 
damals in dem wissenschaftlichen Gebiete, welches Gauss ein 
Vierteljahrhundert früher der mathematischen Speculationveröffnet 
hatte und welches eben so sehr der höheren Algebra, als der 
Theorie der Zahlen angehört, im Besitze neuer, fruchtbarer Prin- 
eipien sein musste, was auch durch eine spätere Publikation be- 
stätigt wird, in der er ausdrücklich erwähnt, dass er diese Prin- 
cipien schon damals Gauss brieflich mitgetheilt habe. 


Von der weiteren Verfolgung dieses Gegenstandes wurde 
Jacobi zu jener Zeit durch eine andere Arbeit, seine Unter- 
suchungen über die elliptischen Funktionen abgezogen, welche 
ihm bald eine so grosse Berühmtheit verleihen und eine Stelle 
unter den ersten Mathematikern der Zeit anweisen sollten. | 


Der junge Mathematiker, der sich schon in so vielen Rich- 
tungen mit Erfolg versucht hatte, schien längere Zeit in der Theo- 
rie der elliptischen Funktionen vom Glücke nicht begünstigt zu 
werden. Einer seiner Freunde, der ihn eines Tages auffallend 
verstimmt fand, erhielt auf die Frage nach dem Grunde dieser 
Verstimmung von ihm die Antwort: Sie sehen, mich eben im 
Begriff, dieses Buch (Legendre’s ewercices eic.) auf die Biblio- 
thek zurückzuschicken, mit welchem ich 'entschiedenes Un lück 
habe. Wenn ich sonst ein bedeutendes Werk studirt habe, hat 
es mich immer zu eigenen Gedanken angeregt und ist dabei immer 
etwas für mich abgefallen. Diesmal bin ich ganz leer ausgegan- 
gen und nicht zum geringsten Einfalle inspirirt worden. er 


Wenn die eigenen Gedanken in diesem Falle etwas lange auf 
sich warten liessen, so stellten sie sich dafür später um so .reich- 
licher ein, sosreichlich, dass sie in Verbindung mit den gleich- 
zeitigen Gedanken. Abei’s eine unerwartete Erweiterung und Ye 
völlige Umgestaltung eines der wichtigsten Zweige der Analysis 
zur Folge hatten. 


7 E . j 
Indem der Fortschritt hier zu derselben Zeit von zwei ver- 
schiedenen Seiten ausging, wird es erforderlich, neben Jacobi’s 
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Untersuchungen die gleichzeitigen Arbeiten Abel’s zu erwähnen. 
Im ÜUrsprunge von e einander unabhängig, greifen die Entdeckun- 
"EB Weide später so in einander ein, dass die Darstellung der 
ohne Berücksichtigung der andern kaum verständlich sein 


Würde. 


Die Theorie der elliptischen Funktionen, mit welcher Abel’s 
und Jacobi’s Namen auf immer verbunden sind, reicht in ihren 
Anfängen nicht"über die zweite Hälfte des vorigen Jahrhunderts 
zurück. Ein italienischer Mathematiker von ungew öhnlichem Scharf- 
sinn, :der Graf Fagnano aus ‘dem Kirchenstaate, machte die 
merkwürdige Entdeckung, dass das Integral, welches den Bogen 
der Curve ausdrückt, . welche damals die Mathematiker unter dem 
Namen Lemniscate vielfach beschäftigte, ähnliche Eigenschaften 

. besitzt, wie das einfachere Integral; welches einen Kreisbogen 
arstellt, und dass z. B. zwischen den Grenzen zweier Integrale 
dieser Art, deren eines dem doppelten Werthe des andern gleich 
ist, ein einfacher algebraischer Zusammenhang Statt findet, so 
dass ein Lemniscatenbogen, wenn gleich eine Transcendente höhe- 
rer Art, doch wie ein Kreisbogen durch geometrische Construk- 
Be verdoppelt oder gehälftet werden kann. Euler fand einige 
‚Jahre später die eigentliche Quelle dieser und anderer ähnlicher 
Eigenschaften in einem Satze, der zu den schönsten Bereiche- 
rungen gehört, welche die Wissenschaft diesem grossen Forscher 
verdankt. Nach diesem Euler’schen Satze hängt ein gewisses 
Integral, “welches. allgefftiner ist als das von Fagnano betrach- 
L tete und in unserer jetzigen Terminologie elliptisches Integral der 
ersten Gattung heisst, so von seiner Grenze ab, dass zwei solche 
Integrale mit ‚beliebigen Grenzen immer in ein drittes vereinigt 
werden: können, dessen Grenze eine einfache algebraische Ver- 
bindung der Grenzen jener ist, gerade so wie der Sinus eines 
zweitheiligen Bogens algebraisch aus den Sinus seiner Bestand- 
theile gebildet werden kann. Aber das elliptische Integral ist 
allgemeiner, als dasjenige, welches einen Kreisbuogen ausdrückt. 
Auf die einfachste Form gebracht, hängt es nicht wie dieses 
loss von seiner Grenze, sondern auch von einer andern in der 
unktion enthaltenen Grösse, dem sogenannten Modul, ab. Das 
Euler’sche Theorem ergab nur Beziehungen zwischen Integralen 
mit demselben Modul. Das erste Beispiel eines N imenhan, 
ges zwischen Integralen, die sich durch ihre Moduln unterschei- 
den, bot eine spätere, von Landen und in etwas anderer Form 
von Lagrange gemachte Entdeckung dar, nach welcher ein ellip- 
es Integral durch eine einfache algebraische Substitution in 
"anderes Integral derselben Art verwandelt werden kann. 
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Es ist Legendre’s unvergänglicher Ruhn, in den ‚eben er- 
wähnten Entdeckungen die Keime eines wichtigen Zweiges der _ 
Analysis erkannt und durch die Arbeit eines halben Lebens auf 
diesen (@rundlagen eine selbständige Theorie errichtet zu haben, 
welche alle Integrale umfasst, in denen keine andere Irrationali- 
tät enthalten ist, als eine Quadratwurzel, unter weleher die Ver- 
änderliche den vierten Grad nicht übersteigt. Schon Euler hatte 
bemerkt, mit welchen Modifikationen sein Satz auf ‚solche Inte- 
grale ausgedehnt werden kann; Legendre, indem er von ‚dem 
glücklichen Gedanken ausging, alle diese Integrale auf feste cano- 
nische Formen zurückzuführen, gelangte zu der! für die Ausbil- 
dung der Theorie so wichtig gewordenen Erkenntniss, dass sie 
in drei wesentlich verschiedene Gattungen zerfallen. Indem er 
dann jede Gattung einer sorgfältigen Untersuchung unterwarf, ent- 
deckte er viele ihrer wichtigsten Eigenschaften, :von welchen na- 
mentlich die, welche der dritten Gattung zukommen, sehr verbor- 
gen und ungemein schwer zugänglich waren. Nur durch die aus- 
dauernste Beharrlichkeit, die den grossen Mathematiker immer 
von Neuem auf den Gegenstand zurückkommen liess, gelang es 
ihm, hier Schwierigkeiten zu besiegen, welche mit den Hülfsmit- 
teln, die ihm zu Gebote standen, kaum überwindlich scheinen 
mussten. Ki 


Die Theorie, wie Abel und Jacobi sie vorfanden, bot meh- 
rere höchst räthselhafte Erscheinungen dar, zu deren Aufklärung 
die damals bekannten Principien nicht austeichten. So hatte man, 
um nur eine dieser Erscheinungen zu erwähnen, gefunden, dass 
der Grad der mit Hülfe des Euler’schen Satzes gebildeten Glei- 
chung, von deren Lösung die Theilung des RE 
abhängt, nicht wie in der analogen Frage der Kreistheilung der 
Anzahl der Theile, sondern dem Quadrate dieser Anzahl gleich 
ist. Die Bedeutung der reellen Wurzeln, deren Anzahl mit he? 
übereinstimmt, war leicht ersichtlich, - wogegen die zahlreiehern 
imaginären ganz unerklärlich erscheinen mussten. ‘Aber dass hier 
ein Geheimniss verborgen liege, darüber hatte man vor Abel 
und Jacobi kein Bewusstsein, und ihnen ‘war es vorbehalten, 
sich zuerst über diese und ähnliche Erscheinungen zu wundern, 
was in der Mathematik wie in anderen Gebieten oft schon,.eine 
halbe Entdeckung ist. 4 | 


Obgleich die Umgestaltung der Theorie der elliptischen Funk= 


tionen, welche man Abel und Jacobi verdankt, aus dem „Zur 
sammenwirken mehrerer sich gegenseitig unterstützender Gedai 


ken hervorgegangen ist, so scheint doch zweien dieser Gedan en 
die grösste Wichtigkeit zugeschrieben werden zu müssen, weil 
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sie alle Theile der neuen Theorie innig durchdringen. Während 
die früheren Bearbeiter dieses Gegenstandes das elliptische Inte- 
ral der ersten Gattung als eine Funktion seiner Grenze ansahen, 
erkannten Abel und Jacobi unabhängig von einander, wenn 
h der erstere einige Monate früher, die Nothwendiskeit, die 
Betrachtungsweise umzukehren und die Grenze nebst zwei ein- 
fachen, von ihr abhängigen Grössen, die so unzertrennlich mit 
ihr verbunden sind wie der Sinus zum Üosinus gehört, als Funk- 
sn des Integrals zu behandeln, gerade wie man schon früher 
zur irkenntniss der wichtigsten Eigenschaften der vom Kreise 
ängigen Transcendenten gelangt war, indem man den Sinus 
er Cosinus als Funktionen des Bogens und nicht diesen als eine 
Funktion von jenen betrachtete. 


Ein zweiter, Abel und Jacobi gemeinsamer Gedanke, der 
wgelipke, das Imaginäre in diese Theorie einzuführen, war von 
noch grösserer Bedeutung, und Jacobi hat es später oft wieder- 
holt, dass die Einführung des Imaginären allein alle Räthsel der 
früheren Theorie gelöst habe. Wäre es nicht eine so alte Er- 
fahrung, dass das nahe Liegende sich fast immer zuletzt darbie- 
tet, so würde man es Auffallend finden müssen, dass dieser Ge- 
danke Euler entgangen ist, zu dessen frühesten und schönsten 
Leistungen es gehört, die Theorie der Kreisfunktionen, indem 
er diese als imaginäre Exponentialgrössen behandelte, in solchem 
Grade vereinfacht und erweitert zu haben, dass fast das ganze 
Gebiet der Eeretyeie eine wesentliche Umgesta IuoE dadurch erfuhr. 


- Indem "Abel und Jacobi in die vorhin erwähnten, durch Um- 
ke rung aus dem’elliptischen Integral der ersten Gattung gebilde- 
ten Funktionen, welche nach unserer jetzigen Terminologie aus- 

liesslich elliptische Funktionen genannt werden, das Imaginäre 

inführten , erkannten sie, dass diese Funktionen Ba an 
Beh under Kreisfunktionen und an der der Exponentialgrössen 
Theil haben, und dass, während jene nur für reelle, diese nur 
für imaginäre Werthe des Argumentes periodisch sind, die ellip- 
tischen Funktionen beide Arten der Periodicität in sich vereinigen. 


Durch den Besitz dieser Grundgedanken auf einen neuen Bo- 
den gestellt, richteten Abel und Jacobi ihre Untersuchungen 
auf zwei verschiedene Regionen der Theorie. Abel’s Thätigkeit 
wandte sich den Problemen zu, welche die Vervielfältigung und 
ng; ‚der Br Integrale rer "U mem) er mit 
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die allgemeine Theilung des elliptischen Integrals mit beliebiger 
Grenze immer algebraisch,,. d. h. durch blosse Wurzelausziehungen 
bewerkstelligt werden kann, sobald die besondere Theilung der 
sogenannten vollständigen Integrale als schon‘ ausgeführt voraus- 
gesetzt wird. Die eben ‚genannte besondere Theilung scheint nur 
für ‚specielle Module möglich, unter welchen derjenige der -ein- 
fachste ist, den die Lemniscate entspricht. Indem er die Lösung 
des Problems für diesen Fall durchführte, zeigte er, ‚dass di 
Theilung der ganzen Lemniscate der Kreistheilung völlig analog 
ist und in denselben Fällen durch geometrische Gonstruktion ge- 
leistet werden kann, in welchen nach der schönen, 25 Jahre früher 
von Gauss. gegebenen Theorie der Kreis eine solche Theilung 
zulässt. | 


An diese letztere Arbeit Abel’s s knüpft sich eine erwähnens- 
werthe historische Merkwürdigkeit. In der Einleitung zum letzten % 
Abschnitte der „Disg. arith.“, welcher der Kreistheilufffße- 
widmet ist, hatte Gauss im Vorbeigehben bemerkt, dass dasselbe 
Prineip, worauf seine Kreistheilung beruht, auch auf die Thei- 
lung der Lemniscate anwendbar sei, und in der That liegt das 
Gaussische Princip, nach welchem die Wurzeln der zu Pranden 
Gleichung so in einen Cyelus zu bringen sind, dass jede von der 
vorhergehenden auf dieselbe Weise abhängt, der ‚Abhandlung 
Abei’s über die Theilung der Lemniscate wesentlich zu. Grunde; 
wenn aber für die Kreistheilung längst bekannte Eigenschaften 
der trigonometrischen Funktionen genügten, um die Wurzeln dem 
Gaussischen Principe gemäss zu ordnen, so war für den Fall 
der Lemniscate zu einer ähnlichen Anordnung, ja um nur die 
Möglichkeit einer solchen zu erkennen, eine Einsicht in die Natur 
der Wurzeln erforderlich, welche ‘nur das Prineip der doppelten 
Periodieität gewähren konnte.. Die vorhin erwähnte Aeusserung 
ist also durch Abel’s Abhandlung zu einem unwide yrechlichen 
Zeugnisse geworden, dass Kauss, seiner Zeitvorauseilend, ‚schon 
zu Anfange des Jahrhunderts das Princip der doppelten" Periode. 
erkannt hatte. | Dieses Zeugniss ist jedoch erst durch die spätere 
Arbeit Abel’s verständich: geworden und thut daher seinem und 
Jacobi’s Anrecht an diese Erfindung keinen Abbruch. 


Ausser den schon erwähnten, auf die Thöilüng "bezüg lichen 
Resultaten hatten Abel’s Untersuchungen noch eine andere, nicht 
weniger wichtige Entdeckung zur Folge. Indem er in den For- 
"meln, durch welche er dieelliptischen Funktionen eines vielfachen 
Argumentes durch die Funktionen des einfachen dargestellt hatte, 
den Multiplikator unendlich werden liess, erhielt er merkwür 
Ausdrücke für die elliptischen ‚Funktionen in Form von unen d- 
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hen Reihen, so wie von Quotienten unendlicher Produkte, eine 
Entdeckung, welche für die Analysis vielleicht von noch grösserer 
Bedeutung ist, als die von Abel nachgewiesene algebraische 
I ösbarkeit der Gleichungen für die Theilung. 


" Zu derselben Zeit, als Abel diese schönen Untersuchungen 
‚ausführte, ‘war Jacobi in einen anderen Theile desselben 'Ge- 
bietes nicht weniger erfolgreich beschäftigt. Die oben erwähnte 
Substitution, durch welche ein elliptisches Integral in ein Integral 
selben Form übergeht, war bis dahin die einzige ihrer Art. 
Zwar hatte Legendre nicht lange vor der Zeit, wo Jacobi 
‘diesem Gegenstande zuwandte, eine zweite Transformation 
der tischen‘. Integrale aufgeiunden, aber diese zweite Trans- 
formation, mit welcher er den Gegenstand für abgeschlossen hielt, 
war damals in Deutschland noch nicht bekannt, und es gehörte 
daher ein seltener Scharfsinn dazu, aus einem sichtbaren Ringe 
auf das Vorhandensein einer unendlichen Kette zu schliessen, und 
eine eben so grosse Kühnheit, sich die Erkenntniss der Natur 
dieser Kette als Aufgabe zu stellen. 


"Eine. glückliche Induktion, bei welcher der feine und ganz 
neue ‚Gedanke eine wesentliche Rolle spielte, die Transformation 
und die Multiplikation aus einem gemeinschaftlichen Gesichtspunkte 
und letztere als einen speciellen Fall"der erstern zu betrachten, 
leitete Jacobi auf die Vermuthung, dass rationale Funktionen 
jedes Grades geeignet seien, ein elliptisches Integral in ein Inte- 
gral derselben Form zu verwandeln. Diese Vermuthung bestätigte 
sich sogleich, indem sich ergab, dass die Anzahl der willkühr- 
lichen Coefficienten, über welche man für jeden Grad zu verfügen 
Jatte, ausreichte, um allen Bedingungen zu genügen, welche zu 

erfüllen waren, wenn das RSTrirte Integral der Form nach 
mit dem ursprünglichen übereinstimmen Elite Aber wenn eine 
so einfache Betrachtungsweise über die Möglichkeit der Sache 
kaum einen Zweifel lassen konnte, so war noch ein grosser Schritt 
zu thun, um die innere analytische Natur der zur Transformation 
geeigneten gebrochenen Ausdrücke zu erkennen. Von welcher 
Art die hierbei zu besiegenden Schwierigkeiten waren, und durch 
welche geistreiche Betrachtungen Jacobi diese überwand, kann 

‚hier nicht ausgeführt werden, eben so wenig, als es mir gestat- 
‚tet ist, alle wichtigen Folgerungen aufzuzählen, die sich aus dem 
EB kindie gelösten Probleme ergaben. Ich erwähne nur des 
merkwürdigen ATeRapIF=0s dieser Untersuchung, dass die Multi- 
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verschiedenen Richtungen vervollkommneten, schien es, als halı 
das Schicksal die Ehre des zu vollbringenden Fortschrittes gleich- 
mässig unter die jungen Wettkämpfer Periterih, wollen, denn die 
Art, wie bald darauf einer die Erfindung des andern’ weiter führte 
liess keinen Zweifel, dass jeder von ihnen, wäre ihm der andere 
nicht in einem Theile der Arbeit zuvorgekommen, den Banzen 
Fortschritt allein vollbracht haben würde. x 


Jacobi war in seinen Untersuchungen von der A hie 


ausgegangen, dass bei der Transformation die ursprüngliche Va-' 


riable rational durch die neue ausgedrückt sei. Abel behandelte 
das Problem in der weiteren Voraussetzung, dass zwischen bei- 
den irgend eine algebraische Gleichung Statt finde, und gelangte 
zu dem Resultate, dass das so verallgemeinerte Problem immer 
auf den Fall zurückgeführt werden kann, den Jacobi so vollstän- 
dig behandelt hatte. 


Nicht minder erfolgreich griff Jacobi in die von Abel’ gege- 
bene Theorie der allgemeinen Theilung ein. Die Art, wie Abel 
das Problem gelöst. hatte, zeigte zwar, dass die Wurzeln immer 
algebraisch ausdrückbar sind, erforderte aber zur wirklichen Dar- 
stellung derselben die Bildung von gewissen symmetrischen, Wur- 
zelverbindungen, die nnr in jedem besonders Falle’hewerkstelligt 
werden konnte. Aus einem neuen Principe, welches bald Bi 
zu erwähnen sein wird, leitete Jacobi die schliesslichen 
jeden Grad geltenden und unmittelbar aus den Daten des Pro- 
" blems gebildeten Ausdrücke der Wurzeln ab, welche Ausdrücke 
überdies vor den A bel’schen eine grössere Einfachheit ihrer Form 
voraus haben. Als Jacobi das Resultat dieser Arbeit in ‘einer 
kurzen Notiz bekannt machte, hofite er Abel- durch die Vervoll- 
komnnung der Lösung des Theilungsproblems in Verwunderung 
zu setzen, aber diese Höffnung blieb unerfüllt. — Abel war eben 
gestorben, kaum 27 Jahre alt, weniger als zwei ey 
Bekanntmachung seiner ersten Arbeiten über die elliptische nk- 
tionen. Ein so frühes Ziel hatte der Tod der glänzenden I 
bahn dieses tiefsinnigen und umfassenden Geistes gesetzt. 


Jacobi’s weitere Untersuchungen über die elliptischen Tran- 
scendenten, wie auch die zuletzt erwähnte, sind aus einem Ge- 
danken hervorgegangen, dem man wegen der Folgen, die er gehabt, 

54 
vielleicht die erste Stelle unter seinen Conceptionen einräumen 
muss. 'Es war dies der Gedanke, die unendlichen Produkte, durch 


hatte, als selbständige Transcendenten in die Analysis einzu 
ren. Als es ihm Belnhah war, diese Produkte, di ie übrigen 
von derselben Natur und als besondere Fälle einer ‚Transcendente 


deren Quotienten Abel die elliptischen Funktionen 2 


‚auf- 


.e 


} 
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‚anzusehen sind, in Reihenform darzustellen, erkannte er eine 
Funktion, welche sich französischen Mathematikern schon in Un- 
tersuchungen der mathematischen Physik dargeboten hatte, wo 
nd aber wenig beachtet und nur eine ihrer Eigenschaften bemerkt 
worden war. Jacobi unterwarf sie einer tief eindringenden Un- 
tersuchung,, erforschte ihre analytische Natur und führte sie dann 
in die Theorie der Integrale der zweiten und dritten Gattung ein, 

was nicht nur die Erkenniniss des inneren Zusammenhanges 


| Zahon bekannter, isolirt stehender Eigenschaften dieser Integrale, 


ondern auch die wichtige Entdeckung zur Folge hatte, dass die 
Integrale der dritten Gattung, welche von drei Elementen abhan- 
gen. vermittelst der neuen senden welche deren nur zwei 
‘enthält, ausgedrückt werden können. 


Bei der spätern Darstellung der ganzen Theorie, wie Jacobi 
sie in seinen Vorlesungen zu geben pflegte, bildet die Betrach- 
tung. der erwähnten Funktion den Ausgangspunkt. Die ganze Lehre 
gewinnt dadurch nicht nur einen überraschenden Grad von Ein- 
fachheit und Durchsichtigkeit, sondern dieser umgekehrte Gang 
ist auch dadurch bemerkenswerth, dass er für andere, später zu 
erwähnende Untersuchungen das Vorbild geworden ist. 


- Bedenkt man, dass die neue Funktion jetzt das ganze Ge- 
biet der elliptischen Transcendenten beherrscht, dass Jacobi 
aus ihren Eigenschaften wichtige Theoreme der höheren Arith- 
metik abgeleitet hat, und dass sie eine wesentliche Rolle in vielen 
Anwendungen spielt, von welchen hier nur die vermittelst dieser 
Transcendente gegebene ı Darstellung der Roatationsbewegung er- 
wähnt werden mag, welche eine von Jacobi’s letzten und schön- 
sten Arbeiten ist, so wird man dieser Funktion die nächste Stelle 
nach den längst in die Wissenschaft aufgenommenen Elementar- 
Transcendenten einräumen müssen. Auffallender Weise hat eine 
so. wichtige Funktion noch keinen andern Namen, als den der 
Transcendente ®, nach der zufälligen Bezeichnung, mit der sie 
zuerst” bei Jacobi erscheint, und die Mathematiker würden nur 
eine Pflicht der Dankbarkeit erfüllen, wenn sie sich vereinigten, 
ihr Jacobi’s Namen beizulegen, um das Andenken des Manres 
zu ehren, zu dessen schönsten Entdeckungen es gehört, die innere 
Natur und hohe Bedeutung dieser Transgengente zuerst erkannt 


. zu haben. 


ee Abel’ s oben erwähnte Arbeiten sind nicht die einzige Lei- 
"stung, ersten Ranges dieses hervorragenden Mathematikers, sie 
sind nicht einmal die bedeutendste seiner Leistungen. Seine 
Rn 
grösste Entdeckung hat er in einem Satze niedergelegt, welcher 
seinen Namen führt und ganz das Gepräge seines ausserordent- 
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lichen Geistes trägt, dessen charakteristische E Eigenschaft es war, 
die Fragen der Wissenschaft in der umfassendsten Allgemeinheit 
zu. behandeln. : Ur DAR 


Das schon oben bezeichnete Euler’sche Theorem — ich dh 


hier von demselben als Prineip, ‘nicht von den daraus gezogenen 
Folgerungen, die sich täglich weiter erstreckten — bildete damals 
auf dem Gebiete, dem es angehört, die Grenze der Wissenschaft, 


über welche hinauszugehen Eules selbst, Lagrange und andere » 
Vorgänger Abel’s sich vergebens bemüht hatten. Welche Be- 


wunderung musste daher eine Entdeckung hervorrufen, welche 
die Integrale aller algebraischen Funktionen uniiassend die, ‚Grund; 
eigenschaft Ei enthüllte. a 

Legendre nennt das Abel’sche Theorem ein monumentum 
aere perennius, und Jacobi bezeichnet denselben Satz, „wie er 
in einfacher Gestalt und ohne Apparat von Calcul den tiefsten 
und umfassendsten mathematischen Gedanken ausspreche, als die 
grösste mathematische Entdeckung unserer Zeit, obgleich erst. eine 
künftige, vielleicht späte, grosse Arbeit ine. ganze Be 
aufweisen könne. “ Pr 


Diese Arbeit hat bereits Me und Jacobi selbst ‚hat 
daran den wesentlichsten Antheil gehabt. 


Der nahe liegende Versuch, die umgekehrten Funktionen der 
Abel’schen Integrale auf dieselbe Weise, wie es pr: 
tischen mit so grossem Erfolge geschehen war, in ‚die, An. 
einzuführen, erwies sich bald als unausführbar und verw ckelt 
unauflöslichen Widerspruch, denn Jacobi erkannte sogleich f ‚ dass 
diese umgekehrten Funktionen vier- oder mehrfach periodisch sein 
müssten, während doch eine analytische Funktion, wenn sie wie 
die elliptischen und Kreisfunktionen einwerthig, und worsie nicht 
unendlich wird, stetig sein soll, nur zwei Perioden. zulässt. Es 
bedurfte also hier eines neuen verborgenen Gedankens, wenn, das 


einer grossen analytischen Theorie werden sollte. 


Ahel’sche, Theorem nicht unfruchtbar bleiben, Sir hie 


Nachdem Jacobi mehrere Jahre hindurch den Gegenstand 
nach allen Seiten erwogen hatte, fand er endlich die Lösung des 
Räthsels darin, dass hier gleichzeitig vier oder mehr Integrale : zu 
betrachten und aus ihnen durch Umkehrung zwei oder mehr Funk- 
tionen von ebenso vielen Argumenten zu bilden sind. Diese Di- 


vination machte er in einer Abhandlung von 10 Seiten beka: nt, 


der zwei Jahre später eine umfangreichere folgte, in welcher « 

analytische Natur dieser ümgekehrtän Funktionen im ‚hellsten 

Lichte erschien. RP 
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Gehört auch die später gefundene Darstellung dieser Funk- 
Hondn nicht Jacobi, sondern zwei jüngern Mathematikern von 
ingewöhnlichem Talente, so muss ich doch auch dieses wichtigen 
ortschrittes hier in so fern erwähnen, als Jacobi’s Einfluss un- 
erkennbar darin hervortrit. Goepel und Rosenhain haben 
ide, Jacobi’s oben erwähnte zweite Behandlung der Theorie 
er elliptischen Funktionen zum Vorbilde nehmend, ihren schönen 
rheiten die Betrachtung von unendlichen Reihen zu Grunde ge- 
t, deren Bildungsgesetz allgemeiner, aber von derselben Art, 
wie das der Reihe ist, durch welche die Jacobi’sche Funktion 


gedrückt wird. 


an; 
a j Obgleich ich mich bei der eben gegebenen Darstellung von 


‚Jacobi Ss Entdeckungen im Gebiete der elliptischen und Abel- 
‚schen Transcendenten auf das Wesentlichste beschränkt habe, so 
ist. dieselbe dennoch zu einem Umfange angewachsen, der mich 
‚zwingt, die noch zu .erwähnenden Leistungen Jacobi’s hier in 
eine. kurze Uebersicht zusammenzufassen, aus welcher ich viele 
beiten, welche nur einzelne Fragen betreffen und das Detail 
der Wissenschaft vervollkommnet haben, ausschliessen muss. 


Schon oben ist von Jacobi’s Untersuchungen über die Kreis- 
theilung und die Anwendungen derselben auf die höhere Arithme- 
Be als zu seinen frühesten Arbeiten gehörend die Rede gewesen. 

i diesen "Untersuchungen, denen er die Form zum erde leste, 
welche die zuerst von Gauss gegebene Auflösung der. zweiglie- 
drigen Gleichungen später dureh Lagrange erhalten hatte, traf 
er ‚in einigen Resultaten mit dem grossen Mathematiker Cauchy 

zus sammen, der. zu derselben Zeit mit ähnlichen Forschungen be- 
schäftigt war und ‚dieses Umstandes erwähnte, als er aha 
Jacobi’ Ss ersten. Aufenthaltes in Paris seine Arbeiten im Aus- 
al veröffentlichte. 


ae einem schönen, aus der Kreistheilung ülgeläiteten Satze, 
di n auch Cauchy gekommen war, wind? nach welchem alle 
Primzahlen‘, die bei Hin Division‘ durch eine gegebene Primzahl 
oder das Vierfache derselben die Einheit zum Reste lassen, auf 
eine bestimmte Potenz erhoben, deren Exponent bloss von der 
letzt Primzahl abhängt, durch die sogenannte quadratische 
Austern dargestelit werden, welche die negativ genommene ge- 
geb bene Primzahl zur Determinante hat, schöpfte Jacebi die Ver- 
Sana dass jener Exponent mit der Anzahl der von einander 
iedenen quadratischen Formen übereinstimmen müsse, welche 

BE eruähnten Determinante entsprechen. Da sich diese Ver- 

Hei ung in allen numerischen Beispielen bestätigte, so trug er 
kem Bedenken, diese Bemerkung im einer kurzen Notiz zu ver- 
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öffentlichen. ‘Ich glaube den bisher unbekannt gebliebenen Ursprung 
dieses Resultats nach Jacobi’s mündlicher Mittheilung als ein 
merkwürdiges Beispiel scharfsinniger Induktion hier erwähnen : zu 
müssen, obgleich der strenge Beweis desselben nicht auf 
Heeistkhkkine, gegründet werden zu können, sondern wesentlich 
verschiedene, der Integralrechnung und der Reihenlehre entnom- 
mene Prineipien zu erfordern scheint, die erst später in die Wis- 
senschaft eingeführt worden sind. "AR 


Die im Jahre 1832 erschienene zweite Abhandlung von N, 
über die biquadratischen Reste, die durch den tiefsinnigen Ge- 
danken, complexe ganze Zahlen in der höheren Arithmetik gerade, 
so wie reelle zu behandeln, und durch das darin aufgestellte Re- 
ciprocitätsgesetz Epoche macht, welches in der Theorie der biqua- 
dratischen Reste zwischen zwei complexen Primzahlen Statt findet, 
gab Jacobi Veranlassung, seine früheren Untersuchungen wie- 
der aufzunehmen, und es gelang ihm, den erwähnten schönen Satz 
von Gauss und einen ähnlichen, welcher sich auf die cubischen 
Reste bezieht, mit grosser Einfachheit aus der Kreistheilung ab- 
zuleiten. 


Obgleich Jacobi die eben angeführten URkördchu fh und 
andere Kamit zusammenhängende, die ich nicht einmal andeutung S- 
weise bezeichnen kann, in den Jahren 1836 — 39 vollständig ii 
dergeschrieben hat, so ist er doch nie dazu gekommen, sie durch 
den Druck zu veröffentlichen. Seine Zögerung entsprang aus dem 
Wunsche, einigen seiner Resultate eine grössere Ausdehnung zu 
geben, wozu er, von so vielen andern Arbeiten in Anspruch ge- 
nommen, die nöthige Musse nicht gefunden hat. Ein Theil seiner 
Forschungen und namentlich die schon erwähnten Beweise der 
Reciprocitätssätze sind jedoch einigen deutschen Mathematikern 
durch Nachschriften der Vorlesungen . bekannt geworden, welche 
er im Winter 1836—37 in Königsberg über die Fe und 
deren Anwendung auf die Theorie der Zahlen Behalle hat. heit 


Eine andere höchst ergiebige Quelle für die here Arithme- 
tik hat Jacobi in der Theorie der elliptischen Funktionen ent- 
deckt, aus welcher er schöne Sätze über die Anzahl der Zerle 
gungen einer Zahl in 2, 4, 6 und 8 Quadrate, so wie andere 
solche Zahlen abgeleitet hat, welche gleichzeitig in u 
quadratischen Formen enthalten sind. Diese wichtigen Bereiche- 
rungen der Wissenschaft sind eine Frucht der oben erwähnten 
Einführung der Jacobi’schen Funktion in die Theorie der ell | 
tischen Transcendenten. a 


Hi BR 
shi hat sich :wiederholt mit der Reduktion rd: 
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imung doppelter und- vielfacher Integrale beschäftigt. Ich 
e hier besonders der einfachen Methode, durch. welche er 
jestimmung der Oberfläche eines ungleichaxigen Ellipsoides 
auf elliptische Integrale der ersten und zweiten Gattung zurück- 
ührt, welche Zurückführung Legendre, zu dessen schönsten 
Bu sie gehört, nur mit Hülfe sehr verborgener Eigen- 

haften der Integrale der dritten Gattung gelungen war. In einer 


' andern hierher häriog Abhandlung hat Jacobi das Euler’sche 


itionstheorem auf doppelte Integrale ausgedehnt, und bald 
darauf bemerkt, wie auch, der Abel’sche Satz einer ähnlichen 
irweiterung fähig sei. 


Von Jacobi’s Arbeiten über das eben genannte Kapitel der 
Integralrechnung ist nur ein Theil veröffentlicht worden. Eine 
grosse Abhandlung, welche die Attraktion der Ellipsoide zum Ge- 
genstande hat, obgleich seit langer Zeit beinahe vollendet, ist 
bisher ungedruckt geblieben und nur durch einige gelegentliche 
Notizen bekannt geworden. Als er sich mit dem erwähnten Pro- 
blem beschäftigte,. kam er auch auf den schönen, von Poisson 
um dieselbe Zeit gefundenen Satz, nach welchem die Anziehung, 
welche eine unendlich dünne, von zwei concentrischen, ähnlichen 
und ähnlich liegenden ellipsoidischen Flächen begrenzte Schale 
auf einen Punkt im äusseren Raume ausübt, ohne Integralzeichen 
dargestellt werden kann. Jacobi hat dieses Umstandes nie öffent- 
lich Erwähnung gethan, obgleich er sich dabei auf das Zeugniss 
mehrerer Mathematiker hätte berufen können, denen er den Satz 
mitgetheilt hatte, ehe die erste Anzeige der Poisson’schen Ab- 
handlung. mir chienen war. 


Mit den üben besprochenen Untersuchungen hängt eine andere 
Arbeit Jacobi’s zusammen, die wegen ihres überraschenden 
Resultates hier nicht unerwähnt bleiben darf. Maclaurin hat 
bekanntlich zuerst gezeigt, dass eine homogene flüssige Masse 
gi Beibehaltung ihrer Äussern Gestalt sich gleichförmig um eine 

este Axe drehen kann, wenn diese Gestalt die eines Rotations- 
Ellipsoides ist, und dieses schöne Resultat ist später von d’Alem- 
bert und ualeige durch den Nachweis vervollständigt worden» 
dass jedem Werthe der Winkelgeschwindigkeit, wenn diesen unter 
einer ge ee renze liegt, zwei und nur zwei solche Ellipsoide 
entsprechen. ne scheint zuerst an die Möglichkeit ge- 
ei u haben, dass auch ein ungleichaxiges Ellipsoid den Be- 
ungen der Permanenz genügen könne; wenigstens geht dieser 
a, sse Mathematiker in seiner knalstiscken Mechanik bei Behand- 
ne dieser Frage von. Formeln aus, welche für ein beliebiges 
Ellipsoid gelten. Indem er aber so zu zwei zu: erfüllenden Glei- 


L. Dirichlet: Gedächtnissrede auf C. 6. 3. Jacobi. 


chungen gelangt, in welchen die beiden Acquatorialaxen auf e ne 
symmetrische Weise enthalten sind, zieht er aus dieser’ Symn e 
trie den Schluss, dass jene Axen gleich sein müssen „ währenc 
doch nur daraus folgt, dass sie gleich sein können, wo dann 
beide Gleichungen in eine und mit der von Maclaurin zuers 
aufgestellten und von d’Alembert und Laplace discntirten 
zusammenfallen. | 


Der Verfasser eines bekannten Lehrbuchs, der in der Dar- 
stellung dieses Gegenstandes Lagrange gefolgt ist und den eben 
erwähnten übereilten Schluss mit dem Worte „nothwendig“ be- 
gleitet, erregte zuerst Jacobi’s Verdacht, welcher bei genaue 
rer. Betrachtung jener zwei Gleichungen zu seiner und gewiss aller 
Mathematiker. grossen Ueberraschung bald. fand, dass auch ein 
ungleichaxiges Ellipsoid den Bedingungen des Gleichgewichts ge- 
nügen kann. | er. 


Der Veranlassung, welche Jacobi in seinen Untersuchunee: 
über die Attraktion der Ellipsoide fand, sich mit den Flächen 
zweiten Grades zu beschäftigen, verdankt man die Kenntniss meh- 
rerer interessanter Eigenschaften und "einer höchst eleganten Er- 
zeugungsweise dieser Flächen. Die mir gestellten Grenzen zwin- 
gen mich, mich auf diese Andeutung zu beschränken, und Jaeco- 
bi’s übrige der Geometrie gewidmeten Arbeiten nur dem Gegenstand 
nach zu bezeichnen. Ich nenne daher nur die Abhandlung über 
ein Problem der Elementargeometrie, welches vor ihm nur in 
speciellen Fällen behandelt worden war, und dessen vollständige 
Lösung er aus der Theorie der elliptischen Transcendenten ab- 
leitet, seine Untersuchungen über. die Anzahl der Doppeltangen- 
ten algehraischer Curven und einige kleinere Aufsätze, in welchen 
er Sätze über die Krümmung der Flächen und kürzeste, Linignnjs. 

N 


grosser Einfachheit auf rein synthetischem Wege heweist. 


Kuh ut Ri 
Zu Jacobi’s wichtigsten Untersuchungen gehören diejenig 

über die analytische Mechanik. Hamilton hatte die interessa it 
Entdeckung gemacht, dass die Integration der Differentialglei- 
chungen der Mechanik sich immer auf die Lösung von zwei simul- 
tanen partiellen Differentialgleichungen zurückführen lässt, 3 
diese Entdeckung war, wie merkwürdig sie auch erscheinen musst 
völlig unfruchtbar geblieben, bis Jacobi sie von einer nöthigen 
Gomplication befreite, indem er zeigte, dass die:zu findende Lö- 
sung nur einer der beiden partiellen Differentialgleichungen zu 
genügen braucht. Indem er vermittelst der.so vereinfachten Theo- 
tie, um nur eine der zahlreichen Anwendungen anzuführen, das 
noch ungelöste Problem behandelte, die geodätische Linie auf 
dem ungleichaxigen Ellipsoid zu bestimmen, ‘gelang. es ihm, mit 
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e es analytischen Instruments, welches sich schon früher 
nen Händen als sehr wirksam gezeigt hatte und jetzt unter 
lem Namen der elliptischen Coordinaten allgemein bekannt ist, 
die partielle Differentialgleichung zu integriren und so die Gleichung 
d r geodätischen Linie in Form einer Relation zwischen zwei 
Abel’schen Integralen darzustellen. Diese Jacobi’sche Ent- 
decekung ist die Grundlage eines der schönsten Kapitel der höhe- 
ren Geometrie geworden, welches deutsche, französische und 
englische Mathematiker wetteifernd ausgebildet haben. 


- Durch den oben erwähnten Zusammenhang zwischen‘ einem 

steme von gewöhnlichen Differentialgleichungen und einer 
arten Differentialgleichung wurde er, die Sache in umgekehr- 
ter Ordnung betrachtend, zur Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen zurückgeführt, mit welcher er sich schon in einer 
seiner frühesten Abhandlungen über die Pfaff’sche Methode be- 

äftigt hatte, und gelangte jetzt zu dem Resultate, dass:von 
der ganzen Reihe von Systemen, deren successive Integration 
Pfaff fordert, die Behandlung des ersten alle übrigen überflüssig 
macht, dass also schon der erste Schritt der früheren Methode 
vollständig zum Ziele führt. 


Einen ähnlichen Charakter hat die Vervollkommnung, welche 
die ‚Variationsrechnung Jacobi verdankt. Während zur Existenz 
eines Maximums oder Minimums das Verschwinden der ersten 
Variation nothwendie ist, so ist diese Bedingung allein nicht 
ausreichend und erst die Beschaffenheit der zweiten Variation 
entscheidet, ob ein Maximum oder ein Minimum oder keines von 
beiden stattfindet. Zufolge der Theorie, wie sie Jacobi vorfand, 
waren nach den Integrationen, die durch das Verschwinden der 

n ı Variation gefordert werden, neue Integrationen zu leisten, 
any zweite Variation zu discutiren; Far sei zeigte, dass die 

rsteren die letzteren involviren, so dass also auch hier die voll» 
Mind Lösung der Aufgabe bereits mit der Vollendung des 
ersten Schrittes gegeben ist. | 


a es die immer mehr hervortretende Tendenz der neue- 
ren A alysis ist, Gedanken an die Stelle der Rechnung zu setzen, 
so giebt es doch gewisse Gebiete, in denen die Rechnung ihr 
Recht behält. Jacobi, der jene Tendenz so wesentlich geför- 
dert at, leistete vermöge seiner Meisterschaft in der Technik 

c diesen Gebieten Bewunderungswürdiges. Dahin gehören 
seine andlongen über die Transformation homogener Funktionen 
des zweiten Grades, über Elimination, über die simultanen Werthe, 


Iche einer Anzahl von algebraischen Gleichungen genügen, über 
die Umkehrung der Reihen und über die Theorie der Determinan- 
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ten. In dem letztgenannten Kapitel verdankt man ihm eine aus- 
gebildete Theorie der von ihm mit dem Namen der Funktional- 
Determinanten bezeichneten Ausdrücke. Indem er die ‚Analogie 
dieser Ausdrücke mit den Differentialquotienten weit verfolgte, 
gelangte er zu einem allgemeinen Principe, welches er das Prineip 
des letzten Multiplicators nannte, und welches bei fast allen in 
den Anwendungen vorkommenden Integrationsproblemen die letzte 
Integration zu bewerkstelligen das Mittel giebt, indem es den dazu 
erforderlichen integrirenden Faktor a priori angiebt. \ vr 


Der Einfluss, welchen Jacobi auf die Fortschritte der "Wis: 
senschaft geübt hat, würde nur unvollständig hervortreten, wenn 
ich nicht seiner Thätigkeit als öffentlicher lehrer Erwähnung 
thäte. Es war nicht seine Sache, Fertiges und Ueberliefertes 
von neuem zu überliefern; seine Kr örlesuneh bewegten sich sämmt- 
lich ausserhalb des Göhferd der Lehrbücher, und umfassten nur 
diejenigen Theile der Wissenschaft, in denen er selbst schaffend 
aufgetreten war, und das hiess bei ihm, sie boten die reichste 
Fülle der Abwechselung. Seine Vorträge zeichneten sich nicht 
durch diejenige Deutlichkeit aus, welche auch der geistigen 
Armuth oft zu Theil wird, sondern durch eine Klarheit ‚höherer 
‚Art. Er suchte vor Allem die leitenden Gedanken, welche jeder 
Theorie zu Grunde liegen, darzustellen, und indem.er Alles, was 
den Schein der Künstlichkeit an sich trug, entfernte, entwickelte 
sich die Lösung der Probleme so naturgemäss vor seinen Zu- 
hörern, dass diese Aehnliches schaffen zu können die Hoffnung 
fassen konnten. Wie er die schwierigsten Gegenstände zu behan- 
delu wusste, konnte er seine Zuhörer mit Recht durch die Ver- 
sicherung ermuthigen, dass sie in seinen Vorlesungen sich nur 
ganz einfache Gedanken anzueignen haben würden. 


Der Erfolg einer so ungewöhnlichen Lehrart, wie ich stehen 
geschildert habe und wie sie nur einem schöpferischen Geiste zu 
Gebote steht, war wahrhaft ausserordentlich. Wenn jetzti in Death 
land die Kenntniss der Methoden der Analysis in einem Grade | 
verbreitet ist wie zu keiner frühern Zeit, wenn zahlreiche Jüngere 
Mathematiker die Wissenschaft nach allen Richtungen ren 
und bereichern: so hat Jacobi'an einer so erfreulich. rschei- 

„nung den wesentlichsten Antheil. Fast alle sind seine Sch üler _ 
gewesen, selten ist ein aufkeimendes Talent seiner Aufmerksam- 
keit entgangen, keinem, sobald er es erkannt, hat sein er 
der Rath, seine aufmunternde Theilnahme gefehlt. 


Ich habe mich eben bemüht, Jacobi als Erfinder@und in 
seiner Wirksamkeit als Lehrer darzustellen. Soll ich jetzt den 
Versuch wagen, ihn zu schildern, wie: er ausserhalb der wissen- 
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"schaftlichen Sphäre ‘denen erschien, die den mathematischen 
Wissenschaften fern stehen, so muss ich es als den Grundzug 
© seines Wesens bezeichnen, dass er ganz in der Welt der Gedan- 
ken lebte, und dass in ihm Das, wozu es bei den meisten, selbst 
bedeutenden Menschen, eines besonderen Anlaufs bedarf, das 
- Denken zum habituellen Zustande und wie zur zweiten Natur ge- 
worden war. Wenn etwas im Leben oder in der Wissenschaft 
einmal seine Aufmerksamkeit erregt hatte, so ruhte er nicht, bis 
er es zu eigenen Gedanken verarbeitet hatte, und mit dieser un- 
unterbrochenen geistigen Thätigkeit war in ihm ein so seltenes 
* Gedächtniss vereinigt, dass er Alles, womit er sich einmal be- 
'schältigt hatte, sich sogleich vergegenwärtigen und darüber ver- 
‚fügen konnte. | h 
Der unerschöpfliche Vorrath an Wissen und eigenen Gedan- 

ken, welcher Jacobi jeden Augenblick zu Gebote stand, eine 
seltene geistige Beweglichkeit, . durch die er sich jedem. Alter, 
- jeder Fassungskralt anzupassen wusste, und eine eigenthümlich 
humoristische, die Dinge scharf bezeichnende Ausdrucksweise ver- 
liehen dem grossen Mathematiker auch im geselligen Verkehr 
seine ungewöhnliche Bedeutung, die noch durch die Bereitwillig- 
keit, wissenschaftliche Fragen aus dem Stegreif zu behandeln 
erhöht wurde. Diese Bereitwilligkeit entsprang aus.dem innersten 
Wesen seiner Natur, die in der Ueberwindung von Schwierigkei- 
ten ihre eigentliche Befriedigung fand, und es lag daher für ihn 
ein ganz besonderer Reiz darin, wissenschaftliche Ergebnisse 
durch einfache Betrachtungen selbst solchen verständlich zu machen, 
denen die dazu scheinbar unentbehrlichen Vorkenntnisse fehlten. 

_ Nur ‚musste er, um einen solchen Versuch anzustellen, die Ueber- 
zeugung haben, dass die, mit welchen, er sich unterhielt, ein 

“ wirkliches Interesse an der Sache nahmen. Wo er hingegen ge- 
m dankenlose Neugier zu bemerken glaubte oder entschiedene Mei- 
nungen mit Selbstgefälligkeit von solchen aussprechen hörte, die 
RR sich nie die harte Arheit des Selbstdenkens zugemuthet hatten, 
s verliess ihn die Geduld, und er machte dann gewöhnlich der Un- 
terhaltung durch eine ironische, nicht selten scharf abweisende 
"Bemerkung ein Ende. Mat hat ihm oft vorgeworfen, dass er sich 
"bei solchen Anlässen seiner geistigen Kraft zu sehr bewusst ge- 
zeigt habe. Aber die, welche ihn so beurtheilten, würden viel- 
leicht ihre Meinung geändert haben, hätten sie den Preis gekannt, 
7 um welchen er das Recht auf ein solches Bewusstsein erlangt 
hatte. Ein Brief aus dem Jahr 1824, aus einer Zeit also, zu 
welcher Jacobi noch völlig unbekannt war und daher durchaus 
kein Interesse haben konnte, seine geistigen Kämpfe mit übertrie- 
benen Farben"zu schildern, enthält’ folgende Stelle, die ich als 
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merkwürdigen Beitrag zur Charakteristik des ausserordentlichen 
Mannes hier wörtlich mittheile. Jacobi war damals eben 0 Jahre 
alt geworden und seit etwa einem Jahre ausschliesslich mit mathe- 


matischen Studien beschäftigt. 


„Es ist eine saure Arbeit, die ich gethan habe, und eine 
saure Arbeit, in der ich begriffen bin. Nicht Fleiss und Gedächt- 
niss sind es, die hier zum Ziele führen, sie sind hier die ‚unter- 
geordnetsten Diener des sich bewegenden reinen Gedankens. Aber 
hartnäckiges, hirnzersprengendes Nachdenken erheischt mehr Kraft 
als der ausdauernste Fleiss. Wenn ich daher durch stete Uebung 
dieses Nachdenkens einige Kraft darin gewonnen habe, so glaube 
man nicht, es sei mir leicht geworden, durch irgend eine glück- 


liche Naturgabe etwa. Saure, saure Arbeit hab’ ich zu bestehen, 


und die Angst des Nachdenkens hat oft mächtig an meiner Ge- 


sundheit gerüttelt. Das Bewusstsein freilich der erlangten-Kraft 
giebt den schönsten Lohn der Arbeit, so wie wiederum die Er- 


muthigung, fortzufahren und nicht zu erschlaffen. Gedankenlose 
Menschen, denen jene Arbeit und jenes Bewusstsein also auch 
ein ganz fremdes ist, suchen diesen Trost, der doch allein machen 


kann, dass man auf der schwierigen Bahn den Muth nieht sinken 


lässt, dadurch zu verkümmern, dass sie das Bewusstsein, ein eig- 
nes, freies zu sein — denn nur in der Bewegung des Gedankens 


ist der Mensch frei und bei sich — unter dem Namen Eigendün- _ 


kel oder Anmaassung gehässig machen. Jeder, der die Idee einer 
Wissenschaft in sich trägt, kann nicht'anders, als die Dinge dar- 
nach abschätzen. wie Ei der menschliche Geist in ihnen offen- 
bart: nach diesem grossen Maassstabe muss ihm daher manches 
als geringfügig vorkommen, was den andern ziemlich preiswürdig 
erscheinen kann. So hat man auch mir oft Anmaassung vorge- 


worfen, oder wie man mich am schönsten gelobt hat, indem man. 


einen Tadel auszusprechen meinte, ich sei stolz gegen alles Nie- 
dere und nur demüthig gegen das Höhere. Aber jener unendliche 
Maassstab, den man an die Welt in sich und ausser sich. lest, 
hindert vor aller Ueberschätzung seiner selbst, indem man immer 
das unendliehe Ziel im Auge hat und seine beschränkte Kraft. 
In jenem Stolze und jener Demuth will ich immer zu b harren 
streben, ja immer stolzer und immer demüthiger werden. Pi mi 


Dass es bei Jacobi keine blosse Phrase war, wenn er von 
sich sagt, dass er die Dinge darnach absehätze, wie sich der 
menschliche Geist in ihnen oflenbare, und dass er wirklich Alles, 
was die Welt der Gedanken nicht berührte, wenn nicht mit Gleich- 
gültigkeit, doch mit Gleichmuth behandelte, hat er in den schwie- 
rigsten Lagen seines Lebens gezeigt. Am’ Wandern 


1 
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- offenbarte sich ‚dieser wahrhaft philosophische Gleiehmuth, als ihn 
das Unglück traf, sein ganzes, von seinem Vater ererbtes Ver- 


mögen zu verlieren, ein Verlust, der ihm um so empfindlicher 


hätte sein können, als er, seit zehn Jahren verheirathet, für eine 
zahlreiche Familie zu sorgen hatte. Wer ihn damals sah, als er 
herbeigeeilt war, um seiner von ähnlichem Verluste betroflenen 
Mutter mit Rath und That beizustehen, konnte in seiner Stimmung 
nicht die geringste Veränderung wahrnehmen. Er sprach mit 
denselben Interesse wie immer von wissenschaftlichen Dingen und 
klagte nur darüber, dass die unerwartete Reise ihn aus einer Un- 


r tersuchung gerissen habe, die ihn gerade lebhaft beschäftigte. 


u * 


Wie Jacobi’s Gedankencultus sich in der Anerkennung von 
Abel’s grosser Entdeckung kund gab, habe ich schon früher 


‘erwähnt. Einen ähnlichen Sinn zeigte er für alles geistig Bedeu- 


tende, und auf ihn findet der Ausspruch eines alten Schriftstellers 


"keine Anwendung, dass die Menschen eigentlich nur das bewun- 


dern, was sie selbst vollbringen zu können glauben. Seine An- 
erkennung umfasste das ganze geistige Gebiet, und in seiner 
Wissenschaft war Jacohbi’s Freude über eine fremde Erfindung 
um so lebhafter, je mehr sich diese durch ihr Gepräge von sei- 
nen eigenen Schöpfungen unterschied. Es war eine ihm natür- 
liche Bewegung, in solehem Falle den Ausdruck seines Beifalls 
durch das Geständniss zu verstärken, dass er diesen Gedanken 
nie gehabt hahen würde. 


Es bleibt mir nun noch übrig, das, was ich oben von Jaco- 
bi’s äussern Lebensverhältnissen erwähnt habe, mit wenigen Wor- 
ten zu zeigen: 


Als er seine Untersuchungen über die elliptischen Funktionen 
nt zu machen anfing, ‚war er noch Privatdocent; die Bewun. 
derung, welche seine Biideckunsen bei allen denen erregten, denen 
in solehen Dingen ein Urtheil zustand, hatte die Folge, dass er 
sogleich zum ausserordentlichen und bald darauf zum ordentlichen 
- Professor befördert wurde. 


Indem ich von der Aufnahme rede, welche Abel’s und Ja- 
cobi’s Entdeckungen — denn beider Namen sind hier.ünzertrenn- 
lich — bei allen Fachgenossen fanden, kann ich nicht umhin, des 
Mannes namentlich zu erwähnen, der durch seine vieljährigen 
Forschungen ganz besonders berufen war, den unerwarteten Fort- 
schritt nach seiner ganzen Bedeutung zu würdigen. Legendre, 
der seine Zeilgenossen so oft der Theilnahmlosigkeit augeklagt 
und noch kurz vor jener ‚Zeit das Bedauern ausgesprochen hatte, 
dass seine Lieblingswissenschaft, von allen andern verlassen, 


un 
Pr 
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durch ihn allein erst nach 40jähriger Arbeit, wie er glaubte, zum 
Abschluss gekommen sei, begrüsste Abel’s und Jacobi’s Ent- 
deckungen, welche die Theorie weit über die Grenzen hinaus- 
führten, die ihm selbst durch die Natur des Gegenstandes gesetzt 


schienen, mit’ so warmer, ja enthusiastischer Anerkennung, dass. 


es schwer zu sagen ist, wen eine solche Anerkennung mehr ehrte, 
die jungen Mathematiker, welchen sie am Eingange ihrer Lauf- 
bahn zu Theil ward oder den edlen Altmeister, der fast am Ziele 
angelangt sich solcher Gefühlswärme fähig zeigten » | 


Eine nicht minder ehrenvolle Auszeichnung war es, als bald 
darauf die Pariser Akademie, obgleich sie keine Preisbewerbung 


über die Theorie der elliptischen Funktionen eröffnet hatte, Abel’s 


und Jacobi’s Arbeiten.als der wichtigsten Entdeckung der Zeit 


einen ihrer grossen mathematischen Preise zuerkannte und zwischen ' 


Jacobi und Abhel’s Erben theilte. a 


4 
va 


Ich muss mich darauf beschränken, hier die Beweise der An- 
erkennung zu erwähnen, welche Jacobi’s Eintritt in die wissen- 
ihliche Laufbahn bezeichneten, die mir gesteckten Grenzen 
gestatten mir nicht, alle die Auszeichnungen anzuführen, die ihm 
auch später in so reichen Maasse zu Theil wurden, und deren 
Erwähnung in einer ausführlichen Biographie nicht fehlen dürfte. 


Bald nachdem Jacobi im Jahre 1829 seine „Fundamenta 
nova theoriae funct. ellipt.“, die nur einen Theil: seiner Unter- 
suchungen über diesen Gegenstand enthalten, veröffentlicht hatte, 
machte er die erste grössere Reise in’s Ausland, schlug den Weg 
über Göttingen ein, um Gauss.persönlich kennen zu lernen, und 
wandte sich dann nach Paris, wo er mehrere Monate sich auf- 
hielt und wo damals ausser Legendre, mit dem er seit länge- 
rer Zeit in naher brieflicher Verbindung stand und für den er 
immer eine grosse Pietät bewahrt hat, nach Fouri er, Poisson 
und andere hervorragende Mathematiker, die Jacobi überlebt 
haben, vereinigt waren. 5 


Eine zweite Reise in’s Ausland unternahm Jacobi, der seit 
1831 mit einer Frau von hervorragender Geistesbildung verheirathet 
war, erst wieder im Jahre 1842 in Gesellschaft seiner Fraı Die 
Veranlassung zu dieser Reise war für ihn zu ehrenvoll, als dass 
ich sie unerwähnt lassen könnte. Dem erleuchteten Staatsmanne, 
welcher damals an’ der Spitze der Verwaltung in der Provinz 
Preussen stand, schien es im Interesse der Wissenschaft wün- 
schenswerth, dass Bessel und Jacobi einmal der schon oft an 
sie ergangenen Aufforderung zur Theilnahme an der jährlich in 
England Statt findenden Gelehrtenversammlung Folge leisteten, 


a 
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und er stellte daher bei dem Könige den Antrag auf Bewilligung 
der Kosten zu einer solchen Reise, welchem Antrage Se. Maje- 
stät mit Königlicher Munificenz zu willfahren geruhte. 


m Bald nach seiner Rückkehr von dieser Reise zeigten sich bei 


Jacobi die Synptome einer leider unheilbaren rankheit Er 
schwebhte längere Zeit in der. grössten.Gefahr, und als diese end- 
lich für den Augenblick beseitigt war, erklärten seine Aerzte zu 
seiner Kräftigung einen längeren Aufenthalt in einem südlichen 
Klima für nothwendig: Diese ärztliche Erklärung setzte Jacobi 
in nicht geringe Verlegenheit, aber diese Verlegenheit war nicht 
von langer Dauer, denn die Lage der Sache war nicht sobald 
“durch unseren Collegen Alex. von Humboldt, dessen gewich- 
tige Vermittelung nirgend fehlt, wo es die Ehre der Wissenschaft 
und das Wohl ihrer Vertreter gilt, zur Kenntniss Sr. Majestät 
‚des Königs gelangt, als durch'einen neuen Akt Königlicher Gross- 
'muth eine ansehnliche Summe zu einer Reise nach Italien ange- 
wiesen wurde. 


Das milde Klima von Rom, wo Jacobi den Winter zubrachte, 
wirkte so wohlthätig auf ihn, dass die, welche ihn dort-saben, 
weit entfernt, in ihm einen Reconvalescenten zu erkennen, über 
seine wahrhaft ausserordentliche Thätigkeit erstaunen. mussten. 
Er schrieb. nicht nur während der fünf Monate seines dortigen 
Aufenthaltes ausser mehreren kleinern Aufsätzen, welche in einer 
wissenschaftlichen Zeitschrift in Rom selbst erschienen, eine 
wichtige, sehr umfangreiche, für das Orelle’sche Journal be- 
stimmte Abhandlung, ‘sondern unternahm auch die Vergleichung 
der im Vatikan ‚aufbewahrten Handschriften ‚des Diophantus,; 
mit welchem: er sich seit längerer Zeit angelegentlich beschäftigt 
ug e 


In sein Vaterland zurückgekehrt, wurde er von Königsberg 
nach Berlin’ versetzt, wo das wenigstens relativ mildere Klima 
seine Gesundheit weniger zu bedrohen schien. Ohne hier der 
Universität anzugehören, hatte er nur die Verpflichtung, Vorle- 
sungen zu halten, so weit es mit der Schonung, deren sein Ge- 
sundheitszustand so sehr bedurfte, verträglich sein würde. Seine 
schriftstellerische Thätigkeit während seines hiesigen Aufenthal- 
tes stand gegen die der besten Königsberger Zeit kaum zurück, 
wie es die hier in etwa 6 Jahren geschriebenen Abhandlungen 
bezeugen, welche zwei starke Quartbände füllen. 


Zu Anfang des Jahres 1851 hatte er einen Anfall der Grippe 
zu bestehen; da er sich jedoch schnell erholte und wieder mit 
grossem Eifer zu arbeiten anfing, so durften seine Freunde sich 
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der Hoffnung überlassen, dass er ihnen und der Wissenschaft noch 
lange erhalten bleiben würde, als er plötzlich am 11. Februar von 
Neuem erkrankte. Sein Zustand erregte sogleich die grössten Be- 
sorgnisse, und als man nach einigen Tagen erkannte, dass er von 
den Blattern ergriffen sei, die auf dem durch das alte Uebel un- 
terwühlten Boden den bösartigsten Charakter zeigten, schwand 
jede Hoffnung. Den 18. Februar, Abends 11 Uhr, acht Tage nach 
seiner Erkrankung, erlag er ohne Kanpf. 


Jacobi’s wissenschaftliche Laufbahn umfasst gerade ein 


Vierteljahrhundert, also einen weit kürzern Zeitraum, als die der 


meisten frühern Mathematiker ersten Ranges, und kaum die Hälfte 
der Zeit, über welche sich Euler’s Wirksamkeit erstreckt hat, 


mit dem er wie durch Vielseitigkeit und Fruchtbarkeit, so auch 
darin die grüsste Aehnlichkeit hat, dass ihm alle Hülfsmittel der 
Wissenschaft immer gegenwärtig waren und jeden Augenbligl zu 
Gebote standen. o. 


Der Tod, welcher ihn so früh und: so plötzlich im Besitze 
seiner vollen Kraft von der Arbeit hinweggenommen, hat der 
Wissenschaft die grossen Bereicherungen nicht gegönnt, die sie 
von Jacobi’s nie ermüdender Thätigkeit noch erwarten durfte. 
Indem ich dies ausspreche, thue ich es nicht nur in der Voraus- 
setzung, dass in einem. solchen Geiste die schöpferische Kraft 
nur mit der physischen zugleich erlöschen konnte; ich habe auch 
eine Reihe von fast vollendeten Arbeiten vor Augen, an die er 
selbst in kurzer Zeit — vielleicht während des Drucks, wie er es 
in der letzten Zeit so gern that — die letzte Hand hätte legen 
können und die jetzt durch seine Freunde als Bruchstücke, in un- 
vollkommener Form an’s Licht treten müssen. Noch während 
seiner Krankheit, kaum vier Tage vor seinem Tode, beklagte er 
das Missgeschick, welches über vielen seiner grössern Arbeiten 
gewaltet habe, die Krankheit oder häusliches Unglück unterbrochen 


habe.-- Wenn ich dann, setzte er wehmüthig hinzu, später an die 


Arbeit zurückkehrte, habe ich lieber etwas Neues anfangen, als 
Untersuchungen wieder aufnehmen wollen, die so traurige Erinne- 
rungen in mir erweckten. Aber ich sehe ein, dass ich nicht län- 
ger zögern darf, jeneältern Arbeiten, denen ich einen so grossen 
Theil meiner besten Kraft gewidmet habe. - der Oeflentlichkeit zu 
übergeben, wenn sie noch erfolgreich in den Gang. der Wissen- 
schaft eingreifen sollen. Glücklicher Weise bedarf es dazu nur 
sehr kurzer Zeit, die mir ja hoffentlich nicht fehlen wird. 
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u on 
Von 


et Herrn Simon Spitzer, 


Assist. und Privatdoc. der Mathematik am k. k. polytechnischen 
Institute zu Wien. 


"Man bestimme die höchsten oder tiefsten Punkte der Fläche, 
deren Gleichung 


(di) :=gp(%,Y) 


ist. Um diese zu finden, hat man bekanntlich aus den beiden 
Gleichungen 


dz dz 
@) FR 


20 . . 
die reellen Wurzeln z und y zu suchen, die gefundenen Werthe in 


p(z+h, y+k)— plz, y) 


zu substituiren und nachzusehen, ob der so erhaltene Ausdruck 
für alle sehr kleinen und reellen Werthe von A und /% stets das- 
selbe Zeichen beibehält oder nicht. Im ersten Falle hat man, je 
nachdem das Zeichen positiv oder negativ ist, ein Minimum oder 
Maximum, im zweiten Falle weder ein Minimum noch ein Maximum. 


Es kann m sein, dass pie. und 2 einen .n gemeinschaftlichen, 
dx dy 'y 


x ar Y uhthalteniken Factor besitzen; wäre etwa 


d d 
. = ul y):-P; ve IE 


m 
_ 
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so werden offenbar beide Gleichungen (2) befriedigt für 


also für unendlich viele Werthe von x und y; ich behaupte, in 
diesem Falle erhält man im Allgemeinen statt“höchste und tiefste 
Punkte höchste und tiefste Linien, deren Gleichungen 


z=op(®, y), 
Vz, Y) -— 


sind. Ich nenne nämlich höchste oder tiefste Linien auf krummen 
Flächen solche Linien, deren sämmtliche Punkte dieselbe Höhe 
haben, deren nächste, aber ausser ihnen auf der Fläche liegenden 
Punkte entweder alle tiefer oder alle höher liegen. 


Dass sämmtliche Punkte der Curve (3) dieselbe Höhe haben, 


(3) 


ist leicht einzusehen, denn (x, y)—=0 bringt ja identisch n4 und 


dz : 

Fr auf Null, diess hat zur unmittelbaren Folge, dass sämmtliche 
an diese Curve gezogenen Tangenten horizontal laufen, also ist 
diese Curve selbst eine horizontale; ihre Gleichungen müssen sich 


somit auf die Form: 
EEE 


bringen lassen, unter A eine constante Zahl verstanden. — Man 
wird, um diese Formänderung ihrer Gleichungen zu bewirken, 
9(&,y) durch (x, y) dividiren, ist der Quotient /(z,y) und der 
Rest Ah, so hat man: 


= 98, y) = bla, ya 
was sich für v(z, y)=0 auf z=h zurückzieht. f 


Um zu untersuchen, in welchem Falle die Curve, IN 002 Glei- 


chungen 
:=p(2,Y); 
A 
sind, und die man sich in der Form 2 


(4) DT FRE | 
y=f(2) | ad 


aufgestellt denken kann, wirklich eine höchste oderztiefste Linie 


ee“ 
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der Fläche z=o(z; y) ist, gehe man: von. ihr (der Linie (4)) zu 
anderen, auf derselben Fläche in unmittelbarer Nähe liegenden 
über, etwa dadurch, dass man y um dy wachsen lässt, unter dy 
eine beliebige Function von = verstanden, die stets sehr kleinen 
numerischen Werth hat. 


"Man erhält sonach als Gleichungen von,- in der Nähe der 
Curve (3) auf der Fläche z=g(z, y) liegenden Curven folgende: 


HD Kan 

ca U y=fa)+dy. 

hi _ Die Substitution y=/(x)+0y in z= y(z, y) und darauf fol- 
gende Entwickelung nach Taylor’s Reihe gibt: 


ir dz  0y? d?z 
st tr 


oder, da 7 wegen des innehabenden Factors Y(z, %) gleich Null 


wird, 
dy? d?z 
tagt 
.. d?z .. . ” . 
Behält dy® für alle Punkte der horizontalen Projection ‚der 


Curve, d. h. für alle Werthe von z und y, welche der Gleichung 


plz, y)=0 genügen, einerlei Zeichen, so ist offenbar die Linie (3) 


2> 
eine höchste oder tiefste; sollte m hiefür Null werden, so 


müsste man, gleich den ähnlichen‘ Theorieen des Maximums und 
Minimums, das nächste Glied der Reihe zu Rathe ziehen; ist die- 
ses positiv oder negativ, so hat man weder eine höchste noch 
eine tiefste Linie; ist es aber auch Null, so entscheidet das 
Zeichen des vierten Differentialquotienten u. s. f. 


Um daher die höchsten und tiefsten Linien einer Fläche 
| z=Ayl2, y) 
zu finden, bilde man sich die Ausdrücke 


det” dy  ’ 


und sehe, ob sie einen gemeinschaftlichen, variablen Factor be- 
sitzen. Sei einer vorhanden und heisse dieser 


* YR, Yo 
Theil XXI, 13 


2 
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Bänland | 
so untersuche man, ob ug ) für alle Werthe, die der Glei- 


chung (2, y)=0 genügen, positiv oder negativ sei; im ersten 
Falle ist die Curve, deren Gleichungen 


:=p2,y), ya 0 


x. 
ar 


: - j : 19 d2p 2,3 
sind, eine tiefste, im zweiten eine höchste; ist aber u 


für y(z,y)=0 gleich Null, so bleibe man bei dem ersten, hiefür 
nicht verschwindenden Gliede der Reihe 


Bya,y) dipla,y) döple,y) 
dy? .’ dyt ° dy? 


® hr A. 
a 5 & A 


3 2200 ja 42 


dr b) D .’ . ; 
stehen; ist nun el dieses erste, so hat man eine höchste 


oder tiefste Linie, wenn n gerade ist, und wenn es dasselbe Zeichen 
beibehält für alle, der Gleichung w(z, y)=0 genügenden Werthe; 
und weder eine höchste, noch eine tiefste, wenn auch nur eine 
der beiden Bedingungen nicht erfüllt wird. 


Sollte dernte Differentialquotientstets dasselbe Zeichen beibehalten, 
mit Ausnahme einiger specieller Werthe, wofür er Null wird, so muss 
man für diese speciellen Werthe die Untersuchung aufdieselbe Weise 
fortsetzen; man bilde nämlich die nächsten Differentialquotienten 


dHpmy) dekrpla,y) detspla,y) 
dyrtı dynt2 dyt3 9? 

PRY ur dr 
substituire in denselben die speciellen Werthe, welche Bar Fran 
machen, und bleibe bei dem ersten, für diesen speciellen Werth 
nicht verschwindenden Differentialquotienten stehen; ist dieser von 
gerader Ordnungszahl und ist das Zeichen desselben mit dem 
Zeichen des nten Differentialguotienten übereinstimmend, so hat 
man auch in diesem Falle eine höchste oder tiefste Linie, 


Sei z. B. z=(2?2— y?4 2? —10(22—y2+1)+9, so ist 


dz dz 
Fra? y? ” ), FB a 


Diese beiden Ausdrücke haben den gemeinschaftlichen Factor 


2%, 
22—y?°—4; ferner ist ap 124 12y2416, und setzt man in 


d? Ä | ’ 
diesem z?=y?+4, so ist ap 8y?; da dieses stets positiv ist 
(mit Ausnahme des einzigen Falles, wenn y=0, z=+2 ist) £ so 
ist die Curve, deren Gleichungen 7 
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F 

| 

| 

h But Mais rbr, a2—f?=4; 

| oder redueirt 

| —=—1l6, a—j=4 

sind, eine tiefste auf der Fläche z=(2?—y?+1)?— 10 (2?— y?+1-+9 
liegende Curve, falls nur noch die Substitution von y=0, 2=+2 
" den dritten Differentialquotienten zu Null, den vierten aber positiv 
' macht; oder, falls der vierte Differentialquotient auch 0 würde, 
‚den fünften zu Null, den sechsten positiv u.s.f. Nun ist: 

N ” 

d’z ia Mr 

k a 

also ist bestimmt die Curve eine tiefste, weil der dritte Differen- 
‚ tialguotient gleich Null, der vierte gleich 24 ist. 

Diese Theorie ist einer Verallgemeinerung fähig. Wäre nämlich 
| Del (5 T2> Zn) > 

‚ so sind jene Werthe von 2, 23; -..-. a, welche x zu einem Maxi- 
" mum oder Minimum Hank aus den Gleichungen: 


| 
| dx dx 
Ferm Fr =0,., 7,0 


zu bestimmen. Wird diesen n Gleichungen genügt durch r Glei. 
chungen, wo r<n ist, so tritt ein ähnlicher Fall ein, wie der in 
diesem Aufsatze discutirte. 


xV. 


Integration der partiellen Te enüalgleichung 
; & ar kr ge) = 0. 
de NA rT 
Von 
Herrn Simon Spitzer, 


Assist. und Privatdoe. derMathematik amk. k. polytechn. Institute zu Wien. 
iM 


Setzen wir der Kürze halber, so wie es üblich ist: 


dz _ dr... N 
Pe a Par Pe} 


13° 


dz den dt 
424: dr,“ dan) er 
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so finden zwischen den elle Differentialquotienten _ folgende 
zwei Gleichungen statt: 


F(p1> Pas: P)—=0, da=pda +podrz +... 4 Pnden. 


Sucht man aus der ersten dieser Gleichungen BEN, Werth von 
Pn,; So hat man: 


Pr=Y%(Pı: Pas Pr .N I 
und wenn man diesen. Werth in die andere Gleichung einführt: 
dz=p,da, + padzz +... + Pn—ıdan-ı + o(pı Pan Pn-ı)dan, 


welche, nach der Methode des theilweisen Integrirens behandelt, 
sich so stellt: | 


<= PıT%ı 4 PaX2 + --- + Pr-12n-1 4 2n$(Pı , Pa > ---- Pn-ı) 
— fia, dpı -} X,dpa + Ya + In— dpn—ı + Ando(pı ’ Pa > urn Pn-ı) Y 


Setzt man statt dp(p, > Pa> ---- Pn—ı) seinen Werth 


1, vı Twser Ze 7 dpa +...+-- Ar —— dpa: 
so erhält man: | 
Fe + Para + :- de + 2n9(Pı> Em . a 


—fi (a Ha PdpıHastange, )dps+--- Han tan at >) dpn- I» 


und nimmt man nun an, dass die Grösse unter dem Integralzeichen 
das vollständige Differential der Function 


Y(Pı> P2> + Pn-1) 
sei, so ist: 
D) z=p12 + P2%2 +-.- 4 Pn-12%n-142np(Pı > P2> -- Pr-1) 
— Y(Pı > Pa» + Pa-1)> | | 

während zugleich folgende Gleichungen stattfinden: 


dyp(P1 > Pas + Pa-ı) dp(P1; Pa» --- Pa-ı) 


=2,+%®n 


dpı dpı 
Aryl ap Pı> Pa> 2> + Pn-1) dyp(P1> Pas Pn—ı) 
Kara 9 


dıv(Pı > Pa5 «-- Ai) BR Di .. er, 
dpa—ı as 7 
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Ich behaupte nun, das Resultat der Rlimination von p »Pas«-- 
= Pn—ı aus den Gleichungen (1) und (2), hiebei y als willkühr- 
liche Function betrachtet, ist das Integral der vorgelegten Dife- 
rentialgleichung. Denn denkt man sich aus den n—1 Gleichun- 
gen (2) Pı» Pas +--- Pn-ı gesucht, dann in (I) 'substituirt, wodurch 
Pı> P2> --- Pn-ı sowohl, als auch x als eine Function von 27, 29, .-- 
“In erscheinen, so hat man, wenn man x successive nach 
> 22 >... 2n differenzirt, Folgendes: 


ed, di dpa-ı 
er A + (2 RR + 27, a +... + Cn—1 da 
E, 97 dp dp, , dp dpa do =) 
a a dp, da, ' dp, da RE dpn-ı day 
erg fav'dpı | dv dp, , | dw dpa 
dp, da, ' dp, da,“ dpa-ı day S' 
Setzt man hierin gr. Fa : ar see aid ihre aus (2) folgen- 
dp, dp dpn—ı 
den Werthe und redueirt gehörig, so erhält man Ep. und 
1 


eben so findet man auch: 


dx dx dx L 
da, Par da, Pe Ein p(Pı> Pas + - Pr—1); 


somit ist unsere Behauptung gerechtfertigt. 


xViE 
Untersuchung über die Formel 
1 '2 —] 
aF(u.e) = f(x) +f(e+,) +r(2+,) + fe 
Von 
Herrn H. Kinkelin, 
Kandidaten der Mathematik zu München. \ 
’ g.1. 


Bevor wir zum Gegenstand der Untersuchung selbst über- 
gehen, ist es nöthig, noch einen Hülfssatz aus der Theorie der 
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Rekursionsgleichungen aufzustellen. Es sei z.B. eine zweiglie- 

drige Rekursionsgleichung vorgelegt, welche für alle reellen Werthe 

von 2 gültig ist: | | 
fa+h)=pa)HYVa)fe). u) 


f; 9; v sind beliebige Funktionszeichen. Alsdann gibt es un- 
endlich viele Funktionen f(z), welche dieser Gleichung ein Ge- 
nüge leisten. Dieser Lehrsatz lässt sich auf die folgende Art 
leicht allgemein beweisen für jede n-gliedrige Rekursion. Man 
löse nemlich die Gleichung (1) nach‘ den bekannten Methoden, 
welche für ganze Werthe von x gelten, auf und nenne diese Auf- 
lösung f’(x). Man lasse nun in dieser Funktion f'(z) x einen 
variablen Werth annehmen, so wird dieselbe der Gleichung‘ (1) 
noch immer ein Genüge thun. Es sei nun f(x) die allgemeine 
Auflösung der Gleichung (I), so ist 


fa)=ua)f(a) + ve). (2) 


Nun ist klar, dass f(x) für ganze positive oder negative Werthe in 
f'(z) übergehen muss. Es wird daher 


u(2)=144(@).(22—12)(a2—22)(2? 32)... in inf, 


v(@)=  B&). (2212) (a2 — 22)(22—-3%)...ininf.) 


% 


6) 


wo A‘) und B‘(z)-noch zu bestimmende Funktionen von x sind. 
Oder es muss 

u(z)=1+4A(2).sinzz, v(2)—= B(x).sin me 
sein; und sonach wird 

f)= (14 4(z) sin nz) f/(2)+ B(a) sin nz, (4) 


wo nun A(z2) und D(z) zu bestimmen sind. Wird aus dieser 
Gleichung der Werth von /(z) in die Gleichung (1) substituirt, so 
wird erhalten: 


Az B l B 14 
A re © 


welcher Gleichung offenbar durch unendlich viele Verfügungen über 
A(z) und Bi.) willfahrt werden kann. 
Eine der interessantesten dieser Annahmen ist folgende: 
| A(z B(x B(z+D). bi 
= gan an) Her 
oder & | 
 Aa4+)=— A), Bla) ya)+ Be+l)=Ale)ypl). (6) 


N NEIN Em, de 


Aus der ersten dieser Gleichungen wird durch Auflösen in gan- 
zen Zahlen Az) —(—1)*C erhalten, wo C eine beliebige Kon- 
stante vorstellt. Lässt man hierin x einen beliebigen variabeln 
Werth annehmen, so konmt ’ 

— Aa)=Cleos@k4+l) ae+V —1.sin(2k+b)re). 
Es kann also A(x) die zwei Werthe 
A(z) = Ccos(?k+l) az und Ala)=C’cos(@k+1) mx (8) 


annehmen; und zur Auffindung von B(.r) erhält man alsdann resp. 
eine der folgenden zwei Rekursionen: 


B(z+1)=Ccos &k+l)ax.y(@) — Bla) v@@); 
B(<+1) = C'sin %%k +1) ae. p(a)— Be) ve). | 


C und € bedeuten zwei beliebige Konstanten, welche auch Null 
sein können. 
Aus dem Vorhergehenden geht ferner hervor, dass es nur 
Eine algebraische Funktion gebe, welche eine Rekursionsgleichung 
auflöst. Wenn in dieser Funktion, welche oben mit f‘(z) bezeich- 
net wurde, .x beliebig variabel erklärt wird, so erhält man die 
sogenannte einfache Auflösung der n-gliedrigen Rekursions- 


(6%) 


gleichung. 


&. 2. 


Nach dem bekannten Fourier’schen Lehrsatz lässt sich jede 
Funktion f(z) in eine Reihe nach cos und sin der Vielfachen von 
Ir entwickeln. Setzt man der Kürze wegen 2x2 = x‘, so hat man 


fix) = A +2}A,cosz’ + Aycos2r’+ Azcos3r’+... Arcoskz +... in inf.} 
12 VBasina 4 Basinda ‘4 Bysinda't...4-Bastuke +. in int.) 72] D 


wo Al Ar, Bi; Konstanten sind, welche durch die Gleichungen 
A=fıfa)dz, Ar=f'f(e)eoska’de, Bı=f!f(x)sinke’de (2) 
bestimmt werden. Die Gleichung (1) gilt im Allgemeinen für alle 
jene Werthe von z, welche innerhalb der Grenzen 0 und 1 fallen. 
Es sei nun n eine beliebige ganze Zahl, so setze man in Glei- 


chung (1) für x nach und nach die Werthe 


1 2 nl, 
zT, za ıtz> a die 


\ 
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so erhält man, wenn man die daraus entstehenden n Gleichungen 
addirt: 


dr 
nie 


» 


a are) He) Ele 
. 2>0 


kon kn 
—nAd+?2nZ Arncosknz' +2n 3° Binsinkn«'. | 1 
k—1 k=1 X pe 


Setzt man 
k=& k=%X 
4422 Akn cos ka’+22 Biunsinkx' =F(e), (3) 
1 1 4 | 


so hat maa endlich folgende Gleichung: 


z>0 


f@a)+r(2+,)+1(2+,.) + Ale nF) ° El 
n 


Die Form von F(z) wird von ‘der Form von f(z) abhangen 


und .umgekehrt. Durch die Gleichung (3) ist F(&) unmittelbar 


mittelst der Goeffiecienten der Entwickelung von f(x) gegeben; auf 
gleiche Weise ist, wenn F(x) gegeben ist, f(x) durch die Coeff- 
cienten der Entwickelung von F(x) gegeben, indem man in Akn nur 
n=1l zu setzen 'braucht. In den meisten Fällen handelt es sich 
aber darum, f(x) und F(x) als endliche Funktionen zu behandeln, 
wie man es z.B. für die. Euler’sche Funktion I{z) und dieJacoh 
Bernoulli’sche Funktion Z(x) gethan hat. Es ist nicht der Plan 
vorliegenden Aufsatzes, die Art und Weise, wie eine dieser bei- 
den Funktionen /(z) und F(x) aus der gegebenen andern erhalten 


werden kann, näher zu erörtern. Wir werden uns damit befassen, 


diejenigen Funktionen /(2) und F(x) zu finden, für den Fall, dass 
die Relation 


F(n2) = p(n) + Y(n) nz) + vn) O(nz) 6) 


unter ihnen statthabe, wo g(n), ı(n), v’(n) bestimmte Funktionen 
von 2 sein werden, welche selbst wieder von (nz) abhängen. 
D(nz) stellt eine gegebene ganze rationale Funktion von’ n& vor. 
Alle diese Gleichungen müssen simultan bestehen, und es ist un- 
sere Aufgabe, aus dieser Simultaneität /(z), gp(n), “D‘(m) zu be- 
stimmen. | 


u Es sei als erster Fall O(nz)=0, so geht die Gleichung (5) 
$. 2. über in a E. 4. 
Finz)=p(n) + un) finz). a) 


Alsdann wird also 


] 


u CET"  — un 


> 


4 rer einer d)e-ner "= fina) nun) tag). (1) 
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Und es muss, wenn man die Gleichung (1) in Reihen entwickelt, 


k— 
4+22 FR 
—1 


; ar zT > 0 
—=%Y(n) A-+Y(n) +2%(n) = j | Arcosknx’ + Bısin knz’} ae 1 
= °<, 
sein. - Damit diese Gleichung bestehe, muss 
pn) + Yn)dA=A, RT2) 
ı(n) Ak= Aın, (8) N 
ı(n) Br— Bin (4). 


Sein. Die Funktion f(x) hat diesen drei Bedingungen zu genügen, 
damit die Entwickelung (1) möglich sei. Zur Untersuchung der 
Gleichungen (2), (3), (4) schlagen wir folgenden Weg ein. Setzt 
man in Gleichung (3) suecessive die Werthe k, kn, kn?,... knm! 
anstatt 4, und multiplieirt alsdann diese entstehenden Gleichungen 
mit einander, so folgt y(n)m A. = Arnm. Setzt man aber weiter 
in (3) n” für n, so ist auch y(n”) Ark—= Aknm, und folglich (n)” 
—h(n”), woraus nun 


Yan)—n” (5) 


geschlossen wird; m’ stellt eine beliebige reelie oder imaginäre 
Zahl vor. Da:aber in der folgenden Entwickelung der Fall, wo 
m’ imaginär ist, leicht aus dem ersten abzuleiten ist, so brauchen 
wir m’ nur als reelle Zahl anzusehen. Es wird also auch 


AnznwAr, Ba=n" Br; 
woraus, wenn k=1 gesetzt und hernach n in k umgewandelt wird, 
A,—km'A,, BB=k"'B,, wo A, =f!f(z) cosz’dz, B=f’fa)sinz’d 
ist. Obige Bestimmung von Gh Schkint nun nur Bestand zu ha- 
ben, wenn die Reihe in (1) $.2. konvergent ist, d.h. für ni 0. 


Bedenkt man aber, dass, wenn diese Bestimmung von Y(r) in die 
Gleichung (1) eingeführt ist und ihr zufolge auch f(x) berechnet, 
alsdann die Gleichung (1) noch Bestand haben wird, so sieht man, 
dass, diese Gleichung (5) für alle reellen Werthe von m‘, gültig, ist 
und gebraucht werden darf. Man setze m’ —=—u, so kommt 
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1 n#“—1 m 
vn) PW)SAT—L—. TER 
Die Funktion f(x) ist also 
san 


Re re =2 sin kr‘ 


foy=A+ 242" tan & 7. 


und für alle Funktionen von dieser Form existirt die Gleichung 
1 2 n—I\ ..1 ‚n#—1 
fa) +1(2+, )+ ar, )+1(2er >) = sr). 


Su 


Durch den im vorhergehenden Paragraphen gefundenen Ausdruck 
für f(x) ist zwar diese gesuchte Funktion hergestellt, aber.nur mittelst 
unendlicher Ausdrücke. Es ist daher noch unser Besträben, einen 
endlichen Ausdruck für dieselbe zu finden, was der Gegenstand 
des gegenwärtigen Paragraphen sein soll. Für den Fall, dass die 

>0 
Gleichung (9) nur für jene Werthe von x gilt, welche < lL sind, 
| n 


liesse sich dieses Problem nur äusserst schwer lösen. In dem 
speziellen Fall aber, wo die Gleichung $. 3. nicht nur in jenem 
Umfange der Werthe von x, sondern allgemein für jeden reellen 
Werth von z gilt, führt folgender Weg zum Ziel. — Die Glei- 
chung (9) $. 9. ist folgende: 


+ 
1 . 
fa) +1(2+5) +--1(e+ =) = n/a) tngla) (1) 


wo 
ER: R 


o(n)=A——- - 


Setzt man hierin z+1 für x, so wird auch } 


1(=+; „)+-- + HD = fu D 


Werden diese beiden Gleichungen von einander abgezogen, so 
kommt 


(nc+l) — nz 
fe +) -f@)= leihen 

Links vom Gleichheitszeichen kommt hier kein n vor; da diese 

Gleichung identisch ist, so darf aber auch rechts kein rn vorkom- 

men. Damit dies möglich sei, muss 


[nz+D) — f(nz) =(nz)»-1C 


NN 
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N 


k oder, wenn n=]1 gesetzt wird, 
fa+l)=f@)+ x ©) 


sein, wo C eine beliebige konstante Grösse vorstellt. Diese Gleichung 
ist es, welche die Form der Funktion f(x) angibt. Zur Diskussion 
derselben übergehend, so ist vorerst klar, dass die einfache Auf- 
lösung derselben der Gleichung (2) sowohl als der Gleichung (1) 
genügen werde. Denn wenn man aus (2) die einfache Auflösung 
berechnet, für ganze Werthe von &, so ist dies eine Funktions- 
form, welche der Gleichung (1) genügt. Lässt man x beliebig va- 
riabel werden, so wird die Form der Funktion die nemliche bleiben 
und sonach der Gleichung (l) immer noch genügen. 


1. Es sei u>0O und >1, so ist die Rekursion 
fx +) —-fea)=ar1C, 


ce=f2)—fÜ) 


| 
0/1) —f(0) ® 


ist, aufzulösen. 


Die einfache Auflösung ist 
f(&) = Cile 1 + 2821 + 30 14... — De-lYr fl). 
Für C=f(2)—-fb)=1 und fh)=f(0)=0 wird 
" , fo)=zlet+aAr3Ar.. + — Dem, 
welches, wenn u eine ganze Zahl ist, die von Herrn Prof. Raabe 


diskutirte Bernoulli’sche Funktion ist. 
2. Es sei ferner u=1, so wird (z=+1)=C+ f(x), woraus 
| f(&)=Cx+ fü) (6) 
gefunden wird. Eine zweite ebenfalls einfache Auflösung findet 
man so: Man setze f(x) =logF(x), so kommt F(x-+1) = C'F(x). 
Da die Konstante C* beliebig ist, so darf man sie gleich —1 an- 
nehmen, ohne der Altgemeinheit weiter zu Schaden. Alsdann ist 
Fx+)=—F(z), woraus schon in $. 1. Fix) =e’coszz und 
F(2)=csinnx gefunden wurde. Da nun c’coszz in esinzr über- 
geht, wenn man darin z-+3 für x setzt, so braucht man als zweite 
einfache Auflösung bloss 
® f(x) =loge sin nz (7) 
anzunehmen. & 


Anmerkung. Im folgenden Fall werden wir sehen, dass, 


> % 
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wenn C=0 oder C’=+1 angenommen wird, alsdann E86 sein 
muss, was nicht in diesen Fall hineingehört. Hätte man,ferner 


o> 


< +7 angenommen, so würde man F(z) = CF(0) finden, was 


aber auf keine anderen Men geführt hätte. 


3. Es sei endlich C=0, so wird fx&+))= f@). Hieraus ist 


als erste einfache Auflösung 
f(z)=.e. (8) 
Die zweite einfache Auflösung ist | 
| f() == cos?2knzc +isin?krnz. 


Da aber für f(z&)=cos?rz und f(a)=sin?rz Ar und Dr ver- 
schwinden, so sind die Reihen unbrauchbar und.es wird bloss in 
Bezug auf die Gleichung (1) 


f(x) =csin 2kız, f(x) =c’cos?2knz. (9) 
Die Gleichung (x +D)=f(z) hat noch eine einfache Auflösung. 
Setzt man nemlich f(x) = ne ) so muss nu nn Br sein, 
wo nun F(z) und F’(z) so bestimmt werden können, dass 
Fax+D)=—F(2), F(e+D=— Fe). 
Auf diese Weise erhält man 


f(x)=e cotgaz, f(x)—c tangne. { (10) 


1 
Setzt man endlich noch ID) Fo)’ so .wird auch F(x+1) 
—F(z), also auch 
[(a)=csec?knz, f(x) = c' cosec kn. (11) 


Auch für diese letztere Bestimmung werden die Reihen un- 
brauchbar. Durch Entwiekelung der Ausdrücke in (8) und (10) 
findet man in der That, dass für diesen Fall „0 ist, womit die 
Untersuchung für a = positiv geschlossen ist. 2 


& 5. 


k=s—1 m Pre 
Nennt man B”(z) die Summe 2 k2m und B‘(«) idöfme 


k=ı—1 RR D o,. D . 
92 j2m+l, wo m eine ganze positive Zahl ist, so wird 
k=1' 1 


\ 


nEins)=f f@+/(e+,)+ r(= +) B ‚rar? Am 62. 


y pB" gr! "ER Pisa N va 1 (2m Bıa?m- 2k41| 
a 
2in+?2 


2m+1 


B‘(&) — ER ja he 57 m ma, 


wo Br die kte Bernoulli’sche Zahl, positiv gonommen, vor- 
stellt; und man findet wirklich 


Re 2(—1)mr1 i =asin?kne| r—0 
BI) onjemrı lt? 2.3... (2m mz,  A2m+ı Ya 
— Nr+1 ' 

Bi= Gr Batı 9 
a)” 8 cos?dknz) 20 
123. Em lenı 

woraus also 

| 1 
B"a) + B'(<+,,) + Br (24 )= m B'a2); 
Ba+B(et, .)+- ‚Ba 4 I) 


Binz) ul), n2m+2—1 
zur T Omr2 nm Bmtı 


ferner 
: ,. 8 cos?kne) 0 
log2sinne=— 2 ln. 
(4) 
ee 2 
a 
also 
ner IN 4 ( .) ( Bu} 
sinaz.sinn(=+,,).sin xt, ..sinzı + “ 
= 21R sinnnz 
(B) 


und | 
+ 2+ -) 4 (+) yo :(@ + Er gerri 


und endlich 
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—1= 3 "ens2kaz a ae ' 
' & "6 4 
cotg 492 sin Ohr | ErN | 
k—1 xz<1l 
woraus 


2 N —l 
cotgrx + cotg (24 .) + cotg "(24 er +...coten(24 _ 


—nceotgnnz. (7) 
Man sehe hierüber: Raabe, die Jacob Bernoulli’sche 


Funktion; Crelle’s JournalBd. XLI1.; Euler, Einleitung 
in die Analysis des Unendlicehen. Cap. 14. 


$. 6. 


Wir gehen nun zu jenen Funktionen über, wo u negativ ist 
oder u=—m; in diesem Fall werden die Reihen divergent, also 
unbrauchbar, und es wird 


1 2 ’ | 
fa) tf\ x+ ) +/(2+ -) +...=n”t+lf(nz) +An(l—nr). (1) 


Soll diese Gleichung für alle reellen Werthe von x bestehen, 
so muss 


C “ 
fat) = mp tf@) @) 


sein, wo die Fälle m=0 und m= —1 ausgeschlossen sind. Hieraus 
kommt 


1 
fa)= + au + En Lay, '(@— Det (8) 


für ganze positive Werthe von x. Für die Annahme, dass m eine 
ganze Zahl ist, wird für variable Werthe von x 


—D* . dr330g I'(z) h 
fa) Sm + rn 3...m dartı 8) 


Man sehe: Legendre, Traite des elliptiques. 


Band 11. Nr. 90 f., wo Sm+ die Summe = "en bedeutet, , 


Anmerkung. A=/f!f(x)dx wird hier scheinbar unendlich. 


v 


| 
y 2 
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Verfährt man aber wie Legendre a. a. O., so findet man 


A—U. u )) 


$. 1. 


Betrachtet man. die Gleichung (2) $..4., so sieht man, dass 

„ auch die successiven Differenzialien und Integrale von f(x) dersel- 

ben genügen werden, wenn gewisse Bedingungen stattfinden. Dif. 

ferenzirt man daher alle dort in den Formeln (3), (7), (8), (9), (10), 

(11) gefundenen Funktionen, so sieht man, dass sich alle auf diese 
Weise erhaltenen neuen Funktionen auf 


dr cotgsnx 
a (d) 
reduziren. Ebenso reduziren sich alle durch Integration zu erhal- 


tenden neuen Funktionen auf 


fz) =f®log2sin zedaen. 


Es ist aber aus $.5. Gleichung (4) 


(NPD cos 2knz 
(Ar)r 1 kan 


Sm log2sin medetn— \ 


hrtt1z® sin ne 
SV log2sinnz dat = — Onyati-, af 


Oder nach der bekannten Reduktionsformel der mehrfachen Inte- 
grale, wenn man um abzukürzen 1.2.3...r=r! setzt: 


1 dam Ber. En, 
in Di " (2—1) A ah a ee 


(2) 
(2) -NrHI=8 cos2knz 
- A,n2n-3 +.. ra Ani Zoe (Im)?n 1 kn ’/c—=0 


? 
2n+1) '. (2n-H) fh 
Alf @-Vehs Osinmt)dt} Ana + Aa |F=1 


(8) 
(2n+1) (2741) nt) (—DIrtli=osin?inz | 
+4A,r?" n—2 + oe Aon—ı LT er on — On) ri nf 


’ 0) 
wo die Ar Integrationskonstanten sind, welche nun bestimmt wer- 
den müssen. Wird die Gleichung (3) nach x differenzirt, so muss 
die Gleichung (2) hervorgehen, es muss also allgemein 


Yen k 
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x u i SUAE 
(241) en e 
(2n —k)Ak= 


FE i j 
 ; 
sein; und hieraus erhält man, indem man successive für n Phie 4 


2 41 k 
Werthe n, Nn— zZ NZ N .n— 5 annimmt, und diese ent- 


stehenden Gleichungen alle mit einander multiplieirt: 


en) nr i; 
Setzt man in der Gleichung (2) z=0, so verschwindet das 
Integral und es wird | 
Valerie hrhB, | 
an 1 Om)2n 2n— 779 RR an) 5 


wird dagegen in der Gleichung (3) Be angenommen, so kommt 


(Zn) 
A 


2n —V; 
und es wird also, wenn der. Kürze. wegen 


( ee r(r—1) (er 2)- .r—k+]) 
k RBETION rn % 


ist: 
ie 


fa)=2 fe ER (2 in9a AR R} B,a2?n—2 Ä 


9 | 
arg vn ') Bas" ') Bya2n-s 
DeRZu (1) RD 


Nie (2n—1)! I=® cos 2knz 
4 (2re)?r 1 Ua? 


f)= En (vH? log(2 sin z)dt}. (& 7 Ba 


\ 
(er \ R6) 


(het ar, Su Bat 


u (-rH2.(2n)t = sin?knz 
TITOm)RH ET u agg 27 Meter 


nE(nz)= fix) + (ar ) +f (24 -) FR r(2+ -). 201 


„. Hiemit ist nun die Untersuchung über die Form der Funktion 
- f(x), welche der Gleichung (1‘) $.3. ein Genüge leistet, für die 
Annahme, dass ın‘ reell ist, als beendigt anzusehen. 


$. 8. 


| Es bleibt noch übrig, diejenigen Funktionen aufzusuchen, welche 
aus der Annahme (s. $. 3.) m’—=a’+0b'’Y —1 hervorgehen, Man’be- 
zeichne YV —I mit i, und — m’ mit u, so sei 


n=a+tbi, 
wo'a und 5 reelle Werthe haben. Alsdann wird 
—netcos(blogn)-Hisin(blogn)}, _ 
n-4—n-a{cos (blog ein (blogn)}, 


1 cos (blogn) zöin sin (blogn) 


n ur po u ma—l al 


’ 


__eos(blogn) , ‚sin sin(blogn) 


(n»—]) nH da 75 nei al 


Die Gleichungen (8) und (9) in $.3. gehen alsdann über in 


fa) = A+2A, 2 a cos Aka 


k= o | 
+2B, 2. Satan: DR sin 2knx (di) 


wir hA, Sesinblogk) ERRLLLUR 


cos?knc+2B, Ei sin?krz| 
zz k= 


ra+r(e+1)+r(@r2) 8 1(@+”7) 


bl bl 
Eizo fina) + An N 
N 2 Bet. 


Die Gleichung (2) $.4. wird nunmehr 


fie+) = Cxe-!cos (blog #2) + iCxe sin (blogr)+ f(x). (8) 
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Es sei nun 


MO)=Fl)HiP@), N “ “ A 


was angenommen werden darf; so hat man zur Bestimmung von 
F(z) und F‘z) die Hekursionsgleichungen 


Fa+N—a- cos(blogxz) C+F(z), (5) 
FKac+)=x071sin (blogz) C+ Fe). (6) 
Diese geben als einfache Auflösung, wenn C=1 gesetzt wird: 
 F(a)=1"-lcos(blog 1) +2°-1cos (blog?) ‘ m 
+3°=1cos (blog3) +... (2—1)°-1cos (blog (2—1)) + FÜ) 


F*(&) =1e? sin (blog 1) + 22! sin (blog?) 
+ 3°-1sin (5 log3) +... («—1)1sin (blog(=—1)) + Fl) s 


Für den speziellen Fall a=1 erhält man: 


_ FÜ)+F@)= 1 +cos (6 log2) + cos (blog3) +... cos(blog(z—1)), (9) 


F@)= sin (blog) +sin (blog3) + ih (blog(«—-N)+F(l). (10) | 
ve 


$. 9. 


Noch einige gemeinsame Eigenschaften der Funktioneı hr nn), 
wenn dieselben gewissen Integrationen unterworfen werden, wollen 
wir ableiten. Es ist nemlich, wenn wieder "—=?rnx angenogli 
men wird: | 


nm F If(z) coskr’de— N 1f(z)cosknzde, 


1 
nes} 2) sinkr’dz = J 1f(z)sinknz de; a) 


wo k eine ganze positive Zahl ist; m wird, je nachdem man eine 
spezielle Verfügung über /(z) macht, positiv oder negativ oder auch 
imaginär sein. Werden diese beiden Gleichungen durch einander 
dividirt, so kommt 


S!f@)coskr/dz . S!f(x)cosknx’dz 
" I fa) sinkz’dz fl 1 f(x) sin knzx’d.c 


oder 


ST fix) fe) coskz'sinkne'dede= =/ 1 f 1 fx) flo) sin kx’cos knadzde, 


bope a 


BEN) t r(2+ 3, + Ha?) F.. ‚124 =) 203 


woraus 


JS 1 Sf 1x) f(e) si k(ne—z)dxede=0, (2) 


wo der Kürze wegen «—=2r« gesetzt wurde. Wird ferner die 
erste Gleichung in (1) mit cosk«’, die zweite mit sink«’ multipli- 
zirt, und alsdann beide addirf oder subtrahirt, so kommt: 


nm | L 14(x2)cos kr’dz cosk# 4 ft f(x) sin kx’sin ka'de } 
—/f!f(z) cos knx’ cos ki/de + f!f(x) sin inz’sin ke’dır 
oder 
nm y" f(z) cosk (Fe )de=f!f(x) cosk(neFe)dz. (8) 
Ebenso 
nmfl f(x) sin k(& te) de —f!ıf(a)sink(nz+a)dz, (4) 


"wood einen beliebigen reellen Werth hat, die Null mitbegriffen. 


$. 10. 
Es sei nunmehr als zweiter Fall 
& D(nz)=nz, 


so hat man zur Bestimmung der Bedingungsgleichungen, wenn die 
daraus hervorgehende Funktion mit f‘(®) bezeichnet wird, 


F(nz)= p(n) + ya) (nz) HnzyY‘(n). () 
Werden hier auf beiden Seiten nach $.2. Gleichung (1) und 
@) die Funktionen in Reihen entwickelt und aus $. 5. die Glei- 
chung (4) oder 
z>0 


n=5— _ ] er 3 Re a PP 


Pi 


1 l (sinnz’ + sin?2nr’ . sndnz’ sin knz’ 


zu. Hülfe genommen, so erhält man die identische Gleichung 


ya 
A+?2 2. # Akn cos knx’+ Binsin knz’)= Ay(n) + p(n) + 31’(n) 


k=® | 12): = 
+22, | v@4rcostnz‘ + 1ym Br 5; w)lsinzne | „_ r 


. 14* 
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woraus, wenn die Coeffizienten von cosknz’ und sinknz’ links-und 
rechts vom Gleichheitszeichen einander gleich gesetzt werden, 


A=y(n)A+ 9(n) +4y‘(n), (2) 
© An pn) Ak, (8) 
Bin=Y(n) Br — Al | (4) 


erhalten wird, wo 
Az=f!f(z)de; | 
Ar —/’f(2)Co8 Kae, 6) 
Bı=f!f'a)sinkr’de. 


Um hieraus p(n), y(n), p‘(n) zu berechnen, verfahre man mit 
der Gleichung (3) wie mit Gleichung (2) $. 3.; so wird. 


1 
vn)= m’ | & 
also | ". > (6) 


A=,, A:- : k \ 


Dieses in die Gleichung (4) substituirt, gibt, wenn der Kürze 
wegen 


B B' ! 
k(Bun 5. = | (&) 
gesetzt wird, 
IazB' \ br 
vn) N 


Ä 


Um die Gleichung («) aufzulösen, bringe man sie unter die Form 
kn” Bin — kBı = Bi; | 


alsdann setze man in dieser Gleichung für % successive die Werthe 
k, kn, kn?, ... kn®’-1, multiplizire die so entstehenden Gleichun- 
gen. resp. mit ], nr—1, nAm-1), 3m), ,,. nm’ —m-1) und addire 
alle zusammen, so erhält man I 
knm’—1m-1) +m+m—1 Bm — By 
WB ( +nm-1 4 n2?(m—1) + ..nm’—l)(m-1)) 


oder 


nERz)=f(z) + r(=+,) +1(+2)+- „+ =). En 
’ ' 


2 mm—1l)__ 
Lknmm’ Bm — kBı= 25 Sad - 
nm—1—] 
Setzt man ferner in der Gleichung («) n”’ für n, so erhält man 
Inmm’ By, m — Br — B’nm'. 
Aus der Vergleichung dieser beiden Gleichungen unter einander 
folgt aber 
B’n Bin" 


nm-i_] — nmm-)_]’ (P) 
woraus endlich 
Ba=c(nr-1—]) 
folgt, und mithin ist 
m—1__ 
Nr Si Ä (7) 


wo € eine Konstante vorstellt, die der Aufgabe gemäss bestimmt 
werden muss. Zur Bestimmung von Bi hat man nunmehr die 


Gleichung 


m—1l__ 
kBın fr a =C e ds 8 
u n n 
Setzt man hier =1, so kommt, wenn hernach n in k umgetauscht 
ww: 
km-1—1 1 
B=c m + Bi gm: (7) 


i B',m N 
Für die Annahme m=]1 erhält —g_ aus (ß) die Form 2. 
n . 
Differenzirt man daher Zähler und Nenner dieses Ausdrucks nach 
m und setzt hernach m=1, so erhält man B,”' — m’B,„, woraus 
 Ba=clogn und also 


logn 
wm) = — me ( 
geschlossen wird, und alsdann' wird. auch 
% 
\ _elogk ‚Bi. 


Führt man diese Bestimmungen für Y(n) und %‘(n) in die 
Gleichung (2) ein, so kommt 


° 


FE" fe 
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Or ee) für ni 1 16) 
NT m < . 
und 
Hm)=A(1-, + ne "ar für m=1. (10) 
g.1L. 


Fasst man Alles in $. 10. Gefundene zusammen, so hat man 


> 


also für den Fall, dass m <1 ist, 


1 2 —ı 
Fo +f(a+,,)+1 (24, )4..1(2 a 
mL] m—] m—1_] - 
= mil (na) —ncz a +4 see ee, 


welche Gleichung für alle jene Werthe von x, welche sich inner- 
halb*der Grenzen 0 und E befinden , Bestand hat. "Es, istinun- 


mehr unsere Aufgabe, diejenigen Funktionen zu finden, welche der. 
selben ein Genüge thun. Macht man die Annahme, dass die zw 
findende Funktion die Eigenschaft hat, die Gleichung (1) wenig- 
stens für alle positiven Zahlenwerthe von & zu erfüllen, so setze 
. 1 . . CE hi 1] 
man in derselben x 4% für x ein und ziehe diese so entstehende 


s 


Gleichung von (1) ab, so kommt, wenn, um abzukürzen, C-1?zc ’ 


(na+ )—f'na),  „nmzi—l 


Par) fi ehe m 


oder 


% 


ı Pe EN m—1__ 
Par re I: All use. 


Nimmt man hier &=1 an, tauscht alsdann rn in x um und 
bedenkt, dass die Funktion f(x) ihre Form für variable Werthe 
nicht ändern wird, so erhält man für alle Werthe von x die Re- 
kursion kg | nal 

f(z2+D) —-f(@)=C'’am 1— C, u BE) 


wo 


€e’=f2) —fD+rEC ) : 


u =) 207 


x nE(inz)= f(&) +r(@t7)4 /(@+2)4 „2r7 


’, i 
Ruft man die Auflösung der Rekursion (2) $. 4. zu Hülfe, so 
kommt also 


fF@a)=Cfa)— C2 + fl); 8) 


welches Resultat vorauszusehen war; denn integrit man die Glei- 
chung (2) $. 4. und Gleichung (9) $.3., so erhält man resp. die 
Gleichungen (1) und (2). Es ist diess also keine neue Funktion. 


Eine solehe würde aber erhalten bei der Annahme m=1; denn 
alsdann hat man 
1 2 ı—1 
f(@) +f(2+,) +f (=t;) Ele 
(4) 
= f(nz)— Cxnlogr +An—N)+ en. 


Verfährt man mit dieser Gleichung ganz gleich wie mit Glei- 
chung (1), so kommt 


Pete) =F met) u) — Chen, 
ER _ 


woraus wie oben 


Pia) -P(e)=C + Clogz (5) 
erhalten wird für alle Werthe von z. Dieses gibt also 
a2 fa+b=Clglla+)+Cz+fd: 
oder also r | 
u f(&)=ClogI(a) + —DC+fd, (6) 


wo IX) die durch das Integral f*e2«:-1d« ausgedrückte Funktion 
0 


Ds RT in 
k=o z(a+l)(2 +2)... (2+k—)) 
x in die Funktion 1.2.3... (@—1) übergeht. 


ist, welche für ganze Werthe von 


Nimmt man 
C=1, f)=0, =) -fW=0-0=0, 
welches keine Widersprüche darbietet, an, so erhält man 
f@)=log I), \ 
und ’alsdann geht aus Gleichung (4) 
 loeF(a)+i r(2+,)+ logr( ) 
ET ogI(z)+log z „„logI'| <+ 
= log I{nz) +3 —nz)logn+A(n—]) 
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hervor, wo nur noch A zu bestimmen ist. Es ist nun nach der. 


Theorie der Funktion IX«): u 
log I’(z) + log P’(1—x) =logn — log sinne | 
oder wegen Gleichung. (4) $.5.: 
24+ 23 (Ar cos kx’ + Bı sinkz') + 23° (Ar coskx' — Br sinkx') 


k=® cos kzx' 


k TA 


—=log?r 1: ei 
woraus 


2A=log?z, A=!log2r, A=y, 


folgt. Br wird durch die Gleichung 
B«=f!log I(z) sin?kn2dz = 3 (log2rrk—c) 
v0 


bestimmt. Diesem zufolge wird ge we 


log I’(&) +log r(2+ r) +..logT +) 
no ße: 


—1l Be 
=log F(nx) +(3— ne) logn +, log?r, h 


2 JO) AR 
logI(a)= Hogdr4 3 SRcos?knz SR log cs c 


EN Bea 


sindkma) ” @ <1 '® 
wo c = —0.5772156649... die Konstante des Integrallogarithmus 


vorstellt. Die Gleichung (8) fand Kummer: Crelle’s Journal 
Band 35. 


g. 12. 


Wir lassen noch einen neuen elementaren Beweis der Glei- 
chung (7) des vorhergehenden Paragraphen folgen. 


Es ist nemlich aus Gleichung (5) $.5. 


sinnne=A-nsinnesinn (=+ -) sin 7 (*+,) ..SINTE (us _— -). 


‚wo x irgend eine reelle Zahl vorstellt. Berüeksichtigkig man nun 
die Fundamentalgleichung der Funktion I(z): | 


u 
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: Su, 
2\ 8) LO re sin nz’ j | (a) 
! z Eh ergibt sich 
8 . 
En (na). Tl—na)= (Or (a) TA—a).eT (+2) 76==-8 rk) r(ee-2)E 
Er oder, da | 
PN | 
a 1 x Ic +D=xIl(a), (b) 
— so geht diese Gleichung über in __ 
+ 1 n—1 1 n—I\ 
Ein T(n2). nI(—nx) =(2r) 2 I(a)T +, ..T +2). @n)® ® I)r(—2+, .) r(-2+", 
7 £ 
I woraus die beiden Gleichungen = 
nz 
in 
= I'(nz) = (2x) 2 IKa)I( x+ : ): Web 4 — a Nr (z,n) ° 
x 
. u a und * * 
3 E ı n—] 1 2 ® 
®- Tna)=@a)® Zee „): ‚r(-24” hiz.n) | 7 PN 


« 


E" 


[7 


Ei 
7 


u 
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hervorgehen, wo jetzt /(x,n) als Funktion von zundr zu bestirn-" 
men ist. Geht in der letzten Gleichung x in —x über, so erhält 
man durch Vergleichung mit der ersten 


1 
fan) [-en)=2> 
woraus 
[(O,r)=n"3 
folgt. 
Um nun f(z,r) selbst zu finden, setze man in der ersten 


jener zwei simultan bestehenden Gleichungen +2 für und be- 


denke die Gleichung (b), so kommt 
1-n 
I(az)-=T(x) r(=+;) N ne On) 2 f +. .R), 


welche, mit der ursprünglichen verglichen, die Rekursion 


f (=+ n n) —I Ne | 4 ih 


darbietet, aus welcher leicht 
l Ta 
f\2+7> n)=nkf (2,n) Se 
gewonnen wird, wo % irgend eine Bpsitive oder negative ganze 
Zahl ist; hierin k= —n gesetzt gibt 


fo n)=nrfie-n),, 


woraus endlich unter der Voraussetzung, dass x eine ganze Zahl 
sei, die Gleichung 


f(z, n) = n"* f(O,n) =n"—: 


“ 


und sonach 
u, TER:® 
f tz, n)= n (+4 » fo,n)= nn 
folgt. 
Die Gleichung f(x, n) =n"*: gilt sonach für alle Werthe von 


xz von der Form x’ + wo z’'und %k beliebige ganze üg- vor- 


stellen. Unter dieser Voraussetzung ist also 


wi 


Tn)=I(a)T (=+ : ) r(2+ -) 2, fie 


vn 
ii 
a 
|‘ Setzt man in dieser Gleichung ng für n, so gilt sie für alle Werthe von x von ı der Form & + 


/ 1 g—1 = 
I(nz). Inc + -)-2 nt + TE (27) ? gme-inla=Unz 


> 


I(gn2)= 


ee) 5 


T - und es wird 
EL 1 N +1 2 2 29—1 
er B a 7E g1 3 g— 
€ | I(gnx) = I(x) r(24 im  E: <+,, I + — Ar, „) Au I +—— }.. Il z+ gu 
* | — ei +1 (n—1)g9-+2 re er 
FR - IL ZB LE CF —— =. Y, „aber )- .T{ + BaWe- (qm)maı, 
/ \ 2 Er 
IT Sr I n24 7) I na + I 1-gn | 
En a ae a7 wenNe WEITE An)? (gn)mr=i 
2 anz-) (An) 2 fl = 2) (Day af as x) (2) ? r(z n) 


x ei 
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woraus, wenn man die Bedeuuen von g als ganze Er Zahl. 
bedenkt, folgende Bestimmungsgleichung für f ern m) erhal- 


ten wird: 


r(arr) 1(@+R) (er n)ene-on, 


sr 'ı 
woraus, wenn man berief Aulfesaivs für x die Werthe chen s 


2 
+, s... einsetzt, leicht erhalten wird: 


ern p 


f(@ Hn Be on a 3 
ee 
Yan „ann + am Sarah 


Werden diese beiden Gleichungen AENB einander dividirt, so 
kommt endlich y 


2) _, % 
flz+ nr 5 n) —- B) ; RE: Ye 
oder allgemein 


Fri 


RE a 
f a2, n)= 6) ni ie? 


in welcher Form nun alle reellen Werthe von x enthalten. sind. 
Die Formel f(z,n) =n"2—2 gilt daher allgemein für jedes reelle =. 


$. 13. ir 
Integrirt man die Gleichung (2) $. 11., welche von der Form 
f(@ +) —-f@)= Car-!4+C' | () 
ist, ia nach x, so wird 
"HD f()= Cam + C'x+ 0", ;" 
wenn allgemein f(x) das kte Integral von f(x) nach x bedeu- 


ten soll.  Integrirt man zugleich Gleichung (1) $. 11., nemlich 


+ (+ -) +t-.P(z + = 


u 


v 


| nBRRR = fie) + /(=+,) +/(2+;) er (+). 213 | 
il auch 
(2') 


1 Ä — 1 REDEN 
f(@)+f" (=+ ) uf” (=+ =; f (nx)+ax?+a'zc+a”. 


"Die Funktionen, welche aus der Gleichung (1’) entspringen, 
werden also auch der Gleichung (2’) ein Genüge leisten. Aber 
auch aus der Gleichung (5) $. 11. entspringt durch Integration noch 
eine Funktion, welche die Gleichung (2’) erfüllt, nemlich 


@+D -f!@) = Clelog)+C'r+0"a5  (W) 


welche Gleichung das flogI‘(z)dx enthält; und noch eine andere 
‚Funktion wird erhalten durch zweimaliges Integriren von log2sinnz, 
wenn man die Integrations-Konstanten willkührlich bleiben lässt. 


Und so werden allgemein diejenigen Funktionen, welche aus 


der Gleichung 
Fat) — Le) = Car!4+C' 27140" 24... CH Dz+C® (1) 


entspringen, die identische Gleichung 
(k) hi -) au rn(a+ -) »( na 
& (a)+f\ <+, “ +...fP [+ m) 
Pen iu f"lnz)+axt+a'zr1+ un 5 MR; ak x + alk) (2”) 


erfüllen. Es ist auch leicht zu zeigen, dass es wirklich keine an- 
deren Funktionen gibt, als die aus der Integration von /(z) und 
f'(&) entspringen. Denn es sei Fr(x) das Zeichen für diese Funk- 
tionen, so wird 


Fr(}]) in Fı(2)= Crm-1i + C'xY-14 C’a2%-2+..04-D + C% (1) 
Fila) + Fr(2+; -) Pi Ri 5) 


= Fra) + axk + a'x*-1 dus akNr+ ah. (a) 

Aus der Gleichung (2) können nun nur AlgeHrmgpHe Funktionen 
_ hervorgehen, spezielle Fälle ausgenommen. ' Diese werden vom 
mten Grad sein. Gesetzt nun, es gäbe noch andere algebraische 
Funktionen, welche die Gleichung (2''’) erfüllen, welche vom pten 
Grad sein sollen, so setze man diese Funktion in die Gleichung 
(2) ein, vergleiche links und rechts vom Gleichheitszeichen die 
Cocfüziilen der gleichen Potenzen von x, so werden die Coeffi- 
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BR: 
zienten der Funktion alle bestimmt werden, deren Anzahl ptl ist,, 
indem die Anzahl der so entstehenden Gleichungen auch p+1 ist. 
Es gibt also, da diese Gleichungen lineär sind, nur eine alge- 
braische Funktion, welche der Gleichung (2) genügt, und zwar 
ist es die Funktion, welche aus der. Gleichung: (1). hervorgeht: 
Was nun die transcendenten Funktionen betrifit,‘welche die Glei- 
chung (2) erfüllen, so wird man dieselben mal hinter einander 
differenziren können, ohne dass sie verschwinden. Alsdann wird 

die Gleichung (2) zu a 


(2!F) 
de ( 2 dipl 2 en) | 
dk Fı(&) E'n l d*Fr Pen) . 
dak d.ck VI dak Tomi dak 


Dieses ist, aber die Gleichung (1) $. 4., welcher die Funktio- 
nen /(x) entsprechen. Es muss also 


IkF\ 
- Be —=f(«) 


oder . fe 


Fila) = SW fla)dan 


sein. 
Die Gleichung (2°) korrespondirt aber mit der Gleichung (5) 
1 
$. 2, wenn y(n)= ;;, gesetzt wird. Die daselbst angekündigte 


_ Untersuchung ist hiemit als geschlossen anzusehen. 


$. 14. 


Es ergeben sich aus einer der Gleichung (5) N 2. analogen 
Gleichung, in welcher jene als spezieller Fall enthalten. ist, ‘noch 
eine Anzahl von Funktionen, welche analoge Lehrsätze hervor- 
rufen, nemlich 5 der Gleichung 


Fine) =Y(n) fin2) Hy /(n)nct ynyntat | 
+92 +. yo n)ntzu to (n), 


wo Y(n), PR), pen), .. pw) (n) im. Allgemeinen von einander ver- 
sehiedene Funktionen vorstellen, welche unter sich einen ‚ge en 
Zusammenhang haben. Um aber zu untersuchen, was für Ba 
nen dieser Gleichung genügen, so hat, man vorerst folgende drei 
Gleichungen zur Entwickelung von 2, 22P+1, x2r, welche nach den. 
in‘$. 2. Gleichung (2) aufgestellten Formeln leicht erhalten perter, 
können: R 


(00) 


u % «FF 
m or | a 


aka) te) 41H )41(a+2) Hr (er) 


ar. =r ] k=« | 
77 ah +25 3 = Kopceoskx! —2 5, 2, Koy' sinka’, 


. 


wo 
1 R# @-l) r-bepD1 . 2p—V)@2p-2..2 1 7 @& 
K 72 IT On)? a 72P° 
, PN), 2p@p—b.-3 _] 
Be - (20)? %3 ee On) a ) 


der Kürze wegen gesetzt wurde, und 


8) 


gp+l' 


z2pH 2 Be NAAR 
ie I gt? Gm)? 2 Kapyıcoskx' —25- u K'oprısinkz'; 


wo 
\ 


4. 2p@p—))....3 ] 
rei Om)2r-2 K2p’ 


1 @p+D. 9p 1 Q@p-+D (2p)...2 1 


I In DER 77 . H 
K 2p+1 Ba (27)? 73 +. .(— 1)r ET J2p+1’ / 
und endlich noch 
a=5—?25, ® „sine, (4) 


wo überall. der Kürze wegen 2’=?2rnz ist. Alsdann hat man die 
identische Gleichung: 


3 “ 
Ay) +2 22 Aula) + DR + ae Rz +....\cosina' 
z# an (n) 
Ar. Pa +9(n) 
u ee ap" u 
+2 en {Buy(n) — a - on Kan Karenläindne‘ 


(>) 
-442 sn Allenis Jr +2 3 Bin sin knz’ 


für alle Werth von &£, welche innerhalb 2 Grenzen 0 und h; 


liegen. Es muss also sein: 


. "eh 
; “. 
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(r)(n 
NO ESE 3 Ei hrm=0, 0% 


*- 


An ren Arp(n) + 92 an | 2ıp“(n) K, + Ip“ (m) Kz +. up) (n) Kat 
= Anp(n) + ai Z,ryo m) Kr 6) 


1 = 
Bin Bary(n) — 5, E vn) R'r. 6) 


Diese drei Gleichungen nun sind es allein, welche zur Be- 
stimmung der u+2 Funktionen von 2, nemlich vY(n), Y'(n),...pyW&(n), 
yp(n) dienen. Es ist also klar, dass eine Anzahl u—1 derselben 
beliebig angenommen werden kann. Die Willkührlichkeit dieser 
#—1 Funktionen ist es nun, welche eine unendliche Menge For- 
men für f(x) zulässt. Die Verfügung über «(n), nemlich 


1 ü 
vo) = m’ (8) 


wo m irgend eine positive oder negative Zahl vorstellt, liefert einige 
interessante Entwickelungen, deren Ausführung der Zweck ei 
folgenden Paragraphen ist. 


$. 15. 


Setzt man zur Abkürzung 


p'(n)=Y(n) + Y“(m) (1) 


und betrachtet den Fall, wo u==?2 ist, so hat man ERENEN der 
Gleichungen (5), (6), (7) $. 14.: 


Av) 49 + 9m) = 0, A 


Bry(n)— 3 = Bun. (2) 


Setzt man ferner 2r? Ar: = Ar und 2rB,.—= Br, so gehen die 
beiden letzten Gleichungen in (2) über in: 


h> Arm — BA plan) —=Y“n) und kBin! yo) Sg a) D 


welche nun aufzulösen sind. Setzt man in der ersten derselben 
für k successive die Werthe k, kn, An2,....kn”'—1, multiplizirt sie 
alsdann resp. mit n?"’-2y(n)m’—1, nem Aryl), ei 
und addirt sie Mamlırl, so wird: re 


> 


Fu 


# 


Eos) fa) 4 (+) Hat) 81) 
o 1 A um nm —2 — kenzm’ 2 3p(n)m’ A'r 
Er — y“(n) Hl + ny(n) Hntvln)? +... n2m’—2ap(n)m’t} 
a Und 1 
. n=un)—1l 
oder 


pn) nm ln) — rc, 


n2m 2 naayln)— 1 


2A en — Kkayln)m’ A, = 
Es ist aber auch j 
kA m?" — krayln®) A'=y'(nm). 
Setzt man daher 
s Be, H 
so werden die ersten Glieder dieser beideh Gleichungen einander 


gleich, und es wird dann: 


ı'(n) m’ (2—ım) BE 


ee mi um) (@) 
oder 
n? nzm’ 
7 
N (n) n2—-m _—] Fr A (nm) n(2—m)m’ Di 
woraus 


n?-m —] 5 nm—2 _— | 
vn) — ar oder. %”(n) = a ——— 


®) 


am 


% folgt. Behandelt man ebenso die zweite der Gleichungen (3), so 
kommt 


pn) nem) — ] 
Ri a Ei (n), (ß) 


woraus 


) 9'(n) = 6" — (6) 


So lange m von 1 oder 2 verschieden ist, wird man auf die- 
sem Wege auf keine neuen Funktionen stossen. 


» 
0 "Für m=?2 dagegen erhält man aus Gleichung («), welche in 
6 übergeht: 
ea) m zum u U") 
* ze w’(nm') oder n?y’(n) = a 
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und hieraus: 


(nn) = nn: logn. . (7) 
Alsdann wird auch (6) zu 
Pa) 1; 
also 
bn—b—al 1 
Yn)= ——, Ya: R 
logn +6An2—36n— (6A—3) 
p(n) = Ben a a (8) 
Es wird also | 
1 n—] 
fa) trat) + fe+"—) “ 


— " fna) +2(bn —b-alogn) + z?anlogn-+ny(n), (9 


welche Gleichung identisch ist für alle Werthe von &, welche in- 
nerhalb der Grenzen O und : liegen. Nehmen wir an, ‚sie be- 
stehe für alle Werthe von x, sofern f(x) dies im Allgemeinen zu- 
lässt, so darf man in derselben “+: für x substituiren. Thut 


man das und subtrahirt die Gleichung (9) von der so entstehenden, 
so kommt: 


fe+l)-fe@)= If) — fine) I-+ : (in— b— alogn) 


2axnlogn 
n 


+ + —logn. 
Nimmt man hier <=] an und setzt zur Abkürzung a —-D=e, 
so wird 

nc=f(n+1)— f(n) +bn —b + 2anlogn R. 
oder, wenn man n in x umsetzt, so wird diese Gleichung offen- 
bar auch für variable Werthe von x gelten, und es ist 


fz+l)=flz) +5+2(c—b) —2azlogz, (10) 
* 


woraus für ganze Werthe von x die Funktion ((e+)= fl) +bz 

+(e—b)(1+2+3+ ....2) —2a(llogl+2log2 + 3log3 + .... zlog«) 

sich ergibt. 1+2+3+ ....x ist aber die Bernoulli’sche Funk- 

tion B‘(« +1), wenn z einen variablen Werth hat. Bezeichnet 
m= 


y 


man ferner: u 
bin 
2 


nF(n2)=fl2) +fl2+ ır(zr.) EN (= "—). 219 


Jog’T(«+1)=1logl-++2log?+3log3 + ....zlogz, (A) 
wolür 
log’ T’(«+d)=xlogr +log’Tz) (B) 
ist, und also 
log T)=0, loe’TA)=0; (0) 
so ergibt sich schliesslich für gebrochene Werthe von x die Funktion: 
f)=(fÜ) —b)+b2+(c— b)B’a)—2alog’T(e). (1) 
m—=(_ 
Um endlich noch die Reihenentwickelung von /(z) und somit 


auch von log’I‘(x) zu finden, so ist aus den Gleichungen (2), wenn 
man a=1 annimmt, was erlaubt ist: 


1 1 logn 1 n—1l . 
n2 k n2 In? Min; ins „a Br —b n Ir)’ 


woraus, wenn k=] gesetzt und dann n in k umgesetzt wird: 


1 logk B b b 
ae Fir Beta m (02) 


Für n=1 erhält man auf ähnliche Art: 


el \ 


1 
van) z> Y'n)= % pn) 


an + bnlogn—.a 


also y’(r) = 2 , (13) 


1 
und o(n) = im! — (6A + a)n +6An? — 3bnlogn‘. 
Dies gibt also die Funktion 
" fe +D=f&)+(c—2u) +2a2—blogz, 


WOTaus 


fa) =fD+(c-2a)(@—)+ax(e—)—blogIe) (1A) 


hervorgeht. Da die Eigenschaften dieser Funktion schon bekannt 
org ‚bleiben wir nicht dabei stehen, sondern gehen zum folgen- 
den Fall über. 


g. 16. 


Es sei als zweite Spezialisirung u=3, so erhält.man die drei 
leichungen: 
MR 15 * 


* , R 
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Ay) DH HH 


vn) , wm) Yo), m)=0; ; 


2y”n) | 3y”ln) , 


Amn= Arıp(n) ar (27)2%2 + (2r)2%2 2 ? 0) 


u wm) W"m) Ya) , v"m).2.3 
Bin= Biv(n) — Id: SET Ink E“ 0777 2343 a u 


Setzt man zur Abkürzung ur 
vn) +") + YV”n)= p'(m), 29"(n) +3V"m)=Y"(n); (2) 


so kommt 
@”(n) * 


An = Aıb(n) -F One ' (3) 
r 
L 3 im 
Bin = Birp(n) — a + ra (4) 


Die erste der Gleichungen (3) aufgelöst gibt, wenn vn) = ,.an- 


genommen wird, nach $. 15.: 
m—2_—] 
RE ent | (6) 
Setzt man in der zweiten Gleichung in (3) der Kürze wegen 
p(n) (?2m)?=y(n), 6y”(a)—=gy"”(n), 2n)’B: = B';, so wird sel- 
bige zu | 


ABB" m —k3B’ vn) + k?x(n) = 9” (n). : 


Hiernach, auch noch für % die Werthe %, kn, kn2, .... knm'—ı ge- 
setzt, dann die entstehenden Gleichungen resp. mit ns’ —Day(n)m’—ı, 
n®m’—2) ay(n)=”—2, ....1 multiplieirt und sämmtlich addirt, gibt zuletzt: 


Ma Bi a ne —1 
43 Ben" — khrp(n)m B'r 4 )2n m +14(n) Try 


nm y(n)m —] m. 
na) —1 


Dr — p"(n)n- 3(m’—1) _ 


Es ist aber auch 
KEB in" — Kipa‘) B’r + ya”), —.p" mm’), 


Setzt man nun, um diese beiden Gleichungen identisch zu machen:® 
. i i: UN ‘ 
1 nm’(l—m) —]. 
un) m . (mm ) —nm+l ı(n) Musa .) 
nm’(3—m) _1 


DR) nn) I; ‘| 


N ’ Er 
nFlnzy=Na)+7 (21 )4r(2+2)+:-1(2+ at 221 


so folgt daraus 


ce nm—-5—] 


fi m—1l _— |] 
Ri: ln)=a BA ,. pn) =: 3 2 - (7) 


am 


wodurch nun y'(n) und ı“(n) ebenfalls bestimmt sind. Diese 
Bestimmungen geben aber, wenn m nicht gleich 1, 2 oder 3 ist, 
rn. ' neuen pie; auch für m—1 kommt man auf die Funktion 

(2), für m=2 auf log’T(2). Es sei also m=3, so wird ganz 
analog dem früher angegebeuen Verfahren: 


1 2] 
a © 
woraus j ai 
4 

1 an?— 3n— (a — 5) clogn 
vun): PM- 237 ang a ar we 
(8) 
1bn—b  clogn g EUR 
TE Dar 0. 


Nun aber kommt auf gleiche Weise, wie im vorhergehenden 
Paragraphen, wenn f2Q)— f()D=—.d gesetzt wird: 


fe+ld)=fl@)tarbz—(d+a+b)a®—catlogz, 9) 
woraus 
fat+b)=f@)+ar+bB (ar) —(drat »B’ER) 
—elog"F(z+D; (10) 


wo mit ”T(x+1) die Funktion 1°2°3%° — x” oder log”’T‘(z+1) 
—12logl + 221og2+32log3 + ....x?2logx bezeichnet wurde. 


8.17: 


| ligemein erhält man, wenn u als gerade oder ungerade Zahl 
Yu er vu +1 betrachtet wird: 


u * 
u 
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\ 


Am ger: Du ? () v(n)+ (1) oe Jrera+ 6 \) u 


ae 10) vr + (5) VFR)t E Jr, y) ya (a) d 


+ Bu! (5) vl) +... 5) vew)n)4 er ei y az) (m) } 


(— 1}#’ HeH@w yn, b) 1 
+ (Anke 16: “) PENREr © De: 


1 
Biu=Bay(n) — r 2 Um) + pn) + pn) +... pn) + y2ir4) (n) ? 


+ Bi Ho) vr +) rn CH vera) vers: 


2 
- up! Ko YFln)t.. x; ven (m) + ve ee) ve) (m)? 
Ar 5: AR - 3 
38 IH 9! Te N) (Zw—1) (Zu) au HIN, 
(217%)2w' —1 2u' _9)Y rl )v “)\n) + je + (m) $ 


Ga ERIC OTIN TE NREN 
rd 1 er KL SUTEE 


a 


F 
nFna) = fa) +f (=+4) 4(=+) + (24 I, 


wo das Babe! 
a r(r—1)(r—2)... “«(r—k+)) 
r r!'= 43 2.3..r und (0 en 3 


ist. Setzt man nun allgemein der-Kürze wegen 


. 1 2 \ 
o(n) oe Kr fi Yen) + K ei 1) vet (n)+ 2: en) 


1 
Qui 6, u’ +1 0 
+ .... („,)v + ae ) ya +) (n), 
so gehen Arn und Bin über in: 
1! RE 5! 
Ak = Aula) 4 gg PO) a + 
2 
CO DeH@W—D! gu a 
ne (Ik) pr) (In). 
1 U ? 2! 77, 4! | 
Bun Bey) #4 aut 
(8) 
—1)0+1(2 
Sn ie zul 


Werden diese beiden Gleichungen nach Her im vorhergehenden 
Paragraphen angewandten Methode aufgelöst, so ergibt sich: 


nm-1— 1 nm-2 —1 
va) a | 
| (4) 


n” 
nm-3 —] nm—k — 1 ! 
Hm) — ug ——— (k) —_ en 
po (n)=uz Sa LH Ak m 
Für m=2w' +1 wird nun 
| nn @wrlogn 
plz +1) (n) = auf 


Setzt man nun überall w2u'+V(n)=0, so erhält man ganz eben 
so die Gleichungen (4) und für m—=2u' wird dann auch: 


» ° ir u) _ UAyu' logn 
- 9 en) Bil nzu' 
Es ist also allgemein für ein beliebiges g: 


aulogn 
n# 


pw (n) = (6) 
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Ferner wird, wenn Alles gehörig reducirt wird und angenom- 
men, fi) solle der Gleichung (1) $. 14. für jedes reelle = genü- 
gen, so fern, es möglich ist, aul gleiche Weise wie früher erhalten: 


fe +1)- fa)=nyn) fax +1) —fRz)) 
+np'(n) + n?2p“(m) + n322p"(m)+..nazu pn), 


und somit, wenn man hierin den Werth von p®(n) aus (4) sub- 
stituirt und der Kürze wegen fM) —/()=-- auyı annimmt: ° 


fe) fa z 2" Kari a +a, taz +... au-ı) | 
re} „ ” 6 

+2 au ı + er Bau-2 + 2..22a, + za, +0} —a,cu—1logr, 
woraus kommt: | | 


fer D=/M)— (a) +a9+a3+....auitaup) Ba-ı(2-+]) 


+ au-ı Bu (+) 4... 12 —ua,logudI (+1), n 


worin 
logudI(z +1) =14-1log 1 + 9-1 log? + Zu log3 +... zu 1logz 


und Dr(@-+1) der Bernoulli’schen Puuktion B(z-+-1) aus $. 5. 


gleich gesetzt ist, wenn für m==% angenommen wird. 


AWiEI 
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In dem folgenden, manche interessante Dinge enthaltenden 


Werke: 


Paulli Frisii Operum Tomus primus, Algebram et 
Geometriam analyticam continens. Mediolani. 1782. 4. 
P- 255. t; ; 


wird die Geschichte der Erfindung der Auflösungen der cubischen | 
und biquadratischen Gleichungen auf folgende Art erzählt: 2 


% 
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. '„Cum'ad sextum 'decimum  usque saeculum, ‘qui Algebram 


excoluerunt Mathematiei, et Lucas ipse Paciolus, qui aliorum 
inventa Collegerat in Arithmeticae summa Venetiis edita anno 1494, 
‚ultra aequationes secundi gradus minime progressi esseni, primus 
ompium Scipio Ferreus Bononiensis, aequationem tertii gradus 
caepit resolvere, et methodum resolutionis Florido Veneto Auditori, 
et amico suo communicavit. Is autem occasione 'quarumdam 
disputationum idem problema aequationis eubicae resolvendae Nicolao 
Tartaleae Brixiensi proposuit. Tartalea ad eosdem Scipionis Ferrei 
conelusiones pervenit, et celato progressu, ac serie calculi, regulas 
omnes aperuit Hieronimo Cardano Mediolanensi, qui se arcanum 
fore pollieitus, cum diuturno studio evolutis cubicisaequationibus 
regularum omnium rationem invenisset, publici juris omnia esse 
voluit. Quo quidem ipse datam Tartaleae fidem fefellit, et promo- 
vendae Algebrae, et votis Algebristarum optime consuluit. In sua 
enrim Magna Arte Algebrae, et in libro de Regula Aliza, qui 
anno 1545 in lucem prodiit, aequationes cubicas pro casibus sin- 
gulis evolutas exhibuit Cardanus, et casum etiam illum attigit, 
quem vocant irreductibilem, et in quo reales aequationis cubicae 
radices ‚prodeunt sub forma imaginaria. Hisce omnibus de causis 
Algebristae aequationum huiusmodi resolvendarum formulam Car- 
danicam appellare consueverunt. Methodum eamdem resolutioni 
aequationum quarti gradus aptavit Ludovicus de Ferrariis, aequa- 
tionibus quadratico- quadraticis in cubicas resolutis, utin Coroll. II. 
Probl. IL. jam dietum est. Post illud tempus celebriores Alge- 
bristae fere omnes in hanc Älgebrae partem studia sua contulerunt. 
Singulare est autem duorum saeculorum studiis vix quidpiam am- 
plius Mathematicos obtinuisse quam  antea scripserat Cardanus, 
homo qui summi ingenii monumentum apud Mathemaficos ipsos 
reliquit, cum aliis editorum operum voluminibus tot ineptias, tot 
somnia et deliria promiscuerit, ut in iis ne prudens quidem, et 
consideratus author dignoseci possit.‘“ 


4 


In den „Astronomischen Nachrichten Nr. 875.“ theilt 
Herr Professor d’Arrest in Leipzig folgende sehr interessante 
Bemerkungen über das Florentiner Problem mit: 


„Seit Vivianıund Jac. Bernoulli kennt man die einfachste 
Lösung des Florentiner Problems, der zufolge zwei ortho- 
sonale Cylinder, errichtet auf dem Aequator BCD und auf kreis- 

BB örmigen Grundflächen, deren Durchmesser dem Kugelradius gleich 
&$ 


® 
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sind, die Halbkugel ABCD (A der Pol) in zwei ovalen Oeffnun- 
gen durchbohren, so dass der Rest der hemisphärischen Fläche 
durch das Quadrat des Kugeldurchmessers ausgedrückt wird. 
Dass die gewöhnliche Lemniscate an die Stelle jener zwei 
Kreise treten kann, ist unter den zahlreichen Entdeckungen, ‚zu 
denen diese Aufgabe späterhin Veranlassung gegeben hat, wie ich 
glaube, nicht erwähnt worden; statt jene Kreise orthographisch 
auf die Kugel zu projieiren, muss man, um den unquadrirbaren 
Theil aus der Hemisphäre auszuscheiden, die Lemniscate stereo- 
graphisch auf die Kugel werfen. Man kann sich hiervon auf 
ganz elementare Weise überzeugen. Die Polargleichung der im 
Aequator liegenden Lemniscate, deren Halbaxe dem Kugelradius 
‚gleich und Eins gesetzt wird, sei r?2—cos2«. Dann ist nach der 


Te Ö 
Natur der stereographischen Projection tg?(45° — 5 —cos?«, wenn 


man die Declination des entsprechenden Punktes mit d bezeichnet. 
Dafür die gleichbedeutenden Ausdrücke 

1—- sind _ 1 —tg”o 

l+sindö 1+tg8% 
gesetzt, giebt P 
sinö.—tgAau,' 2.0. 70 


welches für den Anfangspunkt B der « und für die Grundebene 
BCD die Gleichung an die sphärische Linie ist. Nehmen wir 
dagegen jetzt den grössten Kreis AC als Grundebene, in der die 
« gezählt werden, legen den Anfangspunkt der Coordinaten nach 
A, und bezeichnen in diesem Systeme die zusammengehörigen recht- 
winkligen sphärischen Coordinaten mit «' und ö’, so sieht man, dass 


sinoö=cosd'cose@, ». . » 2...) 
tg = cotgd'sine'.. m. een) 


Fliminirt man nun «& und d aus (1), (2), 8), so kommt «'—=Ö", 
und dies ist, wie bekannt, die Gleichung der gesuchten Curve, 
welche das Viviani’sche Räthsel löst. Aus Gleichung (]) ist 
sogleich klar, dass die sphärischen Tangenten im Knotenpunkte 
sich unter rechten Winkeln, wie bei der ebenen Lemniscate, 
schneiden; auch lassen sich einige andere Eigenschaften dieser 
Linie nun direct auf die sphärische Schleifenlinie des Viviani 


übertragen. “ 


_ 


In seinem Journal T. XI. p. 466. hat Herr Liouville die 
folgende Auflösung von n Gleichungen des ersten Grades zwischen 
n unbekannten Grössen von der Form: g 


® 


A : A 5. ar 7 ee ee An 


- A 


AR 
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Men ae 
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gegeben, mit der Bemerkung, dass schon Herr Binet dieselbe 
Auflösung in T. Il. p. 248. des nämlichen Journals gegeben habe, 
zu dieser Auflösung aber aufsweniger einfachem Wege gelangt sei. 


h 
Man kann die n Grössen A, B, C.,.... als die a Wurzeln der 


Gleichung 


LT 


aM Eau. Zah 
te 


welche in Bezug auf U als unbekannte Grösse offenbar vom nten 


Grade ist, betrachten. Setzen wir nun 
U—-a=—V, Uza-V, Vza—T; 
so wird vorstehende Gleichung: 


z 


Erhlien üdala ren a 
a A a au: 
eine Gleichung des nten Grades in Bezug auf V als unbekannte 
Grösse, deren Wurzeln 
a—A, a—B, a—C,.... 


sind. Schaffen wir nun in dieser Gleichung die Brüche weg, um 
sie auf die Form Yr+...=0 zu bringen, so ist das von V un- 
abhängige Glied offenbar: 


zb—ao)(ce—u)(d— a) ...., 
und da nun 
(a— A) (a— DB) (a—().... 


das Product aller Wurzeln dieser Gleichung des nten Grades ist, 
so ist nach einem bekannten Satze von den Gleichungen: 


(— Dr (a — 4) (a-- B)(a—C)... =x(b — a) (c—a) (d— a)...., 


also 
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% =4)(aXB) (a0)... 
EM y! an; (ea) (da)... 
oder, wie sogleich erhellet: 


17 CN @— Bla CE 
MENT Dr ab) e)a—Q)..” 


also 
(a— A)(a — DB) (a—C)... 
At (ab) @=0) (ad)... 
Ganz auf Ähnliche Art det Man, Y, Euer And erhält also: 
(a — A)(a— B)(a— C).... 
TAT ER Me 
(b— A)(b— B)(b—C.).... 
u ET, 
‚(eo Ne De 0)... 
"7 le—a)(c—b)(ce—dya.. 
u. 8 WW 


Herr Liouville bemerkt noch, dass auch Herr Chelini ın 
Rom auf denselbe:i Wege zu diesen Ausdrücken gelangt sei. 


* 


Bezeichnet man die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
durch a, seine beiden Katheten durch 5, ce, seinen Flächeninhalt 
durch Z/, so ist /=}be. bezeichnet nun ferner » den halben 
Umfang dieses Dreiecks, ist also a+5+c=2p, so ist b+ = p—a, 
also (b+0?=(2p — a)”, folglich 26c = (2p— a)? — (b?-+ c2) 
= (dp - a? — a? = (%p — a+a) %p—a—a) =Ap(p-a), A=3be 
—=p(p-a). Also ist der Flächeninhalt eines, recht- 
winkligen Dreiecks gleich seinem halben Unmfange mal 
seinem halben Umfange weniger der Hypotenuse 


Es ist f 
an — Ian yrcos?na + y®r = (Axr — By") (Bx" — Ayr) 
für 
A=cosn«e +sinneY —1, 
B=cosne— sinneY —l. 


(Leonhardi Euleri Mr analytica. T.1. Petrinl 1783. 
. 363.) 


Pr. 


-— m EI ERS 
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Durch den Anfang eines. rechtwinkligen Coordinatensystems 
“der xyz sei eine Ebene gelegt, deren Gleichung 


Az + By+ &=0 


sein mag. Die Gleichungen der Durchschnittslinien dieser Ebene 
mit den Ebenen der x: und yz sind respective 


Az+CG=0 und By+C:—=V0. 


« Bezeichnen wir nun den in gewöhnlicher Weise genommenen 
Winkel, welchen die Durchschnittslinie mit der Ebene der xz mit 
denı positiven Theile der Axe der x einschliesst, durch i; den 
in gewöhnlicher Weise genommenen Winkel, welchen die Durch- 
schnittslinie mit der Ebene der yz mit denı positiven Theile der. 
Axe der y einschliesst, durch 4; so ist nach den Lehren der 
analytischen Geometrie: 

BER A ! :B 
tangi=— 9» tan =— 7° 


Bezeichnet nun ferner J den Neigungswinkel der durch den 
Anfang der Coordinaten gelegten Ebene gegen die Ebene der xy, 
so ist nach den Lehren der analytischen Geometrie bekanntlich: 


C2 
cosJ?= Er B2r 7 
also 
Ar BR,] 


2 2 
sang 2 CE 2) +(2)- 


Dies, mit dem Obigen verglichen, giebt die Relation: 


und folglich 


tang J? = tangi? + tangü?. 


Die Gleichung des sechsten Grades: 
25 — 62° + a2 + 92? —3ar+b=0 


kann auf folgende Art geschrieben werden: 


*) M. s. meine Elemente der analytischen Geometrie. 
Thl. I. (Leipzig. 1838. S. 218. | G. 
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(25 — 6224922) + ax — ar +b—=0, 
also auf folgende Art: 


12 (22—9)%? +al (2-3)! +b=0. 
eh R 
Setzt man nun 


(2? —I)=y, 
so wird unsere Gleichung: 
Praytb=0, 


welche Gleichung vom zweiten Grade ist. Bestimmt man nun y 
mittelst dieser Gleichung, so wird x mittelst der Gleichung des 
dritten Grades 


z(@?—3)=y oder 2? —- 32 —y=0, 


in welcher das zweite Glied fehlt, bestimmt. Daher kann man 
die gegebene Gleichung des sechsten Grades immer mittelst einer 
Gleichung des zweiten und einer Gleichung des dritten Grades 
auflösen. 


(Nouvelles Annales de Mathematiques. T. XI. 1852. p. 48.) 


Auflösung der Gleichung @?+9?=22 in positiven gan- 
zen Zahlen. 


(M. s. Nouvelles Annales de Mathematigues. T. XI. 1852, p. 21.) 
Man setze 
z=ut+vV, y=u+tw, =u+vt+tw; 
führt man diese Werthe von z, %, z in die Gleichung 
224 y2 2 
ein, so wird dieselbe: 
(a+v)?+(urw?=(u+v + w)2, 
2u? +2u(v + w) +2 +w=u?2 +2u(w +) + dw+tv2+w2, _ 
u? = tw. 


Weil das Quadrat einer ungeraden Zahl, wie sich leicht zei- 
gen lässt, immer auch eine ungerade Zahl ist, so braucht man für ® 


* 


\ 
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u nur beliebige gerade Zahlen zu setzen, und u?, was wieder 
gerade ist, in zwei Factoren zu zerlegen, von denen der eine 


- EEE gg 


immer gerade sein wird, da das Product zweier ungeraden Zah- 
len immer wieder eine ungerade Zahl ist. Die Hälfte dieses gera- 
IR den Factors gund der andere Factor sind respective die Werthe 
IN 
I von v und w; und\da man auch kennt, so kennt man auch 
| x, %, z, indem nach dem Obigen 
z=utrv, y=utw, z=u+rv+w 
ist. 
Man setze z. B. u=14, so ist „—=1%; und weil nun 
N 196 — 4.49 Er 
| ist, so ist F 
| v=2, w=49; 
| also 
z=u+tv=16, 
y=utw=6, 
z =_u4rVtW0=6. 
In der That ist 
16? + 63? —=65?, 
wie verlangt wurde. 
Setzt man u=6, so ist 
a A I 
| also kaun man 
I v=]l, w=18 oder v=2, w=) 
| » setzen. Im ersten Falle ist 
z=u+rv=]7, 
yzutuw=24, 


2 =u+rvVtv=3; 
und wirklich 
72 + 242: 252, 


| 
- 


Im zweiten Falle ist 
ie Kt 0 5 
y=utu=bB, 


3 z zu+v+w=17; 
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und wirklich u 
82 +15? = 172. har 
Setzt man v2, &6 ist | | 
ng 
\ 

also v=1, w=2; folglich 

z=u+v=3, 

y=zut+u=4, 

z utr+u=); 
und wirklich 


32 + 42 — 52, 


Beweis der Formeln für sin(a+b) und cos(a4b). 


Von Herrn Dr. Kösters in Aachen. 


Man drücke den Inhalt des Dreiecks abe (Taf. IM. Fig. 9.) 
verschieden aus. Es ist, wenn dd ı ac und ce ı ab und g- be ist: _ 


l) ac.bd==ab.ec=ae.ec+be.ec, also ie 


bd ae ec ,be ec 
be  ac'be ' be’ac’ 
oder 
sin (a+5) = sinacosb-+cosasinb. 


2) ac.bd=(by—ge).ag=ag.bg—ag .g6, 


bd _ag.bg  ag.ge 
ab ac.ıab ab.ac' 
; 
oder 


sin (c—b)=sincecosb— coscsind. . iss 
3) ec®—=ae.eb—ca.cd, folglich | 


cd ae .eb ec ..ec I aan en 


—_ Te — 


cb ca.ch ch.ca’ 
oder 


n 


cos(a+b)=cosacosb —sinasindb. 


== TE 


vr 
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4) bd?=be.ba—dc.da, folglich 


bei!” bd.bd de.da 
be ab.be + ab.be 


oder ® 


c0s(C—a)=sinasinc-+ cosacosc. 


Zur Lehre von der Wurfbewegung. 
Von dem Herausgeber. 


Da bei der Wurfbewegung im leeren Raume die Aufgabe: 


Den Winkel zu finden, unter welchem der schwere 
Punkt geworfen werden muss, wenn ein gegebener 
Punkt getroffen werden soll; 


nicht immer mit der nöthigen Bestimmtheit und Strenge aufgelöst 
wird, so will ich für diese Aufgabe hier, als Anhang zu der Ab- 
handlung Thl. XXI. Nr. XXXI., in der Kürze die Auflösung geben. 


Wenn der Anfangspımkt der Bewegung als Anfang der Coor- 
dinaten angenommen wird und die Coordinaten des gegebenen 
Punktes durch x, % bezeichnet werden, so haben wir nach 
Thl. XXI. S. 446.5) in 2 dortigen Zeichen diefolgenden Gleichungen: 


xz= Vtecosi, 


1) 
= (V sni— Gl; 


bei denen man zu bemerken hat, dass der positive Theil der Axe 
der y der constanten Richtung der Kraft 2@ parallel, aber entge- 
gengesetzt ist, und der Winkel ö von dem positiven Theile der 


Axe der x an nach dem positiven Theile der Axe der y hin von 


0 bis 3600 gezählt wird. Aus den beiden vorstehenden Gieichun- 
gen ist nun der Winkel i bestimmen, nämlich so, dass der- 
selbe diesen beiden Gleichungen zugleich genügt. * 


- Eliminirt man aus unsern beiden Gleichungen £, so erhält man 


die Gleichung 


i Re #7. 
— rtanei— —s — 
, Y u V2 c08i2’ 


alsor 
Gx? 
y=xtangi — — (1+ tang22); 


Theil XXUH. ; 16 
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folglich % EEE | PR 
> V? it A 2 
hr Ted ap tangı = de & 


Löst man diese Gleichung in Bezug Si tangı als unbekannte 


Grösse auf, so erhält man: W . 
Äh 
2 V 4 @G 2 V 2 
2) tangi = veryi + &7 N u A „N, 


wo nun die folgenden Fälle zu unterscheiden sind, indem wir,, 
was offenbar, ohne der Allgemeinheit zu schaden, verstattet ist, 
x als positiv annehmen. 
Wenn 
V?—-46G(Ga?+ 92% y),<o 


ist, so ist die Aufgabe unmöglich. 
Wenn 
V?—-46(6G224+ V2yJ)—=0 
ist, so ist 
vi. 
tangi= 363’ 


und folglich tang i eine positive Grösse. Daher giebt es für ? zwei 
Werthe, den einen zwischen 0 und 90°, den anderen zwischen 180° 
und 270°. Wollte man aber © zwischen 180° und 2700 nehmen, 
so wäre cos? negativ, also die erste der beiden zu erfüllenden 
Gleichungen 1), nämlich die Gleichung 


= WVicost, 


offenbar nicht erfüllt, weil x positiv ist. Daher muss man izwischen 
0 und 90° nehmen, und es giebt also in diesem Falle nur eine 
in gen Ausdrücken De“ . 


3) tangi= a » Oi sn 
enthaltene Auflösung, unserer Aufgabe. 


Wenn «© . SS 
V* — 46 (G22+V2y)>0 KR 


ist, so hat man zuvörderst zu bemerken, dass das Product 
92H V PFZIG(CRHVEyVE— N PEACE 


—=46G(G2? + V?y) 4 
ist. Pr fü 


Ih 
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Ist nun zuerst @2? + V2y<0, so haben die beiden Werthe, 

‚welche die Formel | 

> 

k .. V2+V 9? -4G (Ga? + 9%) 

De a Ze a Hr 
für tang.i liefert, entgegengesetzte Vorzeichen; und da nun das 
obere Zeichen offenbar, einen positiven Werth liefert, so liefert 

das untere Zeichen einen negativen Werth. Setzen wir also 


._92 + N V?Z4G (G2?+ 9%) 

tang?= Be 
so hat i zwei Werthe, den einen zwischen 0 und 90°, den an- 
deren zwischen 180° und 270°; wollte man aber den letzteren neh- 


men, so wäre cosi negativ, da doch cosi wegen der ersten der 
. ® . ®. ie 
Gleichungen 1) positiv sein muss. Man muss also 
= 


x ‚- V2+WV V?_1G(Ga? + V 2) 
2 rer . TR a) 
setzen. Setzen wir ferner 


yz_N VE 46 (64V) 


tangi = 963 


‚ 0<:<90° 


so hat i wieder zwei Werthe, den einen zwischen 90° und 180°, 
den anderen zwischen 270° und 360°; wollte man aber den erste- 
ren nehmen, so wäre cosi negativ, da doch cosi wegen der ersten 
der Gleichungen 1) positiv sein muss. Man muss also 


zer errerr  EATEN. 
1 Be a a YA FT 270 Ss: 
’ setzen. Daher lässt im vorliegenden Falle unsere Aufgabe zwei 
in den Ausdrücken: | 


> z, 2 AAN, 2 2 
| tangi = BB AETETFART) 0<i<90°; 
4) $ 
v3 u PR SET N 
R_ ZU 21 Var 
tangi = PEN VATER HIN 270° <i< 360°; 
es 2G2 
# enthaltene Auflösungen zu. 
| Istsferner 


G2?+V?y=d0, 
so ist nach dem Obigen 


y2 
tangi= GG, oder tangi=0. 


»4 


u u 


z 


em 
| [5 
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Setzt man 27 | 


deren zwischen 180° und 270°; da aber für den letzteren cosk ne- 
gativ ist, so muss man Ka. 
‚types “ 
tangi= G;: 0<i<900 
setzen. Setzt man 
tangi—=0, 


so ‚ist. entweder i— | a oder i—=180°; da aber für den letzte: 


0 h F 
ren Werth cosi negativ ist, so muss man i— | 3600 4- h.z0 9 


setzen, was mit i—=360° auf Dasselbe hinaus kommt. Also lässt ' 


im vorliegenden Falle unsere Aufgabe zwei in den Ausdrücken 
Urea 
nt ISE< | 3 
i—=0; 
enthaltene Auflösungen zu. | 
Ist endlich | f\ 
G22+V?y>0, 
so haben die beiden Werthe, welche die Formel 
V24+N V2_—_46G(G22+ ve) 
2Gx Ag 


für tangi liefert, nach dem Obigen gleiche Var und sind 
also, da das obere Zeichen augenscheinlich einen positiven N 


tangi = 


liefert, beide ‚positiv. Setzt man also n% 
._ V?+NV V?—41G(G22 + ur 2 
tangi = 
2G2 * 


so hat i zwei Werthe, den einen zwischen 0 und 90°, „den an lere 
zwischen 180° und 270°; wollte man aber den Iötzteren nehme 
so wäre cost negativ, da doch cosi wegen der ersten der Blei 
chungen 1) ES sein muss. Man muss also 
Va a ee | 
An A 2 ‘ di 


setzen. R 


> v2 nn ) } € . 
tangı = Gr’ 7 


so hat © zwei Werthe, den einen BEE 0 und 90°, den an- ’ 


” 


5 r * a E3 
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% 
In übersichtlicher Darstellung haben wir daher die folgende 
Aniklösung unserer BET, 


E | I. —46.(G22+ V 2) <0. 
Die Aufgabe lässt 5 keine Auflösung, zu.- 
A il. —46 (6224 V)=0. 


Die Anfgalä läsht e eine in den Ausdrücken 
Mit ;< 900 
| enthaltene Katar BB 
| .% In. V?—4G(Ga?+ V’y)>0. 
5 1. G22492y<0. 
Die Aufgabe lässt zwei in den Ausdrücken 


y2+v V4—16(G22+ V2)) 


" N eigen. 7 > ra 0<i<90%; 
© p2_V VELi6C(CRr Ve) 
tung = PN Patent + Pay), 270° <i < 3609. 


enthaltene Auflösungen zu. 
2. Ge? + FP2y=0. 
"Die Aufgabe lässt zwei in den Ausdrücken 


y? 
tangi 0 <i<WN°; 
* 1, 
enthaltene Auflösungen zu. 
ii 3. Ga? +V?y>0. 
Die Aufgabe lässt zwei in den Ausdrücken 


2 4 _A 2 2,,) 
ee a a TER 0 <i<909; 
Mr IGzx ' u 


aa VE vv V+»_4 x? 2, 
iv ne EU, 0 <:<90° 


enthaltene Auflösungen zu. 
“ Die Bedingung 


Br ıV?—46G (Ga? 4 V? n=0 


kann man auch ai folgende Art AabRE er, 


ee 


ee 
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” I. EL erh ‚ » 
“ N TE re! m 
BE TEN ar Te; x 
pıS 16224 V2y), we 


4 — 1 je 
v?4+ u’? ” 46? R TI 4GV®y, 
.Yya_ 21 +AG2u2 — gi 
Br -AGHEyHACNEZ 40% (224 y9), 
Are RT 4G%(2? +y2), 


Y 


2< 
—_ y) wm 22 +92. 
> 
Ist nun Se 
SR. %; 
1“ > Y. 7? > 2 | 
so wird obige Bedingung: Fe % i 


also 


Ist ferner £:; 


Wo wird vorstehende Bedingung: u 
w 


y2<s 
I3GZ 
also “a di 
y2> Beil - Zu 
36 IT Vvarryıı 


wobei man aber zu beachten -hat, : dass, vd nur x nicht ver- 
schwindet, y— VW 2 immer negativ ist, also nur 3 4 


G>y-NEHP & 


N 22+y? 


sein kann. 
Weitere Betrachtungen hierüber können füglich dem Leser 
überlassen werden. k Ey 
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% ' I  yR ra h PR a 
r Auflösung der Gleichungen 
u “ la “a 


in rationalen Zahlen. Ren Annales de Mathe- 
“ matiques par Dazgvem et Mbzonn. T. IX. p. 116.) 
Br: 
Subtrahirt man die Ewäkte elechung” von der ersten, so er- 
hält man die Gleichung 


h 22 =ur — v2. 
u, Setzt man nun y=pg, so wird). 
# u—v? —(u 5 (u ro) =. 
e Man kann also 
“ utrv=2p?, u-v=g? 


setzen. Aus diesen Gleichungen erhält man 


Y | 
; % 2.8 
q Er. u an In Yan 


Führen wir nun. die Werthe. e y, u, v in die erste der beiden 
aufzulösenden Gleichungen ein, so wird dieselbe: 


DI 2\ 2 
2 Kar T_, Ir) 
MA +p?g i=( 5 3 


29 tip 4 
Erg 4 


woraus sich 


_  ergiebt. Damit nun =2 ein vollkommenes Quadrat oder z rational 
‚ ‚werde, muss 4p?=2.9?.2=49y?2, also 9=p? sein, woraus man 
rt 


u nn Ze 


also 
® 4 4 
I „et ‚BP 


9 


9 
erhält; und mittelst des Vorhergehenden erhält man nun ‚leicht 
b Überhaöpt zur Berimege von 2, %, u, v die Aulsprdier Formeln: 
w a p* 
a. z=14%, y=p, a=p+5 J> o=p? " 
Jeder rationale Werth von 9 liefert rationale Werthe von z, %, 
u, v. Wollte man für. diese unbekannten Grössen ganze rationale 


T 
Werthe haben, sol müsste man für p nur geinde Zahlen setzen. 


L_z 
u 
* 
4 
g” 
= 
4 


4 w/ 
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er m 2 
. A " Von Herin Professor Fr. ash zu ir #, x 
* Es ist ni unbekannt, ob folgende Art der Kubik . En 
Mr ziehung, zu der ich durch die Lectüre von Francoe: r „e 
a complet de mathematiques pures Veraulasst wurde, in 
verbreitet ist? z ns 
. Es sei Re ei x 
—=a? + 3a2b + 3ab? + 6° Er 
ve, + 8a? + 3ab + 65% | 
=a?+sb wenn s=d3a?+3ab+5b. 
Eben so ist N ia Pi 2 we. er 
' ns N N 
* 0a, ug bi > Y : x 
® Ha,’ a wenn-sj =3a?+3qb, +52. ? b 
Es ist aber | | a 4 
3a)?—= 3a? +6ab + 35? ib 
— (302 + 3ab + 02) +3ab + b2 +52 m. 9% 
. 5 Br ° . 
" eis RD er," jr 
Zr +2 tg 
Daher Kam das zur "Berechniffe des zweiten Theils erforderliche 
3ay? jedesmal durch einfache Addition der vier nach folgendem 
Schema schon unter einander Steh endän Grössen seraud werden: ” 
H f % > a, +, | | E | % 
h 4 a, 4 u 
Pi u ke ayrb : 
| vorzan0000000 = 
ar a?’—512 ! (8 | 
u 165299 ° u! 18 
sb — 146503 sab 768 
| Wu - 18796009 Da Eu 
v A 18885152, | s* — 20929 
462857990 Pi WW: 
’ s,6,—= 462635768 30,2 =22707 _ 
| Ber Yin 222223 
"Ra; a 
le. 
ar 
” eo 
= 
# F 4 


Eu ( u 
. s Po 


| Re: | br 
$ »r ”s 
a‘ er 
> - 
& 


#»,: XVvIn. Br 


- MM... 
+ Fe Constructionen zu der Lehre v« von | 
3 Br elliptischen Funcfiofen. 


h en %% Von a ae IR 


Herrn Essen, 
Tichrer am Gymdasium zu Stargard. 


er * % 
$Verhulst hat BARHEE, Tl die eUipöschen Functionen 
Ei eetoren zu versinnlichen, und dies dee ist wohl im .All- 
. " gemeinen eine glückliche zu nennen. jedoch schein es mir zweck- 
4 mässiger, 'statt der von ihm gewählten Fo vr he 
et Ki: ’ v 9 a Rt ” 
zen a 
\ ne » N ä Fr p ’ i, => % 
Tieher die folgende zu nehmen: Kl ar 
| m * 


a 1 Pi Ch 

0 — _ nn 3 
- ‚ v2 
? a I — Anz 

ei x & 

eicht zu ER ist. Man sc un c en Kreis a 

ı Radius; Eins, ziehe ®inen belie h Mbchmeszer AB ; 


ig.1.) und nehme dann zwischen. B und { den Punkt H 
Ft wenn - die 3, SHPDDE CH durch a hezeichggf, wird, 


ee, 


* % # 


Mr DL 


* 
folglich, renn man 2 HE=x setzt, ; » N 
« | 


f . ; WM u. j 


. 
n ‚ Eger geomeir ische, Construetionen | „ w 


ind Fi er Mech 5° für Ya ®, geil ER 
en ee bel ıbige Sehne DE und-bezeichnet den Bogen 


AD durch v, , va a 2". 
u 6 

HD?—=1 ta? +2a. cosv, % | j y il 

2 aler hat man % RN 1. ” 

a de 

5 HD>=<HE= HxBH=A4 (le), war “ 


Zar 


Sieht man also die in Rede Bi Öleichung als Po w 
chung einer Curve, C als den Pol an; 50 zeigt die Bi 
Gleichung, wie diese/Curve mittelst einer Parahel construirt 

den kann. Setzt man o= AD=2p, so hat man 


v 


.* > ü . 
d ; R* .. 
30?dp = en [7 i 
ä 1— sing? 4 
Pr | ” ® el n":% 
FR. sec r(4D)= f — — — F eo 
| “ 70 vi ec? sin p? N u # FR 


während die Bedeutung der Bezeichnüng sector (AD) nicht en. ” 4 


felhaft sein kann. Der Winkel, == m, u dem Win r 
gleich ist, ‚heisst ai 


a e 
Amplitude, f " 

2) Die Chordale. Mer Peine an Er be 
kanntlich die Eigenschaft, dass, wenn man von einem ll ae 


selben zuerst* eine Tangente an den einen er A @ 
an den andern Kreis zieht diese;beide n. Tangen In van 
t gerechnet 4 


seitigen DurchSchnittspunkt bis zuit Berührungspun 
gleiche ‚Länge, habens Sohncke ® ‚einer Note zu, seinen . 
Vorlesuhgen ‚über analytische Geom, rie zeigt, wiesan.die Be | 
trachtung, dieser Chordale die Theor der elliptise une f 


angeschlossen w den kann, und es soll a 
.* 


: u 5 . $ “ 2 
p "x * Y 
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Pe zerkligen 
et te; Deizutrag@h. 


Pe». 'af. IV. Fig. 2.) ein Kreis mil de, Halbinesser 
Eins besch n, darauf in der Verlängerung von AB der Punkt 
Pipe: Fl dass man habe: & 


I D=5, X; W u D 

er 2 pr } 

em D die Entfernung CN bedeutet. Soll g: zweiter Kreis 
onstruirt werden, der eine Secante des gegebenen Kreises PQ 

‚+ Asien dabei die durch N senkreeht auf "AN gezogene Linie 

4 mit dem gegebenen Kreise zur Chordale hat: so darf man 
vom Durchschnittspunkt: R der ins Unbestimmte verlängerten 

"Pomit, LMrvdie Tangente RF an den gegebenen Kreisfzieh 

- und darauf r7, von R aus nach beiden Seiten auf die Gerade 2? 

bis-H und H' auftragen. Errichtet. man sodann in HZ und ZH’ 
Lothe, so sind die Durchschnittspunkte J und J’ mit der Rich- 
tung AN WMittelpunkte von Kreisen, welche der Aufgabe genü- 

. “ Man sieht, dass es zwei Bu Kreise giebt, von denen 


= 


% 


Tu innerhalb, der andere ausserhalb des gegebenen Kreises 
ia ezeichnet man die Entfernungen 


2J und CJ’ bezüglich 

‘durch a, und a,, die Radien 4J und H’J" durch r, und. r,, die 

„ Längen NJ und NJ' durch d, und d,, so hat man wegen der 
- Gleichheit der von N an alle drei Kreise gezogenen Tangenten :, 


j ar a Mn? = MD? —1. e 
 Dabeitist hu =D—a, }, A a N folglich wird 
“ * 1+42—r,2 14422 — 732 
ee. BER: 10. ren. GR Se rk 
5 | #. * RZ Day Y 2ag , 
RER | Pi | ® 
Be Mn; Char nr lWea> net, % 
era ar .. 
dur en A | 
"W ® m man sieht, dass die Ausdrücke N u ” 
x 2.) : a & Pr & 
a BP N 
ee IE Bei Et aan N: a; 
+ er : (l+a,)’—rı? — THa)2 rg e*. 


Fkaıs Q ziehen mag: Auylart dieselbe nicht"mit LM paral- 
3 wi. nr 4 Mi .» 
be SE n € und (Taf. IV. Pier 3) die Mileipunkte zweier 
ei u. dieser Kreise bezüglich =Eins und =r, und 


| | ie cc. Ferner sei die Linie ZM, welche die Centrale 


der’Hoffnung, F Veraischanfie ung | 


einen. „unge! änderlichen Werth —=c? behalten, wie man äuch die” 


u 2 
% 


.-—. 
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CC’ in N schneidet, die CRorktale bien ikeise Pie 
finde noch, wenn die Entfernung CN durch D, die Sage 
durch a bezeiehnet/Wird, die (oleomaR Gleichußg Sta: 


B al 2 Be a 
er DE er 
„2a C N A 

Wer nun zwei Tangenten an den Kreis um C’ ge ogen, 
die zugleich Secanten des Kreises um C sind, M hat man, E 
F den Durchschnittspunkt beider Tangenten, Ag; Aıs Ass 4 die 
Durchschnitte derselben mit der Kreislinie umC bezeichnen, wegen 
der Aehnlichkeit der Dreiecke I'A,A; und FAyA, die Be Sa 
Proportion: 


% 


Li; 


Ds“ 
| Andy _ FA, wi 
4 Aodı PA Ka“ is 
er F & 0-1 0 “. & Man 


Geht man nım zur Grenze über, indem man sich die Tangente 
FA, mehr und mehr der FA, näbern lässt, so hat man, wofern 


man den Bogen A,A,, um ihn von der Sehne zu Tugrachertien, 
durch (A,A,) bezeichnet: r 4 


" limes 141 = 1, limes [7] ” 1; # N. 


folglich auch + 


Aue Be 


6 | N 
Hr (Ad)hdı un, 
+” 
woraus man schliessen kann: ’ 
A,A, a (Acdı) _ do % 4 „ 
Times 2° A, ! — lim Gare = u. u. 


Zu dem letzten Ausdruck gelangt nan, indem man (AA,) und‘ A 
4AA;) bezüglich =29, und —2%9, setzt. Bezeichnet Fr f 
den Berührungs Mn der Tangente MA, , so nähert sichagus ”. 
t 


Scheinlich das Ver niss 


u Er 
f „ u: gr 
” 7, immer a der Grösse 64, h TED 
” EA, GA, j > a 
F up u. 
“Nun aber ist 8 x ) ai un, 
F ‘ PR 
# GA — CA, CARL 0% ud, “, 
OwH4 ACHRcC". A, C.c0os2p, TEOEHE rn Bacihän, “a 
=” 
# & I g - 4 
| GA =1 Kae #+2acos2d; vu 
“ * N Dee. 
x \ n ' 


u u D 
". r | 
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gr 4 ”» ' . 
E er he Br de" | up 
s u FD. A den e. 
Vi-csing? NI-—esing, —c?sin 2” 


"Dies lässt sich auf folgende Weise in Worte fassen: Die un- \ 
E a kleinen. Sectoren der durch die‘ Perrgieichrnug 


® en a ig 

% ® $ v2. “ | 
1-esing a u 

Mr \ ig x 2. 

gegebenen Curve, che zu den Bogen A,Aı und PN gehören, 

‚haben ‚gleichen Flächeninhalt. 


Y ig Denkt man,sich nun die Linien FA, und FA, nicht mehr un- 
endlich nahe an einander, sondern in beliebige endliche Entfer- 
nung von einander gerückt, so behaupte ich dennoch, dass man 
immer haben werde: 


* e 
r sect (AyA,) = a (A243). 


Denn;man darf nur den Bogen AyAı in 'eine unendliche Anzahl 
gleicher Theile getheilt denken und von allen Theilpunkten Tan- 
genten an den Kreis um C’ ziehen. Dann wird der Bogen A234; 
in eben so viele unendlich kleine Stücke zerschnitten, und es ge- 
hört zu jedem Bogenelement ‘in dem einen und zu dem entspr 

chenden in. dem andern System ein gleicher Sector. Nun aber ist 


sector (A,A,) = sector (AA3) — sector (AA,); 


folglich, wenn man A, mit A zusammenfallen lässt, 
[3 ’ 


! F(93) — F(p) = Fly). 


* 
ass sich dasselbe durch Integration der obigen Differentialglei= 
ES "nachweisen lässt, darf wohl nicht bemerkt werden. Lässt 
‚man, die beiden Punkte A, und A, in einem einzigen A' zusam) 
mi leny so wird 4’F die gemeinsame Tangente beider, Kreise; 


dann ist jr 
Ei. sect (A,A') = sect(4’4,)), =. 
Mi | * r a 
folglich Mm; BR 
tor(AuA;) = 2sector (AA), 
r set rl, 3) 0 ( 0 ) M 
- und für, 90=0: A We 
> u. tr F(9)=2F(p'). i 
R Somit, ist also das Problem der Halbirung der ae 
u & 
= . ur 7 
” x ® 4; 


. u.“ 
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tionen der ersten Art gelöst, da man immer, wegn die Amplitud 
93 gegeben ist, leicht den Hilfskreis um C’ construiren kann. 
Ist ausser 3 noch die kleinere Amplitude 9, gegeben, so wird 
man sogleich die Amplitude p, finden können, welche der Glei- 
chung | 

F (93) — F(93) = F(g) —% 


Genüge leistet. Uebrigens- entnimmt man leicht aus der Figur die 
2 . % ” % ” 
nachstehenden Relationen: 


» 
& A AA, G— 46, . 
> Dr 
woraus man ableitet: il | 
Ay —Ayg 79 RER; © Wr er 
Te sin (p—9) VA +a)?—r? . ”"; 
Ebenso ist dann 
Ip — IPs u 2, NS £ 
sin (93 — 90) N (4a)? — 12 L 
folglich wird, wenn man 9—=0 setzt: | Es | 
u. 4949, _I-4p 
sin (92 —9Qı) . Sin@g 
Berner hat man, wenn CH ein Loth auf GA, ist, 
GH- GA, i GA, 
also 
Iyıt+fY2 _ GE > hei 
. sin(9p +9) VW ta)? —_72" ’ 
und daher auch | 2 
u. Ip + APE _ % Zuyi ee 
. sin (pHYP)ı NV (l-+a)2?—r? » „ N ‘ 
und für 9=0: | gi, M 
_ a 
er ‚49, +45 2A t+ Ayy, 
sin (9 #92) SIN @3 
Endlich ist e u 
+ C’@=CH-—CC'.cos(C'CH), ni # > 
d. h. | 0% ı., m 
® u 24 - 
w sp —gy)tacos(ptrm) ,. % s 
w 
“ 
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k Ar she »* 
‚und, ebenso | E | | 
2 7008 (9% — Yo) +acos (p3 490): . - 


so dass man, indem man 990 setzt, erhält: 


Hl 
a—]l . \ nr 
4 COS; = 6059 C08SP — „LT SP Pı sin @2- 
Sn aber ist ist für P—0:. | W 
1 4 1449 _ 2a ı 1— Ay; _ 2 
sing, —Nütan a  Natan 
also 
a—l, 
“ AMT aEL: 
x | . 
und so kommt schliesslich: 
| 6089 = 005 91 C0SPg — sin Q, sin 9913. u 
* 4) Sind die Amplituden p, und 9, gegeben, und soll man dazu 


93 finden, so dass 
F(93;) = F(91) + F(@3) 


wird, so muss man die Sehne A4, ziehen und nach $. 2. denje- 
nigen Kreis construiren, der diese Sehne tangirt und innerhalb 
des Kreises um © liegt. Ich will mich nicht weiter bei diesem 
Punkte aufhalten und verweise darüber auf Sohncke. Nur .den- 


jenigen Fall will ich hier näher in’s Auge fassen, wo 5; also 
"29, —n wird, wo dann ‚die Sehne AA, mit dem Durchmes- 
‚ser AB zusammenfällt. Dann fällt auch (Taf. IV. Fig. 2.) 7 mit J 
zusammen und es wird, wenn CH=a gesetzt wird: 
_1—b 
wir Fr Sara AT. i 
Dabei’hat man, wenn man in Taf. IV. Fig. 1. "noch die Sehne D’E! 
zieht; wegen der Achnlichkeit der Dreiecke DHD' und EHE: 
pp _ HD 
EE' 7 HE'’ r 
woraus man, indem man Bogen AD=29 und Bogen ADE=2p' 
setzt, leicht folgert: 


rc 


. & 
En - dp dyp' | , 
| =; t(AD) =sect (BE): 
R* dp” Ay" Sg 
iA Em. 
“ w 


trisch ist, offenbar, | 


bi 
BT 
Wr T 
a 
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Setzt man Bogen BE=%, also v—g' 3, so wird die Mea 
Differentialgleichung: 

er A u 2 SR 

x vi1- c?sing® MI—c2cosy2 
folglich, wenn man integrirt und bedenkt, dass p und zugleich 
der Null gleich werden: Pal BD 


ha 


fr dp ei fer dv 
o Ni-e&snp Jo Wl — c?cosy2 
Dabei ist, wie leicht erhellt: | 
tangp = sr ® 

Denn zieht man die Linien AE und: BE, so ist zuerst im Drei- 
eck AEH: | 

AH:EH= sin E:sinH = sing:siny, 
sodann im Dreieck BEH: 

EH:BHZ=sinB:sinE =cosg:cosy; 
folglich | 
AH:BH oder (l+a):(l—a)=tangp:tangy. 
Schneidet man nun von 2 aus nach derjenigen Seite hin, auf 


welcher D liegt, den Bogen BF=BE ab, so hat man, weil die 
durch die Gleichung } 


oa 1 Er 
3 
Ve 


gegebene Curve in Bezug auf die Axe AB vollkommen symme- 


sector (BF) =sector (BE) = sector (AD); a 


folglich, wenn man Bogen AF=2# setzt: 
| " | 
F (5) — F(8) + F(p)9 


da ja sector (BF) = F(5) — F($) ist. Die beiden Functionen 


F(3) und F(p) heissen alsdann bekanntlich Complemente von ein- 


ander. Wird DE rechtwinklig auf AB, so fallen F und D zu- 
sammen und aan erhält: | Er 


£ 
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* + ” Fi M—ıF (5)- 
u. j IC 27 7 
Wird e, also auch a, =, so ist r(5) mid und F(p)=7; und 
man hat alsdann die bekannte Construction, nach welcher die 


‚Kreislinie durch zwei auf einander senkrechte Durchmesser in vier 
‚gleiche Theile getheilt wird. 


Soll F(p) =!F (5) werden, so muss man haben: 
F)=2F(9), F(p)=F(8) — F(p), 
also bekanntlich 
C0SP=CoOSP.cosp-+sind.sinp.fp. 


Nun aber ist, wie auch leicht aus der Figur erhellt: 


folglich erhält man, wenn man obige Gleichung durch Ip dividirt, 


sin®=cos#.sin®-+ sin®.sinp, 


ä singt cos® =]. 


Zieht man die Sehnen AD und DE, so ist 


A k BE A 
Ve sin, 9,=siny=cosd; 
also wird 
AD+BE=2. 
Gelänge es daher, die Dreiecke ADH und BEH so zu construi- 
ren, dass dieser Gleichung Genüge geleistet wird, so würde das 
Problem der Trisection der Grösse F (7) durch Gonstruction ge- 


löst sein. Doch nur in dem einen Falle ist dies leicht auszufüh- 
ren, wenn a=0 sein sollte. Alsdann bestimmt nämlich ein über. 
AC errichtetes gleichseitiges Dreieck die Amplitude 9, wie dies: 
hinreichend aus der Elementargeometrie bekannt ist. 


5) Zieht man (Taf. IV. Fig. 1.) CS und CS’ bezüglich mit HD 
und HD' parallel, so hat man, da im Dreiecke 4DD!' 
DDR HD' . 
sin(DHD') 7 sin(DIDH) ı 
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"ist, und da der Bogen, welcher dem Winkel DH.D' misst, dem. 
Bogen SS’ gleich ist, auch 
DR... 1 WED ” 
sin (SS’) ” sin(D'’DH) | 
Geht man zur Grenze über, so erhält man, I ji Bogen. 
AD=29, Bogen AS=u setzt, leicht k 


D' ; (DD') 2dp 2dp 


—— (EEE 


2 D 
limes äin($9) — limes sin (85) Sm Go 


HD' wird gleich HD=(1-+ a) Vı- sing; der Winkel 
D'DH aber wird demjenigen Winkel gleich, welchen die Tan- 


gente an D mit DJ bildet, der wiederum gleich 4DCE ist. Das 
von C auf DH gefällte Loth C@ ist = CH.sin GHC=a.sinu, 


also sin;DCE = DG= vDo-‘ @— v1-asinp. Somit 


wird 


Integrirt man diese Gleichung, indem man bedenkt, dass $ 
und # gleichzeitig elejchE Null werden, so kommt * 


yo Eur, rl Dr 


(a ver, NApE 


Dabei ist CG=a.sinn, andererseits aber auch =CD.cos(DCG) 
= CDisin(DCS) =sin(?P—y), woraus man folgert: 
y sin 2p — u)=a.sinu. 
Uebrigens sieht man auf der Stelle, dass, wenn DE senk- ” 
echt auf AB, also F(p) =3F (7) wird, der Bogen AS ein 


ae ist. Ist aber =, oder, mit andern Worten, fällt der 


Punkt D mit B zusammen, so wird u=n. i 


6) Betrachtet man Taf. IV. Fig. 3., so sieht man sogleich, dass 
man habe: | " 


AFAyAı — AFA,A; = AA,AgA; + AA, A245; 
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tapirs 


FA, Aydı- in (AF RM, > Ay4y .sin(A,A,4,) 
= A, 4, 424; .sin (A,A,F) + Aydz x Aydı. sin (A, Au43). 


Geht man nach Division durch A,A, wie in $. 9. zur Grenze über, 
so erhält man unter Benutzung früher gewonnener Resultate: 


2sin (9 — 91) dpa Di 


dp, Ark 
a Fa tz V (+4 a?— 12 dp 


2d cos — 
Ayp,dy, + Ipadpg = ne 


Nach Integration dieser Gleichung kann man setzen: 


i Yı '. 1723 Yı 9; 
J. Agpdp +f, Aypdp in Aydyp -/, Aydyp 


_ 2(08 (9 = 91) — 08 (93-90) 
N (1-Fa)2 — r2 


wobei g, und g, als veränderlich, .p, und 3 als constant ange- 
sehen werden. Die unbestimmte Constante C erweist sich sogleich 
als Null, indem man erwägt, dass, wenn 9, in 9, übergeht, 
99, wird. Macht man 99=0 und bezeichnet, wie gewöhn- 


lich, f ” pdp durch E(p1), so kommt 
0 


2 (cos (pg— 91) — cos Y3) 
Var 


+6, 


 E(9)—E(gı) -E)= — 
Nun aber ist nach &. 9.: 


BIILIEN en, ER Tar 
V(ita%2—ı2  sinpy 


ferner bekanntlich: 


> | c08(Pa— 91) = C0S 95 C08 9, + Sin py sin p} 
as 


und wiederum nach $. 3.: 


COSY, = COS YPg COS P} — Sin 9, sing, IYpz ; 
& 


folglich wird 
(1— 495) (L+ 495) 
Eon) = Eipı) Ele) = a ng 


Sina 93. SIN Pg. Sin Qj- 


; BE . 
sin 92. sin Qı 
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XIX. 
Demonstrations de quelques theoremes de Geometrie. 


Par 


Nicolas Fuss. 4 


Presente le 4. Juillet 1799. 


am nn 


Vorerinnerung von dem Herausgeber. 
Wr 


Als ich neulich einige Bände der Schriften der Petersburger 
Akademie der Wissenschaften, die bekanntlich eine wahre: Fund- 
grube wichtiger mathematischer Entdeckungen sind, und nach 
denen ich immer zu greifen pflege, wenn ich mich wieder einmal 
nach wahrer mathematischer Eleganz sehne, durchblätterte, stiess 
ich ganz zufällig im 14. Theile der-Nova Acta. p. 139. auf die 
den obigen Titel tragende Abhandlung von Nicolaus Fuss, 
einem. der trefllichsten Mathematiker des vorigen Jahrhunderts, 
dessen sämmtliche Arbeiten sich bekanntlich durch ganz beson- 
dere Eleganz und Zierlichkeit auszeichnen. Zu meiner Ueber- 
raschung fand ich in dieser Abhandlung, was der ziemlich allge- 
mein gehaltene Titel: Demonstrations de quelques theo- 
remes de Geometrie, keineswegs vermuthen liess, gleich zu 
Anfang den Hauptsatz der Lehre von den Transversalen; ferner * 
fand ich den auf diesen Satz gegründeten höchst einfachen Beweis 

es Satzes, dass die Durchschnittspunkte der, drei Kreise von 
Aus berührenden Geraden jederzeit in einer geraden ii 
liegen, welchen man jetzt meistens in den geometrischen Lehr- 
büchern findet, und der gewöhnlich Carnot zugeschrieben wird, 
welcher ihn in der That auch in seiner Geometrie de Posi- 
tion (Deutsche Uebersetzung von Schumacher. Thl. II. 
"8. 344.) giebt, öhne Fuss’s mit einem Worte zu-gedenken; und 
wenn Carnot an dieser Stelle sagt, „dass Monge den Satz aus 
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= 


bloss geometrischen Betrachtungen, die sich auf die Geometrie 
“ dreier Dimensionen beziehen, gefunden habe“, so müssen wir 
jetzt darauf entgegnen, dass unser trefllicher Nicolaus Russ 
den Satz auch schon aus Betrachtungen der Geometrie dreier Di- 
mensionen abgeleitet hat *). Sagt aber Carnot in der angeführ- 
ten Stelle noch, dass Monge den in Rede stehenden Satz aus 
Betrachtungen der Geometrie dreier Dimensionen „gefunden“ 
habe, was wahrscheinlich auch die Veranlassung gegeben hat, dass 
die Erfindung des Satzes gegenwärtig wohl allgemein Monge bei- 
gelegt wird: so sagt dagegen Fuss in der seiner Abhandlung vor- 
ausgeschickten kurzen Einleitung ausdrücklich, dass in Frankreich 
die Erfindung des Satzes d’Alembert beigelegt werde. Die 
Abhandlung von Nicolaus Fuss enthält ferner auch noch den, 
dem so eben besprochenen Satze entsprechenden Satz von den 
drei Kugeln und ausserdem noch mehrere andere bemerkenswerthe 
Sätze, überhaupt also schon Vieles von dem, was jetzt unter dem 
Namen der „neueren Geometrie“ zu begreifen gewöhnlich gewor- 
den ist, wenigstens Vieles von dem, was zu der neueren Behand- 
lung der Geometrie die nächste Veranlassung gegeben hat. Dass 
Nicolaus Fuss unter den Bearbeitern der sogenannten neueren 
Geometrie schon ausdrücklich und in besonders hervorragender 
Weise genannt worden sei, ist mir nicht bekannt, wenigstens 
kann ich mich jetzt der Nennung seines Namens nicht erinnern **); 
dass er aber in hohem Grade verdient, genannt zu werden, be- 
en die so eben besprochene Abhandlung und noch manche 
andere Arbeiten von ihm, auf die ich vielleicht später zurückkom- 
men werde, auf das Deutlichste. Unter allen Bedingungen hat 
mir die den obigen Titel tragende Abhandlung von Fuss so in- 
teressant ‚geschienen, dass ich mich entschlossen habe, sie den 
Lesern des Archivs im Folgenden vollständig mitzutheilen. was 
ich mit der Versicherung thue, dass es mir zu besonderer Freude 
gereichen und besondere Genugthuung gewähren wird, wenn ich 
dadurch bewirke, dass Nicolaus Fuss, Leonhard Euler’s 
r treffllicher Schüler, künftig wenigstens öfter und in hervorragen- 
»derer Weise, als dies bis jetzt geschehen zu sein scheint, unter 
den Bearbeitern und namentlich unter den ersten Begründern der 
sogenannten neueren Geometrie genannt wird. 


N & 
" *) M. s: die folgende Abhandlung. Theoreme 2. Scholie 3, in- 


dem ich auf die letzten Worte dieser Scholie vorzüglich aufmerksam mache. 

**) Die Geschichte der Geometrie von Chasles und einige 
andere hierher gehörende Schriften stehen mir gerade jetzt nicht gleich 
zu Gebote. 
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h:) 
P- 
ll y a dejä plusieurs annees gu’ un jeune Francois, 'emple ' 
alors au Corps Imperial des Cadets de Terre, me ‚parla dun E 
Theoreme de Geometrie qui, dans le tems qu'il etoit encore ä * 
Paris ä l’Ecole Royale militaire, avoit eu quelque celebrite etqwon 
avoit pretendu tenir de feu Mr. d’Alembert. Je lui en donnai® , 
une demonstration, dont jaai retrouve depuis peu le-brouillon en 
fouillant mes papiers. - En relisant cette l6monstratiäih: jai vu que 
la belle propriete qui en fait le sujet, peut conduire & d’autres j 
non moins remarquables. En rassemblant mes idees sur cette 
matiere il en est resulte le petit Memoire que j’ai l’honneur de 
presenter ici a l’Academie pour la collection des Memoires. tra- 
duits en Russe, quelle se propose de publier, ou bien pour les 
Actes mämes, fi elle le juge digne de cet honneur. Il y fera sans 
doute plaisir a plus d’un amateur de la Geometrie, et peutetre 


meme a quelque Geometre de profession. » 


Lemme I. 


Les trois cötes d’un triangle ABC (Taf. V. Fig.1.) 
etant prolonges jusqu’en D, E, F, de maniere que 
AD.BE.CF = AF.BD.CE, les trois points D, E,F 


seront dans une ligne droite. 


Demonstration. 


Tirons les ligenes FE et DF, et quelque soit l’angle Mm 
comprennent, sinous nommons Vangle AFD=.« et langle AFE=ß, 
nous savons que 

sine :snD=AD:AF, hd 
sinD:sinE=BE:BD, 
sinE:sinß =CF:CE, 


d’ou Fon tire en composant 
sine:snß= AD. BE.CF: AF.BD.CE. 
Mais il y a en verlu du Lemme 
a AD.BE.CF= AF.BD.CE 
"don il suit que sinß=sin«e, done P=180%—-« et partant DrE 


une ligne droite. 
Theoreme . 


Si des trois angles A, B, C (Taf. V. Fig. 2.) d’un Fe 
angle pour centre on decrit, avec desrayons differenß, 
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i, { o ercles, en les enfermant, deux-ä-deux, entre 
je stangentes, les points d’intersection E, D, Fde 
. ‘ois paires de tangentes seront situes dans une 


ligne droite. 
C'est le Theoreme dont j’ai parl& dans’ Vintroduction. + 
My 3 


+ Demonstration. 


Soyent a, 5, c les rayons des trois eercles ayant leurs cen- 
tres en A, B, €, et il est clair que 

AD:BD=a:b, 

BE:CE =b:c, 

. \ | a UF :AF =c:a, 


A 


d’ou l’on tire en composant 
8 AD.BE.CF: BD.CE.AF=1:1 
c’est-ä-dire que 
AD.BE.CF=AF.BD.CE 


et par consequent, en vertu du Lemme, les points D, E,.F seront 
dans une meme ligne droite. ; 


ja | i 


Theoreme 2. 


WEn concevant trois spheres, dont les centres sont 
dans les trois angles A, DB, € (Taf.V.Fig.3.) d’un triangle, 
enfermees, deux ä deux, entre la surface d’un cone qui 
les touche, les sommets de ces trois cones seront si- 
tues dans une m&me ligne droite. 

Ei 


Demonstration. ur 


Un plan passant par les trois centres A, BD, C des spheres 
donnees passera par les axes et partant aussi par les sommets 
E, D, F des cones circonscrits. Un plan touchant les trois sphe- 
tes A, B, C, ena,db,c, touchera ‚aussi les surfaces des trois 
cones circonscrits et passera, par consequent, par leurs sommets 
E,D, F. Ainsi les sommets Z, D, F, se trouvant tant dans 
le plan passant par les centres des spheres que dans le plan qui 
les touche, se trouveront necessairement dans lintersection de. ces 
deux plans, par consequent dans une meme ligne droite. 

* 
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Scholie 1. 


Il est evident que la meme verits peut aussi etre demontree 
au moyen du Lemme. Car si par les centres A et B, par A 
et C et par B et C on concoit des plans perpendiculaires au plan 
ABC, et qu’on tire dans ces trois plans les tangentes abD, ac, 
cbE, et des centres ‚sur ces tangentes les perpendiculaires da, 
Bb; Aa, Cc; Bb, Cc, on aura 


AD:BD= Aa:Bb, 

BE:CE = Bb:Ce, 
’ CF :AF = Ce: Aa 
d’ou Fon tire en composant | 


AD.BE.CF: AF.BD.CE=1:1l 


“ 


par consequent 
AD.BE.CF=AF.BD.CE 


done E, D, F dans une meme ligne droite. 


. © 
Scholie 2. 


La me&me propriete suit aussi immediatement du Theoreme 1. 
Car supposons que chaque paire de cercles se tourne, avec ses 
tangentes, autour de la ligne tiree par les centres, les a 
engendreront des spheres et les tangentes le cone qui les ı 
ferme. L/intersection qui en devient le sommet reste immuable 
&ä sa place. Donc les sommets des trois cones seront dans, une 
meme ligne droite. 


Scholie 3. 


Reciproquement le premier Theoreme auroit pu &tre deduit, 
sans le secours du Lemme, comme corollaire, du setond Theo- 
reme, oü il est evidemment contenu. Car la section des trois 
spheres, faites par le plan passant par leurs centres, donne les 
trois cereles du Theoreme 1, et la section des trois cones circon- 
scrits, faite par le meme plan, donne les trois paires de tangen- 
tes du Theoreme 1. Aussi est-il tres probable que la propridte 
enoncee dans ce Theoreme a ete decouverte par la voye de cette 
consideration stereometrique. 


Theoreme 3. 


Quatre cercles 4, B, C, D (Taf. \V. Fig. 4.), dont; 


er 


» 
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14 centres sont dans le meme,plan, et les rayons de gran- 


“ 


deur En etant enferme&s deux-ä-deux entre leurs 
tangente ilen resultera six points d’intersection, 
qui seront situes dans quatre lignes droites, savoir 
trois-&-trois dans la meme. 


% 


1 Demonstration. 


Combinant les quatre cercles ABCD trois-A- -trois, il en resulte 
quatre ‚combinaisons ABC, ABD, ACD,. BED. La premiere 
ABC admet derechef trois combinaisons de deux-ä- deux, savoir 
AB, AC, BC. En enfermant ces trois paires de cercles entre 
leurs tangentes, il en resulte trois intersections que nous marque- 
rons chacune par les deux lettres grecques correspondantes aux 
deux lettres latines indiquant les cereles auxquels l’intersection 
appartient. Ces trois intersections seront «aß, ay, ßy, toutes les 
trois, en vertu du Theoreme 1., dans la meme ligne droite. La 
seconde combinaison & trois, APD, fournit trois combinaisons & 
deux AB, AD, BD; les intersections des tangentes, renfermant 
ces trois paires de cercles, savoir aß, «ad, Pd, seront, en vertu 
du Theoreme 1., dans une meme ligne droite. La troisieme com- 
binaison ACD imet les combinaisons AC, AD, CD, qui don- 
nent les intersections ay, «d, ydö, situdes dans une me&me ligne 

w Enfin Ja cambinaison BCD engendre les combinaisons 
BC, BD, CD, et les intersections ßy, ßd, yd, placees dans une 
meäme ligne droite. 
E 


Dheoreme 4. 


Quatre spheres dont les centres sont dans unmeme 
plan et les rayons differens, etant enfermees, deux-ä- 
deux, entre la surface d’un m&öme cone, ilen resultera 
six dont les sommets seront situes dans quatre lignes 
droites, savoir trois-ä-trois dans la me&me. 


On voit bien que ce Theoreme se demontre de la meme ma- 
niere que le precedent. 


Theoreme 5. 


x 


Ayant.n cereles, ou n spheres 4, B,C, D,E, etc. qui 
ER centres dans le m&me plan, si on les enferme, 
eux-&-deux, les cereles entre deux tangentes, ou les 
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spheres entre un cone, il en resultera ei intersee 
} oo 
8 


n(n—]) 


tions de tangentes, ou 7 3 'sommets de cone, places 


ai se lee lignes droites differentes, savoir 
trois-ä-trois sur la m&me ligne; et en designant cha- 
que intersection des tangentes, ou le sommet de cha- 
que cone, par les deux lettres grecques corresponda 
tes aux deux lettres latines qui indiquent la paire de 
cereles ou de spheres ä laquelle il appartient, les trois 
intersections ou sommets qui portent les trois memes 
lettres, chacune deux fois, seront sur la me&me ligne 


droite. 


Demonstration. 


On sait par la Theorie des combinaisons que lorsque n lettres 
A,B,C,D... N sont combinees m ä m, le nombre des com- 


binaisons qui auront lieu sera 


n(n —]) Rn)... an m+D 
’ 1.2.3.4....m 


Le nombre des intersections des tangentes ou des Sommets de 
cone est egal au nombre des combinaisons de n lettres prises 


n(n—]) 


deux-ä-deux; ainsi & cause de m=2?, il sera — 15 . Lenom- 


bre des lignes droites, oü ces intersections ou sommets seront 
places trois-äA-trois, est egal au nombre des combinaisons de n 
lettres prises trois-a-trois; ainsi, A cause de m=3, ce nombre 

n(n — 1) (n—2) 
sen = 49377 
cercles, ou d’autant de spheres, combines deux-äA- -deux, donne 
trois lettres, chacune deux fois. Chaque grouppe, en vertu du 
Theoreme 1. et 2, a ses intersections on sommets sur la meme 
ligne droite. Ainsi les intersections ou sommets qui renferment 
les me&mes trois lettres, chacune deux fois, seront dans la m&me 
ligne droite. ; 


Chaque assemblage ou grouppe de trois 


Scholie. 3 


On sera frappe un moment de voir que dös que n>5 le nom- 
bre des lignes surpasse celui des intersections ou sommets. ‘Mais 
en regardant la 4° figure, oü chaque intersection se trouve s 
deux lignes a la fois, on comprendra aisement que plus que © 
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nombre rn est grand, plus il y aura de lisnes ou la meme inter- 
section se trouvera placee ä la fois, et plus le nombre des lignes 
doit surpasser celui des intersections. Car il est facile & voir 
que le nombre de lignes, oü la m&me intersection de tangentes 
ou le m&eme sommet de cone se trouve ä la fois, sera le quotient 
qui vient en divisant le nombre total des lignes oü les sommets 
se trouvent places trois-ä-trois par le,tiers du nombre des inter- 
sections ou sommets. 11 sera done =n—2. 


Lemme HI. 


® 
Les trois cötes d’un triangle spherique ABC (Taf.V. 
Fig. 5.) etant prolonges jusqu’en D, E, F, de maniere 
que sin AD.sin BE.sinCF = sin AF. sin BD.sinCE, les trois 
points D, F, E seront dans un arc de grand cercle. 


Demonstration. 


' Joignons les points D et F, de meme que F et E, par les 
arcs de grand cercle DF et FE, et soit langle DFA=« et 
langle EFA=P; etl’on scait par la Trigonometrie spherique que 

Pr sine :snD=sinAD:smArF, 
snD:snE=sinBE:sinBD, 


v  sinE:sinß =sinCF:sinCE, 
d’oü Von tire en composant . 


sinae:sinß = sin AD.sin BE. sin CF: sin AF. sinBD .sin CE. 
Or il ya en vertu du Lemme 
K; 
sin AD.sin BE.sin CF = sin AF.BD.sin CE 


done sine=sinß, et partant ß = 180°— «x, d’ou il suit que les 
arcs DF et FE ne sont qu’un me&me arc de grand cercle. ® 


Lemme MM. 


En enfermant deux petits cercles traces sur la sur- 
ce d’une sphere des points A et D (Taf. V. Fig. 6.) pour 
centres, entre deux arcs de grand cercle qui les tou- 
chenten a etd, « et ß et qui se coupent dans le point 
O du grand cercle passant par les deux centres det, 
pr BE Tu : Me 
sin Aa : sin Bb =sin AO:sm BO. 
18* 


j 


. r 2 rn 
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” 
Demonstration. 


Comme les triangles spheriques AOa et BOb sont reetangles, 


il est evident que " EM 
sin da= sin AOa.sin AO, vr 
sin Bb — sin BOD .sin BO “ 


et que par consequent 
gie Aa :sin Bb=sin AOa.sin AO: sin BOb.sin BO. 

Mais sin AOa=sinBOb, partant 
sin da: sin Bb. = sin AO: sin BO. 


Theoreme 6. 


Sil’on enferme trois cereles decrits sur la surface 
d’une sphere, deux-a-deux, entre deux arcs de grand 
cercle qui les touchent, les intersections de ces trois 
paires de grands cercles seront situes dans un me&me 
arce de grand cercle. »: 


Demonstration. j hu 


Soyent les trois angles A, B, C (Taf. V. Fig. 5.) du’ triangle 
spherique ABC les centres des cercles, soyent a, db, ce leurs 
rayons (arcs de grand cercle) et les intersections des tangentes, 
savoir D pour les cercles A et B,.E pour A et C,-E pour B 
et C, et nous aurons en vertu du Jiemme precedent 


sin AD :sin BD= sina: din b, 
sinBE:sinCE =sindb:sinc, 
sin CF :sin AF = sinc:sina 
d’oü P’on tire en composant 
sin AD, sin BE .sin CF: sin BD.sin CE. sin AF=1:1 5 ut 
et de lä il suit que 9. %:; 
sin AD.sin BE: sin CF = sin BD.sin CE. sin AF | 


r hu 
donc, en vertu du Lemme Il., les intersecljbns D,F, E seront 
dans un m&eme arc de grand cercle. 


’ 


e 
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Theoreme 7. 


Ayant n’eercles A, B, C, D, ete. sur.la surface de 
la meme sphere,' si on les,enferme deux-ä deux entre 
deux tangentes, arcs de grand cercle, il en resultera 


. n(n—1 a 54 ers 
er points d intersection de tangentes, situees sur 


nz arcs de grand cerele differens, savoir 


trois-A-trois sur chacun, et en designant chaque inter- 
section par:les deux lettres grecques correspondantes 
aux deux latines qui indiquent la paire de cercles ä 
laquelle elle appartient, les trois intersections qui 
portent les trois memes lettres, chacune deux fois, 
seront placees sur le m&me arc de grand cercle. 


La demonstration est la m&me que celle du Theoreme 5} 


I rl 


La demonstration de presque tous les T'heor&mes que nous 
venons: de dönner est fondee sur les Lemmes I. et II. (Taf. V. 
Fig. 1.et5.) La relation qui fait le sujet de ces deux Lemmes, 
et Qui a servi de base ä nos Theoremes, n’est pas la seule re- 
marquable qui a lieu entre les lignes et les arcs de ces deux figu- 
res; il y en a d’aufres qui ne sont pas moins interessantes et 
qui, quoique hors de connexion avec les Theoremes que nous 
avions en vu&, meritent d’etre rapportees et demontrees ici. Ce 
sera le sujet des deux 'Theoremes suivans et de leurs corollaires. 


Theoreme 8. 


Si entre les jambes CA et CB (Taf. V. Fig. 7.) d’un 
angle quelconque ACB on tire aA volonte deux lignes 
droites AD et BE qui se coupent en O,ilyaura toujours 


A L AD.BO.CE=AC.DO.BE, 
IL BE.AO.CD=BC.EO:AD, 
UL. BC.DO.AE=BD.AO.CE, 
' IV. CD. BO.AE=BD.BO:AC.: er 


u 
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% 
Demonstration. 


l) Le AACD donne sin C:sin D=AD:AC, 
» ABDO „ sinD:snB=BO:DO, 
„ ACBE „ sinB:snC=CE:BE, * 
d’ou l’on tire a 


et. partant 
l. AD.BO.CE=AC.DO.BE. 
2) Le ACBE dome sin C:sinE=BE:BC, 
AANMUEER: sinE:snA=A0:EO, 
» AACD „ smnA:snC=CD:AD, 


de .lä on Lira 1:1— BE. AO.CD:BC.EO.AD, 


ce qui donne 
II. BE.AO.CD = BC.EO.AD. 
3) Le ACBE donne sin E:sinB=BC:CE, 
» ABDO „ sinB:snmO=DO:BD, 
»„ AAEO ,„ sinO:sinE=AE:AO, 


d’ou Pon a 1:1= BC.DO.AE:BD.AO.CE, 


ce qui nous fournit 
Il. 2C.DO.AE=BD.AO.CE. 


4) Le AACD donne sn A:sinD=CD:AC, 
»„ ABDO „ sinD:sinO=BO:BD, 
» AAEO „ swO:inA=AE:EO, 


ainsi on a 1:1=CD.BO.AE:BD.EO.AC, 


et par consequent: 


IV. CD.BO.AE=BD.EO.AC. 


Corollaire. 


Combinons les quatre egalit6s du Theor&me, que nous venons 
de demontrer, deux-ä-deux de la maniere suivante: Le produit 
de I. et II., divise par AD. BE, donne | | 


AO.BO.CD.CE=AC.BC.DO.EO 
d’ou Yon deduit cette proportion ® ‘ 


r 
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20:B0:D0.E0 = 4C.BC;CD.CE. 

Le produit de II. et IN., divise par 3C. AO, donne & 
BE. AE.CD-DO=BD.AD.EO.EC 

d’oü l’on tire la proportion a | 
DC.DO:EC.EO=AD.BD: AE.BE. 

Le produit de IH. et 1., divise par CE.DO, dome 
AD.AE.BC.BO = AC.AO.BD.BE 


ce qui fournit la proportion 


BC.BO:AC.40—=BD.BE:AD.AE. 


Theoreme 9. 


- Sientre deux ares de srand cerele ACet BC (Taf. V. 
Fig. 8.) d’un angle spherique quelconque ACB, on decrit 
deux arcs de grand cercle AD et BE, qui se coupent 
en O,ily aura 

1. sin 4D. sin BO. sin CE = sin AC.sinDO.sin BE, 

Il. sin BE. sin AO. sin CD= sin BC.sinEO.sin AD, 

' Mm. ‚sin BC ..sinDO.sin AE = sin BD. sin AO. sin CE, 

IV. sinCD.sin BO .sin AE = sin BD .sin EO.sin AC. 
La demonstration de ce Theoreme est parfaitement conforme & 
eelle du Theoreme precedent. On voit qu’on n’a qu’ä ecrire au 


lieu des cötes des triangles rectilignes de la 7me figure les sinus 
des cötes des triangles spheriques de la Sm. 


i CGorollaire. 
Lies operations du corollaire precedent donnent 
in AO.sin BO :ein DO.sin EO=sin AC.sin BC:sinCD.sin CE, 
SMDC .sin DO:sin EC. sin EO=sin AD.sin BD:sin AE.sinBE, 


sin BC.sin BO: sin AC.sin AO =sin BD.sin BE :sin AD. sin AE. 
>» - 


” ‚kbens ng 


” 
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D 
xx. . 
Theorie der abgeleiteten Reihen. 
Von 
Herrn Oskar VWVerner, 
J,ehrer der Mathematik zu Dresden. 
SF 


Da bis jetzt noch keine allgemeine Summationsmethode für 
Reihen gefunden ist, d. h. eine Methode, nach welcher sich alle 
Reihen ohne Ausnahme summiren lassen, vielmehr diese Summa- 
tion nach sehr verschiedenen, oft überaus künstlichen Methoden 
geschieht, so muss man, um diesen Mangel an wissenschaftlicher 
Einheit möglichst zu. verhüten, sein Augenmerk darauf richten, 
Reihen, denen gewisse Eigenschaften gemeinsam sind, in einer 
einzigen von allgemeinerer Form zusammenzufassen, deren Summe 
angebbar ist. Was nun in dieser Beziehung das Theorem von 
Maclaurin für Reihen leistet, die nach Potenzen einer und der- 
selben Grösse aufsteigen, dasselbe bewirkt eine Formel der Theo- 
rie der höheren Differenzenreihen für solche Reihen, deren Glie 
der die auf einander folgenden Binomialcoeffieienten irgend eines _ 
positiven ganzen Exponenten als Factoren in sich schliessen. Die. 
nähere Betrachtung dieser Differenzenreihen und deren fruchtbare 
Anwendung zu zeigen, bildet den Hauptgegenstand dieser Ab- 
handlung. Dabei habe ich mir nach Möglichkeit angelegen' sein 
lassen, diese Theorie von allgemeineren Gesichtspunkten aus zu 
betrachten. Hierher gehören namentlich die gleich im 'Anfange 
enthaltenen Untersuchungen über die höheren abgeleiteten R h 
zu deren Aufsuchung mich das Streben geleitet hat, die Formeln 
der höheren Differenzenreihen aus allgemeineren Formeln in SEN a 
licher Weise hervorgehen zu lassen, wie den binomischen Lehr- 
satz für positive ganze Exponenten aus der bekannten Entwickelung 


ge 
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eines Productes binomischer Factoren in eine’ Reihe. In wie weit 
mir diess gelungen, und was dabei als mein Eigenthum anzusehen 
ist, überlasse ich dem Urtheil Sachverständiger. Ich enthalte 
mich daher aller weiteren Erwähnung und:‚komme nun lieber auf 


den Gegenstand selbst zu sprechen. 


st. 
Wenn aus der Reihe (Hauptreihe) 


\ » Ug> q> 035 .... Um ::::» 


eine andere auf die Weise gebildet wird, dass man die Glieder 

derselben der Ordnung nach mit den Zahlen /,, /; Za,.... multi- 
plieirt und diese Produete vom zweiten, dritten, vierten ‚Gliede, 
u. s. w. subtrahirt, so möge diese die abgeleitete Reihe jener 
genannt und ihre Glieder durch Aa,, Aa, AQg, bezeichnet 
u Wir haben sonach identisch: | 


An= a — IoQe; Aa, — Te ha; Aag = a3 — lgQ9 3... 


wobei zu bemerken ist, dass man sich hüten muss, das Zeichen 
A für einen Factor anzusehen. Das Verfahren nun, welches bei 
der Hauptreihe gelegentlich. der Bildung einer abgeleiteten Reihe 
angewendet worden ist, lässt sich weiter verfolgen. Offenbar kann 
nämlich aus der abgeleiteten Reihe heraus Er eine solche 
‚gebildet werden, aus dieser wieder eine andere, u. s. f. "Dadurch 
eıhält man eine Anzahl von Reihen, welche die Hbneren abge- 
leiteten Reihen der Hauptreihe 


ds dı > da > “.... Amzasy- 


heissen mögen, und zwar entwickelt man nach der Ordnung, wie 
dieselben auf die Hauptreihe folgen, eine erste, zweite, dritte, 
u.s. w. nte abgeleitete Reihe. Sowie man nun die Glieder 
der ersten abgeleiteten Reihe dadurch bezeichnet, dass man den 
Gliedern der Hauptreihe das.Symbol 4; vorsetzt, so, müsste man 
der Conseguenz in der Bezeichung wegen die EhSaeL der zweiten 
abgeleiteten Reihe durch 

’ Aa. en! Ang 

bezeichnen; dafür wollen wir aber die kürzere Schreibart 


% 
f 


Aaos Aa, , 42 Ag... 


einführen. Anis gleichen Gründen würde man die Gligder der 
dritten abgeleiteten Reihe durch 


* 
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AA Nag, wi AAAag,\ AA 
andeuten, wofür wir uns aber der kürzeren Bezeichnung 
A3ay; Aa; ZB m 
bedienen wollen. Ueberhaupt entscheiden # uns bei der nten 
abgeleiteten Reihe für die Bezeichnung ihrer Glieder durch 
Ara A A 


Die Art und Weise nun, wie die einzelnen abgeleiteten Reihen 
unter einander verbunden sind, lässt sich jetzt auch durch fol- 


gende Gleichung: | 
I) Aram — Im-ı Aam—ı — 2trlam-ı 

ausdrücken, von welcher in den nachstehenden Untersuchungen 
mehrfacher Gebrauch gemacht werden wird. 

Von ganz besonderem Interesse ist die Spezialisirung | 
In diesem Falle wollen wir stets das Symbol 4 mit 4 vertauschen. 
Die Formel 1) geht daher über in 

2) MAam m Mam—ı == NHam_ı. x 


baah hei 


Hieraus ergiebt sich, dass die Glieder irgend einer abgeleiteten 


Reihe dieser Art aus denen der nächstvorhergehenden abgeleite- 
ten Reihe erhalten werden, wenn man von jedem Gliede derselben 
das benachbarte vorhergehende subtrahirt. Wegen dieser Eigen- 
schaft ist diesen abgeleiteten Reihen der Name Differenzen- 
reihen beigelegt worden. 

IN 


La 


5.2. 


Um nach diesen Erklärungen -zu Untersuchungen überzugehen, 
müssen wir uns erst mit folgenden Bezeichnungen vertraut machen. 


Der Ausdruck C (&, ß,y,....) bezeichnet in der Folge die Summe 
der Combinationen ter Klasse ohne Wiederholungen aus den 


Elementen «, ß, y,.... wobei jede Combination als Product gilt. : 


So oft im Folgenden ein Ausdruck von der Form Öle, ß, ‚m 
w 


vorkommt, so soll darunter immer die Summe der Combinationen 


mter 1, Kigsse mit Wiederholungen aus den Elementen «, ß, Y;... 
jede Combination als Product aufgefasst, verstanden werden. 


ce 


+ 


Wr 
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Diess vorausgesetzt, ‘wollen wir zuhlichst 17 
n—m—1l n—m—2 
En = Cl; AR on. In—ı) Am+ig, + Cl, ER .... In-ı) Amn+ia, + .... 


+ Ub-m1; .. Ing) Amt ma + Ola-m... a1) Am Han mo 
” 


setzen; dann haben wir mit Rücksicht auf Gleichung 1): 


BR CU... u). (Ama Ama) 
ee 
+ Gnı 3 0... In—1) (APR an _m-ı — In-m—-2. AP An—_m—2) 
N IE N a 
oder { 
Bf...) Araot [Elsa h Ch sn le )] Ama; 
EC. a)]. sen +... 
Be una sl. en] Mag 
a at 


Die eingeklammerten Differenzen lassen sich aber nach dem be- 
kannten Satze der Lehre von den Combinationen: 


m m—l m 
a Ca Pr... m )—v Cla, Ps. u) = Ola; P, u) 


vereinigen. Wir erhalten daher 


67 
n—m n—m n—m—1 i 
Br Cly...n)Arayt Che. In) AraytCly... nn) Ama +... 
+ Elben, PER In—ı) Am An—m—1 + ETREN Deus In) Am UOn—ms 
oder, weil nach 3), wenn wir m—]1 für m setzen, 
% 'n—m n—m—1 
Em-ı per Cl, yo.00 In-ı) 9,8 do) -F C(l,; .... In—ı) Am at “0.0 
N o e 
% + 6 Am Un—m—1 + Cm...) A” An—my 
die Relation: y 


$ Em Sr I [2777 In=1) AM, - Bm 2 


Kb. 
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Setzeniwir in dieser Relation der: Reihe nach 1, 3 3, sm für 
m, so entstehen folgende Gleichungen: 


eu dt, n—1 \ A: 
R, u — Cl); .... In—ı) Aay + Ro; m 
n—2 ww 
R, —— C(ly; oo... In) A2ag+ Rı s 


n— 3 
R,=— C(lo; .... In—ı) A3ay+Rs; 


u 8.7 W. 
n—m-+1 Ber, I 
Im = Cl, Beesa In-ı) Am—1 un) + Rm-2 ’ 


m m —— Cl, u... In-ı) Am ay+ Rn; 


aus deren Addition die Gleichung 


. n—l n—2 n—m+1 
Rm=—[Clbos... 1) Aao4 Ole: nn) Pag. 4 Clone) ARag) 
un Cl, .... In) Arao])+ Ro 3 


entspringt. Setzen wir jetzt im Ausdruck 3) m=0) und beachten, 
dass die Summe der Combinationen ohne Wiederholungen, wenn 
die Classenzahl und Elementenzahl gleich sind, dem Producte ' 
der Elemente selbst gleich ist, so erhalten wir: 


Rh hen dla Apo + bahn ande te Ha. 
= hl... In-ı (a, — gap) + lalz .... In-1ı (a, — a) + .... r 
#n-1(@n-ı— In-2 An-2) + (an — In-ı 21) | 
BERNER 17 EN NONE ERS DOREEN AR. 


Wir haben also, wie hieraus leicht erhalten wird, 


4) Un lol... In—ıa9 = A la... In-1 Aa + Tpla.... In Aa, + Ber 
4 In Aan—g + Aan—ı D 


e 


und, wenn wir den Ausdinck für R, in den nächstvorhefgehen: 
den für R„ substituiren, » 
Em = _164, se in—1) ao+ "eu, In) Aag+-... + Ch Am ierelt [3 


odef mit Rücksicht auf den Ausdruck 3): 4 


DI u f 
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RP | 0 A a 

n n—1 E n—m \ 
Un Cl, 3 „ln )Ao -- Cl, 9 BERN Aay+ ... + Cllo; ... In—ı) ‚Am Ag u. Bin, 


—-m— ß n—m—2 
Br Cl... brot Cl... on) Ania, +... 
Dee 4 Chi PETE) In) Am+Lan—m—ı- 


Für m=n resultirt hieraus, da negative Indices nicht vorkommen 
können, 


n n—1 Ü 
6) Un = LATE in) dog + Öllö; o... In—ı) Altg +...+ Cd; .neo In) ARag- 


Diese Formel enthält die Lösung der Aufgabe: irgend.ein Glied 
der Hauptreihe durch die BE der ‚höheren abgeleiteten 
Reihen auszudrücken. 


Weil nach Gleichung, 4): 


Br 


Un = Cl; o.. In—ı) dog + Ile .... In—ı Adg + Iola os. In Aa -- .... 
... -- Ah AUn—g 1 nn 3 


so erhalten wir aus der Vergleichung dieses Ausdruckes nıit an 


„ „unter 6): 
» 


‘ « I, IM RR In—ı Aüag -} lola Tr In—ı Aa + “on + In—ı Aatn-23t+AUn-ı 
n—1 n—?2 0 
= C(lo; .... In-ı)AQo + C(lo gu n-1)1?a00+:: .. + C(l, P In) A"Qy 3 


und ebenso natürlich: 


lı [RE ni dog + b, A Ser Li a + ae +- FR Un—?2 + An-ı 
7) n—1 N. n—2 {i 
== Clly: .In—1)aot Clio; In) Aao+-..+ Ellys-..In—ı) A" ta,. 


Um ferner auch jedes Anfangsglied irgend einer höheren ab- 
geleiteten Reihe durch die Glieder der Hauptreihe auszudrücken, 
setzen wir zunächst 


8) Sm „Aar—m—1 UAm+1— Öllgs.-.Im AP —amrıt ey, Im) AM qm-ı 


1 x n—m—2 .. a—m—1l n 
ag ( Drm-2 C (gs... Im) Am a + Drr— Cl... )um4ı: 


Dieser Ausdruck formt sich, vermöge der unter 1) gedachten 
Formel folgendermassen um: 


re a « 
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N [an Hmm tan] Ollopanudm) [m m1gm 4 mr mg] 
rn Es... Um) [Arm am + m m] 
'&= Dem E Cl, de 


n—m—l 
+(— Iya-m—1 Ü (2, PR Im)|-fam + Im Am ]; 


oder 


Sm= Am am [Clips Im) Im Öllysan Im)] Arm am 
+ [Es Im) — Im Öllpsan. Im)] an m-2 an, 
n—m—1 n—m—2 
— nl Mm Clips. Im) — Im © (Ip. Im) ]Aam- 


n—m n—m—1 n—m 
+ (— Ir —m [Cllos....Im)— Im C(lgs....Im)] Am + (— Let C(lgs....Im)am. 


Die in Parenthesen eingeschlossenen Differenzen lassen sich aber 
nach dem bekannten Satze der Combinationslehre: % 
x. 


Ca, TE Ca, By Ca, B,.. u) 
vereinigen; dadurch wird | 
Sm MM m— Öl sen im) Am gm + Ö (los +... Im—ı) Ar-m—2 qm 
RE Elbs..m1) Aam + (— Der Old anı Im) m 


+ Dome (ne Im) Gm. 
Weil nach 8) für m—1 anstatt m 


Sm 1 = mm — Cllys.... Im) Ama 4 Öllgenn mr) a 
w y Bi) 


a 


u 
so erhalten wir aus den beiden letzten Ausdrücken “igende Die. 
lation: 


Sm = (Dam C (hs...) amt Smca. 
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Aus der Substitution von 1, 2, 3,....m für m gehen aus die- 
ser Relation folgende Gleichungen hervor: 


SS = DO, h)a + So, 

S=(-Ia- Clip Suhl 

RR 1-30 SER 
us. WW. 


Sm Se (— Dr-m43C (lg... Im)am + Si s 


& 
aus denen wir leicht durch Addition die Gleichung 


n—1 n—?2 n—3 
Im ea (— jr { C (lo; I) aı Fr Cllo; “no. l,) a4 C(ls; mr Az 
E w w w 
EN RN 0 1757 ER EN TRR NE SEN 


ableiten. Setzen wir jetzt, um So. A bestimmen, im Ausdrucke 
)m= 0, und erinnern uns zugleich, dass Ce) —am, so erhal- 
ten wir: 
S, = 1a 2a + My — en (— 1)r-27,7-2 4a, 
TH e Hr-1 71a, = (ly A” tag + ARag) —Ig(o A" ?ay + 4” lao) 
+ 102 (1° 3 ag + 47?) -— ..(— hr-2 19"=2 (I, A 09 + 4209) 
+ (rl, ag + A090) = AM a9 + (— Nr ag 


er drn! € (lo) @o- 
Hieraus folgt: 
9) Ar” Gy +} (— Ir Ij? a, = m1 a, — I, 47-2 a + 12.4073 q 


35 — ..(—De-1l-ig, 
und, n wir den Ausdruck für S, in den nächstyorhergehenden 


für Sm substituiren, 


n n—l n-m 
A To Ol) Clio; Hat... Hr Co y. Im)am}; 


® 
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also ist, mit Rücksicht auf Formel 9): A 
Dr, = Ch) Ch, h)aı Pi 


+ (—1 si Ollosıc Ir al ii (— I)” Sm; 
10) 
= „Arm—1 Am+1 eur C (lo; urneo I) „AN—m—2 Um+1 


3 n—m—i 
+ Cllos +. + Im) ATPI amt — .... (— RR C (Ip; ... Im) Amt. 


Für m=n geht diese Formel über in: 


n n—1 n—2 
il) 0 Ir Ara, = eo) dg— Clio; dat MAC +19) Qg 
a C "(Üos In) Gns 


eine Formel, welche jedes Anfangsglied einer höheren abgeleite- 
ten Reihe durch die Glieder der Hauptreihe ausdrückt. 


Um nun auch vein paar Anwendungen von der Tre 


höheren abgeleiteten Reihen zu haben, gehen wir zunächst 
folgender Hauptreihe aus: 


o=-1l, 41 =(e+b):: %@=(2 +) +4), usw. 
Nach Anleitung der Formel l) entwickeln wir hieraus folgende Reihen: 
“ erste abgeleitete Reihe: _ | 

A,=2, Ayn=xr(c+h), AB—=x(c+l) (+1), u. Ss. w. 
zweite abgeleitete Reihe: 

A102, Aa —=2?(c+bh), 12209, =2r(cH$h) Er u.s.w. 
dritte abgeleitete Reihe: 

Pay 23, Aa =aHcH) Ag —eNcH)z+), u. 8. » 


Als abgeleitete Reihe: | 
=. 
. Pay =ar(c Hl); Paz ar (2 + )@ + DW us ww | 


Indem wir diese Ausdrücke in den vorher entwickelten allge- 
' meinen Formeln einführen, erhalten wir aus. "Formel 5 


“ 
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; (c+l,)(c+/,) u. (2 In—ı) En lolı une In-1 — I, l, u In Stab. In zero) 
+, 2(cH+h) +4) +... +2 (24h) (24h)... (a4), 


oder, wenn wir mit 7, da, dividiren: 
> MCHGEH-EHl-ilcn) 
++); tt) +) 


Die Formel 6) geht über in die bekannte Entwickelung: 


n n—1 
13) (+ 1) (x + I) es (x + In>ı) = Cl; 9 ba} In-ı) + C(lo; 2de An—ı)x 
n—2 0 
+ C (dos .. In) x? + RE + Ci, y.0 n1)rr 


Ferner erhalten wir aus 9): 


ar Hrn =ar (cl) — Ina (+10) + o°2"° (+1) 


(DPA (a4 ho), 


= 
= 
7 


oder 


ae 1 as Vie N 


14) a 


ar! — par? + 12 ar 3 — „(—Dr-Ur-1, 
# 
‘und endlich aus Formel 11): 
n n—1 n—2 e 
-Yar= Cl) — c (ld) (+) + C (lo,l,%) (<+1,)(2+4) 
15) 


er SR A Ö (los...) (+) +)... (ct h)). 


‚ Formel ist vorzugsweise geeignet, einen independenten 


Rn. ; für Ch; >... 5) zu liefen. Für z=—b, —L, —L, 
“* BR U 
— lg 5 au ergeben sich nämlich folgende Gleichungen: 


ö Theil XXI. 19 


PN 
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= 6a), 
n y n—1 
= Cl) + C (lo; A) (a — Io)» 
w w 
n n—l n—2 ; 
= Cl) + Cl; u) a) + Cl; Li) (la —h); 
w w 


Ian = El) # Co, 4) (la) 4 Cl: 4, 1) a—h) (b—h) 
+ ll) I) EA) bb) 
Ur BEE IWE 

Inn ©) +Cl; 4) (Im I) + C lishsb) In—I Nina) #. 


ee) Re. 


Aus der ersten Gleichung erhalten wir: 
n 

Cl)=h"; 
w 


Die zweite giebt mit Zuziehung dieses. Resultates: 
Ip" un 
BAR H)=.arZ Tal + FA 
ebenso die dritte mit Berücksichtigung der beiden vorhergehenden 
Resultate: 
Ip" I | pn 
Kö hl) =T NT SB IT onen FEB 
GAIZT- Dana 


und die vierte unter Beachtung der drei letzten Ausdrücke: 


n—3 l og I, n 
a) bb), TUI) 


l n bg" Yo 
Re (b-1) (a) TE) a 


Das Gesetz, nach welchem diese Ausdrücke fortschreiten, " 
lässt sich jetzt mit Bestimmtheit erkennen. Wir entnehmen dar- 
aus leicht folgenden allgemeinen Ausdruck: 


P ® 
> « 2 
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n—m Lr» 
Tl ” 
Bea RR 
RR ER oh 
Baultaa Slae Aaua 
FE-DE-I)&- 1)... Gin) 
DO ee 4 
TR-NaIh-).. Im) 
Haft N 
Em DEE (Im 1—In2) (Im-1— Im) 
Im?” 


+ (Im—Io) (Im—l,) on. Im—Im-2) Im—Im-ı) 


Um zu beweisen, dass dieser Ausdruck, der sich für m—0, 
1, 2, 3 als richtig gezeigt hat, auch in der Folge richtig bleibt, 
ist nur zu zeigen, dass, wenn angenommen wird, er sei für m 
richtig, er auch für m +1 gilt. Die Durchführung dieses Schlusses 
wird mir der Leser gern und um so mehr erlassen, da durchaus keine 
Schwierigkeiten damit verbunden sind. Vertauschen wir noch n mit m 
und setzen dann mn + r, so geht obiger Ausdruck in folgenden über: 


T R n+r 
en DR. 
Ey pe I, nr 
4 I) (A) —h).... (Ab) 
wi en 
dl ag ee 4 TER Ber 
KR Zul 
A Tal; 
+ Kin — lo) (In A I) u... (In n— In—2) (In m 1.3) 


Einen ähnlichen Ausdruck für Ci, I} s.... u) zu finden, ist 
mir bis’ jetzt nicht gelungen. Vielleicht finden bessere Kräfte in 
dieser Bemerkung Veranlassung, sich diesem Gegenstande zuzu- 
wenden. 


m $. 4. 


Eine zweite bemerkenswerthe Anwendung von der Theorie 
der alffippieten Reihen gestattet die Betrachtung der en 


| SE sin (r +90) ä sin +94 A 
w # A aan Da. "ie 7 TrSih GSsing,;, 2" 
MW=CosT, a ‚cos A RR. + Yo +Pı) 5 
ri 2 1. — sin Po ’ Bu sin Yo sin 91 “rer... 
19 * 
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‚Sg | “ 
aus welchen wir für | eh 
b=eotgp, AhA=eotgy, b=cotgyp,, u.s. w., 


folgende entsprechende abgeleitete Reihen entwickeln: 


erste abgeleitete Reihe: 


BR; RE 
sin(r+3 +90) sin(r +3 +904+9ı) 
day—sın(r+ 5) D ee ,‚ Ag =  sinposng .... 
17 
eos(r+5 +9) .  ecose+.4+Yo+Y:) 
Aayg—cos(r+ 5); Ad, einge...’ AG ip — 


zweite abgeleitete Reihe: 


sin +40) 
Aa,=Sin(r +2 5)» Arte _—— : 
| sin (+25 4 Bo 


Alt == 
sin 1073 sin 9 


cos(r +25 4 20) , 


2 2 RE 1 En 
4a, = cos(r +25 ei Aa — run 


cos(r + 35 # Eee 


Sag = — 
ii sin go Sing 


MASSE. 


\ 


nte abgeleitete Reihe: 


erh n5 ) + 90) 
Ar0,=sin(r+ n5), Ara, = in 
r 76 
sin(+r5 490491) 
PRPERBRER iöeii / 


a n 5 
a sin g9 Sing, 


a 
Aa, —=c0o8(r + n9); Ara s 


SIN @9 
cos(r+nz te 


lt Fre sin 99 Sin 9, 


3 ”... 


i “ 
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* 


Nach Formel 4) erhalten wir demnach, wenn wir r—; für r * 


setzen und auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens durch 
cotgpy cotp, .... cotpn-ı dividiren: 


 cosr— Ysinr+iggı- rt 
R +tg 9, ren) gg. nr ’ 
An U nr JE Er Er ar a nn 


Die Gleichung 6) geht in folgende über: 


sin (r +99 +91 +... + 92-1) 


n 
SINPHSINPL...SNDpnı C (eot 99, Col Pi... CotPn-ı)Sinr 


* 


au—1 er 
+ € (cot 99; +... COt Pa) sin (+5 


n—2 
+C (ot pp»... cotpn-j)sin(r-+25) 
+ 


+ C (6099; ....c0t Pn-1) sin (rn I). 


SE 125 "779 WEN 


18) 
cos (r +9 +91 + ---- + 92-1) 


n 
sin 99 SIN 2 -... SIN Pr—ı =C (eot Boraz- cot Pn-,) cosr 


n—1l 
-+ © (cot 99 .... COt 9n—ı) COS („+5 


n—2 
+C (60t99,....C0t n-1) c0s(r-+25) 


IR + 


# + C (cotypg; «..»Cotpn-ı) cos(r+n5). 
Ferner ergiebt sich aus Gleichung 9) bei umgekehrter Anord- 


nung der Reihe und Vertauschung von r— go, mit r nach leichter 
Rechnung: 


m 
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| I Hrritgpormisin(e — po +n 5) + sin (r —%)] sin Yo 
m 7% 
—=sinr — tgg,sin(r + 5) + tg 90” sin (+25) 
| ee Yr=ttgportsin(e + n—15), 
19) | 
I Drottg po'Ticos(r— go +n 5) + cos (r — 90)] sin 90 
7 7 
—=ecosr—tggpy cos(r + 5) +tgpy2cos(r + 25) 
Er (— Hr-ltg pyn-lcos(r tn—1 5); 
endlich erhalten wir nach Gleichung 11): 


sin(r+9,) 
SIngYo 


n n—l 
— Drsin(r+n id: Clcotp,)sinr— C (cotpy,cotp,) 
( re r 4 


a2 sin(+9-+ 91) 
4 c (cot Dos ++: cotY,) j* - sin 99 SINQ 
sin(r+90+....+ P9n-ı) 


o 
—— _— n() 
„.(—]) a ea 


20) Be 
n n—l 
(Dreos(r +n 3) Cleoty,)cosr— C (cotyy,cotyp}) aa) 
% w Yo 


n—2 


+ € (cot 995 +... C0tp,). cos (r +90 + 91) 


sin gu Sin Q, 


+....(— Dr AR neh lind. 


Andere Anwendungen von der Theorie der abgeleiteten Reihen 
behalte ich einer späteren Abhandlung vor, da die Betrachtung 
der Differenzenreihen das Hauptthema dieser Arbeit sein sollte. 


$t5, # 


Ehe wir die Formeln der vorhergehenden Be A auf 
die Differenzenreihen anwenden, müssen wir folgende erkun- 
gen voraussenden. 


Das Zeichen u sei definirt durch die Gleichungen 


aa 1.2.3..n e 
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und 
unse. 


Um aber dem Falle einer möglichen Verwechselung gleich vom 
Anfange herein vorzubeugen, bemerken wir hier, dass diese spe- 
cielle Bedeutung des Index » von der allgemeinern des Index von 
a wohl zu unterscheiden ist, indem die in gegenwärtiger Abhand- 
lung vorkommenden Symbole a9, a, Ay, .... @n SAN allgemeine 
Grössen bezeichnen. 

Für Leh=hk=... ml ist, wie schon früher erwähnt, 


_ das Zeichen A mit 4 zu vertauschen, und nach bekannten Com- 


binationssätzen: 
C(ly > o... In-ı) —Nm; 
C(lo > .... In—ı) Bat + 211 m 
w 


zu setzen. 
Mit Rücksicht auf diese Bemerkungen gehen die Formeln 4), 


5), 6). 7), 9) und 10) unter Anwendung der leicht zu verificiren- 


* 


den Relation 2m = Nn—m in die nachstehenden über: 
2) An — a9 ag + Jay + 4a, +... + fan-ı » 


- mZENgAg+ Rı Sag + NgL2ay 4. 4 Nm A" ag + En; 


2) I Rnr—(ln—DmArtlay + (Rn 2m Amtla; + (m —3mA"taz 
| ter Mm It! An—m—1; 


23) Aan—NngAg +rıLag + rg Sag +. + Rn Arag; 
4) ot H+. tm-ı=nmatNgdag +. + NnAr tag; 
35) (Dr, +W=a, — fa + Aray — ...(— Drigrmla; , 


(— 1jr ray =nga — N FNglg— (— 1)" nm am + Sms 
2%) (— Jr+1 Ian = (n—1 )m Am+1 (n—2)m Jam + (n—3)m Alan 
—..(— Dr1mm IM lamtı, 


'm (- Jr ray en, —Nı a FR2A2 (— D)rrnan. 


Ferner erhalten wir aus den Gleichungen 25) und 27) auf ein- 
fache Weise: | r 


aı — Ja, +4?a, —...(- Iyr 1An Ag, —n; a—NzA7+.. (Dr Innan. 


Kr 
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Ebenso ist natürlich auch: ni 
28) Aa (III apeny apa 4... (Dr nnan-. 


Von diesen Formeln können wir uns noch zu anderen, zum 
Theil allgemeineren erheben, die jedenfalls noch nicht bekannt sein 
dürften. 


Eine solche Formel erhalten wir, wenn wir den Ausdruck 
21 
4 
dergestalt transformiren, dass wir auf jedes Glied die Formel 23) 


bei einfacher Vertauschung der Indices anwenden. . Dadurch wan- 
delt sich derselbe in diesen um: 


4 6 
An ng. Jan—g Mei Na» m Aran-a—n, Be Pan-s+-. 


Notdg + N, Jay +n24?a, -F N, Sa, + ee 


2 
nt Fa, + (n— 2), Sa, + Rr— 2, Pay... } 
+ N4.—ı A?a, 3 (r—4), Pag... \ 


N; Ex $ } Pay+....} 
welcher im Allgemeinen von folgender Form ist: 
+ GI +0, Sa, + Ca, + ..., 
wenn wir nämlich zur Abkürzung 


2 
on ee N 
1 1 2 
Be 


N 4, 
G=n—n(n—2),.+n,n — Mo; 
Pı 107 . 
2 4 | 
C, — N, —Nn9. (n — 2)a . ne 214. (n—4), . E — ng: (n—6))- - | 
u. Ss ww, | 
überhaupt allgemein % 
Can Nm—n (n — 2) 2 +n,(n—4) da % 
en es -— A)m—1l. 7 7 ru —2. 07 
Sn Suanach RUF N ip BL. 
—... -Dmnem (nm), . 2m 
or . Hm 
setzen. Die vorstehende (m+ l)gliederige Reihe ist summirbar. Um 


diese Summation auszuführen, gehen wir von der Hauptreihe . * 


a 
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10 (n — m)ı (n -—m)z 
a„a=l, , = ———— Pa Si AR 
a ai 1 ii What I 


‚aus, deren Differenzenreihen folgende sind: 


“ 


erste Differenzenreibe: 


(u„tm—n), (ut m—n), a — m), 
Ig=— ———, De a rer aa; 
2 Yı et Kı  (u— 1° 


| zweite Differenzenreihe: 
rm ng Aa, NE BinhAe: Mm“ 
u2 5us "Rd ' 


u Ss. WW. 


mte Differenzenreihe: 
( (utm—r)m (a — m), 
Km "(u—m),’" 


Wenden wir also die Formel 27) für n=m auf diese Differenzen- 
reihen an, so erhalten wir: 


DEE Se ea km, Fe em, Ama, — (— m I 


N, ee en el 
im Hı 


oder, wenn wir mit 7m no, 


(u+m—n)m 
Nm» ——— 
Mm 


4a 


2 
—NgNm—Ng- (N — 2)m—ı ee + n4: (rn — 4)m—2.— 
1 


— (Denon (a — 2m), 8 


neo 


daher 


Gen. (u Hm—n)m ? 
Hm 


und endlich, wenn wir wieder auf den Anfang unserer Entwicke 
lung zurückgehen und das letzte Resultat beachten: 


u 2 2 pa ER I0ag = 


1° Yzzık Da, +nz ka mi 
9) Pı 
2, 4, 2 65 3 
An — N. Aan-2 -+n,.— 4 An-— 4 Ne: —A An—g + s... 
%ı U u3 . 


Diese Formel ist wegen ihrer Allgemeinheit sehr bemerkens- 
@werth. Wie aus ihrer Entwickelung hervorgeht, bezeichnet « 
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irgend welche Grösse. Die Formel 23) erscheint sofort als „eine 
Spezialisirung der ‘vorhergehenden, wenn wir die Zahl u über jede 
angebbare, noch so grosse Zahl'wachsen lassen. Für u=n geht 
aus 29) hervor: En en 


30) U) + Aay -J4- A?ay + er... + fra, 
—amn— (rn —1), San-2 +(n — 2), Sana + -.- 


Eine andere Spezialität der Gleichung 29) erhalten wir, wenn 


u=n—1 gesetzt wird. ‚In diesem Falle annulliren sich die Glie- 


der der rechten Seite mit Ausnahme des ersten und letzten; weil, 
vorausgesetzt, dass r und » positive ganze Zahlen sind, rn = 0 
für n>r. Wir haben sonach 


2 4 i 
3]) ao + Ana, = Au—Ng- Kay Aan-2 + N4» a1, an— 


eine Formel, welche sich leicht in anderer Form darstellen lässt, 
sobald wir auf die Unterscheidung von geraden und ungeraden r 
eingehen. Wir haben nämlich nach Formel N 


2, 4a 
ao+ Ana, —Agn— (20); - On— 03 Jan + (2n)4- On Ds; 4? d2n—4 


ee fra 


Das allgemeine (r +1)ste Glied dieser Reihe ist: 


(NrOnar.7 Fu ran Arasn—2r 


oder 

Dr 2n(2n—])....2n a4). Zelr—d..(e4Hl A: 
(DAT 2. 1: On Don 
oder 

% In. In—r—1)(2r— ah a): (+2) +) 5 
Dr mt Tee Peg NpLTOF) Tr use Tue 


daher erhalten wir, wenn wir das vordere n mit dem K 
zu n? verbinden und die vom mittleren rn, gleichweit abstehenden 
Factoren mit Hülfe der Formel («+,) (= —- y) =2’—y? vereinigen, 


} (Ur @R)er 5 ar A2n—2r 


FIRE n? n2— 12 Bi Ai ulsan End 1 > 
ae EEE N Re F aan, 
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also nach dem Obigen Ä 
S h j 
n? (n?— 12)... (n—n— 12) 


1.2.3... I a) 


& 
dog + IM ao a 


n? (n? — 12) .... (n?—n— 22) 


Ten 2,3. Qua > 


—2. 


2 
+... (Z1je-1.9. 5 Ana, +(— Dr. 2n a9, 


\ 


oder, wendkir diese Reihe in umgekehrter Ordnung aufschrei- 


ben und durchgängig mit 2 multipliciren : 


2 
Dt ng 


n? 


1.2 


2a 2.12 
Br Tarr Eee 


ED BE) 9 (nF 4-12) 


we) Das, 00., 0m 


Setzen wir ferner in Formel 31) 2r-+1 an die Stelle von n, so 
haben wir: 


2 4 
at Ir Hra, = ann — (2n+ Daran, ad2n—ı + (2n+] ) On), ans 


2n)n 
1 (ar Fr 1)on: an Ana. 


Das allgemeine (r +1)ste Glied dieser Reihe ist: 


’ (2r)r 
(— 1 (2r + Der on)r AT a2n—2r 41, 


oder 


Anl... m—a4) @r—D...(r+D, 


B- | ke "nn 1)... (Qn—r+1) AT a2n-Ar4ı, 


oder, wie man durch einfache Rechnung findet: 
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2n & ] @r —-r—1) (An —r —2)....(n+Dn?(n—]) ..(r +2) (r + 


a 1.259 .42...23@r—W-+D : re Fa. 


.(2n—r). 


7 


Zereinigen wir endlich noch je zwei vom mittleren n2 gleichweit abstehende Factoren mittels der Formel 
>” —?=(e+y)(2—y), 80 erhalten wir: 


(—Dr.@n+ Da,» Er Ar, d2n-2r}1 =(—)hr. 


nn n?(n?— 12) ..... (n?— na —r — 1? 
N en amt: 


also ergiebt sich aus der Formel, welche auf die durch 32) bezeichnete folgt: 


2n +1 n? (n?— 12)... (n?—n — 12) u n? (n?— 12) .... (n?—n — 22) 
2n _— N Bar: 
DER EEE 199, DT n-1). ——33.. mn Zan-ı 
E 
+... Dr-1. Er (a4 Dat Dr. mE nme, 


und, wenn wir diese Reihe in umgekehrter Ordnung schreiben, sowie beiderseits des Gleichheitszeichens mit 


(— hr. url multiplieiren, 


IH a & 2 (m? _12 
he Ta) %) —nd%a, = a 3.3. et M-24,— 
30) | 5 
n? (n? — 12) .... (n?— n — 12 
u. (— I)" .2n. en: = Ion: 


{ : In+1l' 
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Betrachten wir jetzt die Formeln 21) bis 28) einigermassen 
mit Aufmerksamkeit, so werden wir bemerken, dass sich immer 
je zwei dieser Formeln entsprechen, nämlich 21) und 25), 22) und 
26), 23) und 27), 24) und 28). Es ist daher zu vermuthen, dass es auch 
ähnliche, den Formeln 29) bis 35) entsprechende Formeln geben wird. 
Diese Formeln zu finden, dahin möge jetztunser Streben gerichtetsein. 


Wir gehen zunächst von dem Ausdrucke 
2 %, 63 
(— I)r{ Ana, +n,.— M2a, +n,.— Mag tr ng. — I dag+..t 
Hı M2 3 


aus und unterwerfen ihn auf ähnliche Weise, wie bei der Herlei- 
tung der Formel 29), einer derartigen "Transformation, dass wir 
auf jedes Glied desselben die Formel 27) anwenden. Dadurch geht 
unser Ausdruck in den folgenden über: 


N Ag — Na HNgag—N3Az +... rrreereerenen } 
9 
ha. 4 — (nn 2), a + (Rn dA; — ....} 
4 
2 ’ | 
65 | n 
+n; . Ua ı (Az .... \ 


daher haben wir 
wi En 6, 
(— Ir Magna .—— An=2a,-+n, A —- An— a+ng Ben: An-6az + “... h 
Yı U2 U3 
— dg— K,a, -+F K,a,— Kzaz + on. 


wenn nämlich der Kürze wegen 


2 
K, — —) . = B) 
1 =NyN — ng (n—2)o u 
2 
K,=noNng —n,(n—2), - A N. 2, 
u 140} 
) 4 6 
= er —) — 7% —4 gu N, .(n—6 ae 
K, =nonz3 —ng(n—2)a Fr +n;,.(n — 4)ı In % ( )o Pr 
u.Uge w,, 
‚überhaupt allgemein L 


2 4 
Kn = NoNm Ne (n — D)m-ı R = + n,(n—4)m-2: ie 


— nl Ir 2m : (n— 2m)o: 
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gesetzt wird.. Die Summe dieser Reihe haben wir. aber: bereits 
bei Gelegenheit der Entwickelung: der Formel 29) gefunden. Es 
- ist. nämlich: 
Km = 122 — 1 AR Re 4 
km 
folglich erhalten wir, wenn wir auf das Nächstvorhergehende zu- 
rückblicken, die bemerkenswerthe, für jedes u geltende Formel: 


1401 


w Bar ıN 
a ara 4... (Irma. en An 


34) 
2 4 
} = (— 1jr} Aragtnz. I Ara; aA az 


Für u=n folgt aus ihr: 


% 


9) n- Hut BR —...(-1ran F 
= (Ir tra, + —D, 22a, + (n — Ya, +... ? 


Wird in Formel 34) u=n-—1 gesetzt, so verschwinden die 
Glieder der rechten Seite, ausgenommen das erste und letzte, 
weil unter der Voraussetzung, dass r und n positive ganze Zah- 
len bezeichnen, r.=0 für n>r, und es bleiht stehen, wenn wir 
noch mit (— 1)“ multiplieiren: 

2, 


4 “ 
3) (Dr +m = fray+nz. m Du et tn. art. 


Diese Formel hat dieselben Coefficienten, wie die durch 31) be- 
zeichnete. Nun ergaben sich aber aus letzterer die Formeln 32) 
und 33), indem wir gerade und ungerade n unterschieden, die 
Coefficienten in anderer Fornı darstellten und endlich noch eine 
Umkehrung der Reihe vornahmen. Auf ganz dieselbe Weise er- 
halten wir aus 36) die folgenden Formeln: 


’ ao + 02n n*(n?—1? 
37) wu Thy 5 Un— BR ade ia 1, 3. 3. — Aa An—2 
2 („22212 4.27 
4. - ” a a an 
und * 
ee 2 
ee —nran+!n+])- 15 an 
__.12 
38) a una). 
| nn? 12)... (nn: ) 


Kr TI as Artlg,. 
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Ein paar andere, der Theorie der höheren Differenzenreiben 
angehörende Formeln erhalten wir durch folgendes Verfahren. 


Ausgehend von der Reihe 
| Aı=%F4 fa, A, —,in + Aa, A, eh TAT Fa; 


als einer Hauptreihe, entwickeln wir nachstehende Differenzen- 
reihen: 


erste Diflerenzenreihe: 
RE +II2a,, JA, =Jfa, + 12a, AA, — 10, + IrPa,,.... 
zweite Differenzenreihe: 
PA La Au, A= La 44-0, PA Lan 


u. Ss, w; 


nte Differenzenreihe: 
Ar A, = May + Say; IRA, — 2 +4ArAlg, R 
An A, = Ma, + 272g, Je. 


Weil nun nach Gleichung 22) 
Ar kpdot ik SAot kl Ac+.- «+ Änd" dog 
I NAHE DNA HAI IH ASH. Ann" Anm, 


so erhalten wir durch einfache Substitution der vorhergehenden 
Ausdrücke in diese Gleichung: 


ar + Ir-kay— kylag # Aray) + Iy(Say + 4-Lao) 4 ky(Sap + 4r-2ao) 
Lu. 4 Zn (rag + Array) + (Da (Artlag + Arn-Ig,) 
4 (KEY n(IrHay HA) 31 Hazt- An 3g,) 
+... tm (Han) + Arkar-n-). 


Für k=r=2n entsteht hieraus: 


aan + a2 = (2n)o (ao + I?" a,) + Qr)ı (da, + APR Ia,) 
+ Zn), (IS2a, + SR? a) +... + (Zn)n (rag + Sra,) 
+ An Da(IrHlap + An-1a0) + (20 — 2)n (Arte, + 4n-2a,) 
+(2n—3)n (Ara, + 1°3a5) + 4A tan + an-ı). 


Diese Gleichung ist noch einer ziemlichen Daenlarhung fähig. 
"Nach Formel 23) ist nämlich: j 


4 
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2 — a, + (2), Lay + On)a4? a 

+... + Er)anı Ira, + On)an Ara; ) 
also erhalten wir, wenn wir in dieser Gleichung das erste Glied 
mit dem letzten, das zweite mit dem vorletzten, u. s. w. verbinden 
und dabei die Relation rm =rr_m zu Hülfe nehmen, 

a2 = (at f?"ay) + (2n)ı (Lay+ 4?" —Ia,) + (20) (Iay+ Ar ?a,) 
+... + n)n_ (Ara tArHa,) + On)nSRao, | 
und, wenn wir endlich He Gleichung von der drittletzten sub- 
trahiren, Er 
a2n = (2n)n fra, + (?2n — 1)n (IrHa, + fra) 
39)  +@n— 2), (Artla, + Ar2a,) + (2n—3)n (Artlaz + AR°a,) 
+ Bus -F N (dr An—1 + An—ı)- 


Noch eine Formel erhalten wir durch die Betrachtung der 
Hauptreihe 


Bi Rome Ag + (— ljr Ur, A, = a + (— hr Qr—I; A= dg + (— Dra,_2, u... 
aus welcher folgende Reihen entspringen: 
erste Differenzenreihe: 
44 = 49, +—-NYIa-), 44 =4a + Hr Aarın, 
AA, — Ja, + (— l)r-1 Atr_z ye0.5, 
zweite Differenzenreihe: 
AA, = Aa + I ?A2ar_2, 42A, = 12a, HUT ?A?ar—;, 
PA=Ia+—I) 2420,25... 
ur Ist; 
nte Differenzenreihe: | | 
AA= rag + (— l)r—-n An Ur—n> AnA, — Ann, + (— Ir An Ar-n—15 
NMA= = Ara; + (— Ir-nAn Ür—n—2 3 +: 
Weil nun nach Formel 26) 
(— DE 1% A, = ki, Avn— kı Ar + ka Ag — .... (— DR kin An 
+ rt! (2 —1)aAnrı — (k—2)nIAnrı+ (k—3)nA1? Anzı 
ar: OR ER (— Ik —An, Ak-n—1 Anı ); 


so sind wir berechtigt, 


2 
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DE Akap + (- Dr 4a —hylap + (-Dra)—kı (a +—Drar-ı) 
i + (a3 + (— Dr a2) —.... — DR kn (aa +(— Dr ar_n) 
+ rt — Dalanpı + (- D’ar-n--ı) 
(ED (danyı +(— Dr—14ar_n) 
+ (k—3)n (SPanzı + (— I? 42ar—n-;) 
‚ In ig (Inga (—Dr—ktaH Ae-n-1a,_,)\ 


zu setzen, eine Gleichung, welche für k=r=2n in 


Array + Ira, (2R)o(ao+ aan) — (2R)ı (a1 4+a2n-1)+(2n)2 (a2-+ d2n—2) 


— (Dr @n)n(antan) H—DPH 2n—l)n(arpıtancı) 
gr (2r—2)n(Santı— fan-2)-+(2Rn—8)n (Arantıt+ San) 
— (1) Ana (MI anyı + (— Drrtgaemta,)) 


übergeht. . 
Da nach Formel 27) 


Ama, =ay— (?n)ıcı en. (an Kon) On)ena2n, 


so haben wir, indem wir in vorstehender Reihe das erste Glied 
mit dem letzten, das zweite mit dem vorletzten, u. s. w. vereinigen 
und die Relation rm = rr—m in Anwendung bringen, 


An a, — (2n)y (ao + a2n) — (2r)ı (aı + a2n-ı) + (20)z (ag + a2n—2) 
— ...(— IR (2n)n an; 


und endlich, wenn wir diese Gleichung von der drittletzten sub- 
trahiren: 


(Dr Aa (2n)nan—(2n—Un(antı+ an-ı) 
40) +(2n—2)n(Sanı—Aan-2)—(2n—3)n(Sanpıt+S?an-3) 
N +... Denn (St anpı + Dre n1a,). 


> Wollen wir nun Anwendungen von. der Theorie der Differen- 
zenreihen nıachen, so haben wir Hauptreihen von der Beschaffen- 
heit zu wählen, dass die Glieder der successiven Differenzenreihen 
das Gepräge eines einfachen Ausdruckes an sich tragen, und dann 
die Formeln dieses Paragraphen auf diese Reihen anzuwenden. 
Da zwanzig solcher allgemeiner Formeln vorhanden sind, so er- 

„halten wir mittels einer einzigen Methode, nämlich der Methode 
der Differenzenbildung, auch eben so viele speziellere. 


Theil XXL. | 20 
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g. 6, | 
x 


Indem wir voraussetzen wollen, dass «, ß, y, p und » von r 
unabhängige Grössen bedeuten und die Function Fb) von r an die 
Bedingungsgleichung 


Gef) BRAD 
gebunden ist, nehmen wir folgende Hauptreihe an: 
W—arflr), a =orlyf(r 4%), a —on-2y%f(r +), u. 8. w. 


Die suecessiven Differenzenreihen dieser Hauptreihe, die natürlich 
mit steter Berücksichtigung der Bedingungsgleichung unter & er- 
halten werden, sind: 


erste Differenzenreihe: 


Aa,= er pfle +9), day =er2ßyfle 4 p+V), 
Aa, = ar 3ßy2f(r +9 +2), u. s.w. 


zweite Differenzenreihe: 
Perf 429), La =on pr 4Y), 
Ara, — ar 2ß2y2f(r +29 +2), u. s. w. 


mte Differenzenreihe: 


An—er mp” flr+myp), Ara = ar m1ßmyfr mp4), 
Am ug = er m 2m fr + mp + 2y), u. S.-w.; 


überhaupt ist: 
Ama; = arms gmys fr + mp4 sy). 
Durch Anwendung der Formel 21) erhalten wir hieraus fol 
gende Gleichung: 
vet ny)—erf(r) = er—Ißflr+p) + an=2Byflr + p-+%) 


+... + Pr" tfr+p+n—1v), \ 


oder, wenn wir r—o für r setzen und beiderseits durch ß_divi- 
diren: 


=erfr) Hor2yflr + A 
+. Pe. +n—1y); 
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ferner erhalten wir vermittels der Formeln 23), 30); 31), 32), 33) 
und 39) nach dem Obigen leicht folgende Ergebnisse: 
42) fe + my) =erflr) HR erißflr 4 p)nzer—2ß2fle +29) 
+... 4 22 Pr f(r +no) 
fr) Her Pfr +9) +... + Brfor4n) | 
43)  =rfetnY) - a — N (er fr+p tn — 2) 
+(n — 2%), (ep)?yr fr +29 +n—Ay)—.., 


u. EL) BASE nee ran) 


A we 
+n2- RER) — RR 


le a ig) 


vi Ir. = (ap)r fr +09) 


2 ep-2 Pfr +n— Ip+%) 
u Er En 


(Br yAflr+n —2p 4+4rp) 


Test (n2—22)....(n?—(n—1 
Dr. Ar 2.3.4... in ED pn fr}, 


On rl 7: (eByf@ +rp-+Y) 


EN Bf + m Ip +3) 


2 n2(n?—- 1?) 


a Ne RI +59) 


In n2(n2—12)....(n—n—1 Be 
ea) 


ynf(r + 2m) = (2n)n (aP)* fr + np) 
+ &n — Dr (eß)r [2 fr +n +19) + e®fr+n—19)] 
+ (2n— 2) (aß)" 27 [B/r ++ Ip + 9) Hefe +n—2p-%)] 
+. tar Br for tn FIp+n—ly)tortt fer +n—ly)]. 


Eu) 


E Terme) _ 


Nach diesen allgemeineren Betrachtungen sehen wir uns jetzt 
ch solchen Functionen um, welche wirklich die unter G namhaft 
gemachte Bedingung erfüllen. Die einfachste Function dieser Art 


20* 


A 
er ‚ 
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ist {r)=r. Dass diese Function in der That der’ Bedingung 6 
genügt, übersehen wir sofort aus derleicht zu verificirenden Gleichung 


er +P[r + («+ Mel=(@ + B)r+Bo). W 


Um nun das, was sich für die allgemeinere Function fr) in 
dem Vorhergehenden ergeben hat, auf die speziellere f(r)—=r 
anwenden zu können, müssen wir also y=a+ß, p=(a+ß)o und 
»=ßo setzen. Wir erhalten dann vermöge der Formeln 41), 42), 
44), 45), 46), 47) durch einfache Substitution: 


(e+ "Ir Enfo—(e+Pß)e]— er [r—(« + B)e] 
p 


84 
Zarir Lan 2(a4ß)(e+Be) + an-3(a+B)®(r + 2B0)ı 


+... + (@ + B)r(r+n—1ße), 


49) (a + BI" (r + nPo)=err +7, ar 1ß[r + (&-+P)e] 
+2, 0%262[r + 2(&-+B)e] + .... + nn Br [r+n(«+Pß)e], 


er + Pre tnle+Del>=(e + B)r (r-+npe) 
2 
50) Re la Br? [+ te + R—YRe] 


+ DEAD HEHE + DBe]—. 


Dr 


g?n 2n[» 29 fe) 
‚Sert Re Bene HR on 


2 
ei 5 (eP)—(@+ BJ? [r + (n—1)(e+ß)o +2Be] 


n?(n?—1?) 


+ 75534 (Br? (&+B)Ir+n—2) (c+B)o+4Be] 


5) 


n? (n?— 12)... (n?—n— 


12 
DE at Bf t2nße], 


ara EB Dr On+D(e+Be] 
= Teß)r(@+B){r-+n(@ + Bo +Be] n 
1 n2 
59." a1 + Mr +1) (a + Me+3ße] 


n+2 n?(n2—12) | Ir +m—2) (e+P)o+5ße] 


Ir wre U 


2n n?(n2—12)..(a®—n_12) 


Sr 19 He 


lH T)R 


Re 
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(a+P)?r(r + 2nPße)= (2n)n (eß)"[r +n(&+ß)o] 
u [P?lr+R + )(e-+P) e]+a2[r-Ha—V(c+ß)e]] 
+2r—2)n (aP)r (a +B) [B9[r + nm +1) (e+B)o + Bo] 
+e?[r+(n—2) («+P)e+ße]] 
+. tn(e + Pr BrHr + (n 4+D)(a+B)o+n—1)ße] 
\ Horte + n—Dße]]. 


und mittels der Formel 43): 


53) 


er tele + (erß)e]+... 4 Br[r + nle+B)e] 
=(e+PI rn) RD, (aPI(e+ BI" Ir +e+P)e+n— BE] 
+R 2), (eP)? (a +" Ir + 2(e+P)o + (a —NBE] — ... 


Diese Formel ist noch einer bedeutenden Vereinfachungfähig, da 
die Reihe auf der linken Seite des Gleichheitszeichens summirbar 
ist. Diese Summation findet folgendermaassen ihre Erledigung. 


Es sei h 
S=orr tanA1ß[rHo+ Bo] ter—2ß2 rt Aa+B)e]+... A Br[r-Fn(c+B)e]; 
so ist | 
S= (ar + an -1ß +or2ß2 +... + Pr)r 
+ (a + B)gß[er-! + X-2B-+an-3p2 +... +pa-1 
+an—2B + an-3ß2}.... + Bn—1 
+on-382 4... + pr-1 


+] 
Führen wir jetzt in Formel 48) die Substitutionen 
Pr p=r—y, e=y, r—=1 und 0=0 
ein und vertauschen gleichzeitig a—1 mit n, so erhalten wir 


er 


=a”r + a +2r2y92 + ...+ y*. 


Durch Anwendung dieser Formel Rn sich unser Ausdruck 
für S zunächst in folgenden: | 
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= bi 
n—1__ßn—1 - pn2 cn BR 
++ TE +7. Be © 
n— n a ad 
tn 
um —_— ER GE Bo % +or-18 + 07-224... + Pr—(a+ hp"), 


und, wenn die Formel 54) noch einmal benutzt wird, in 


art — Bn+1 & an+l __ Sr+l 
en ta | tl] 


a Era (r men! a pntie. 


& 


Wir haben demnach nach dem Obigen: 


SH + en —(n+ 1); Fe petg 


=er + ß[r + (ke + Dolter—2p2[r +2%(e+P)e] 
+... + Prfr +n(@+P)o]; 


55) 


also mit Rücksicht auf die Formel, welche unmittelbar auf die 
durch 53) bezeichnete folgt, 


art a-+ß 


Ir Bel urn et arg 


= ee (eB)(c+B)r-2[r+(&+n—1P)e] 
+(n —2)2 (aß)? («+ B)r-2[r + (2 +n —2B)e]— .... 


56) 


Wird in Gleichung 49) r=1 und g=0 gesetzt, so ergiebt sich 
die allbekannte Formel 


57) (+MP=ar +n, ar 1 +n,or-?2ß? +... +nnßR, _ 


welche das Binomialtheorem für positive ganze Exponenten aus- 
spricht und zugleich den Grund enthält, weswegen die Grössenform 


n(n— ne 2)... (n+kH +) 


Nk= 
» er 
Hi kte Binomialcoefficient für den Exponenteh n genannt wird.‘ 


RE “ . P 


» 
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Für @&=ß=]l erhalten wir hieraus folgende BIE OBER der 
binomischen Üoefficienten: 


58) - 27 — Br +n2 +... +nn, 
und für &=1 und P=— 
59) 0=1—n, +73, —....(— Drnn. 
Setzen wir ferner. in den Formeln 50) bis 53) und in der For- 
mel 56) r=1 und e=0, so Em wir nachstehende Resultate: 


60) an n= = Ten CHICH ia 


+n4. a, («P)?(e+PIrt— ....; 


Zn Zr 2 

| de ET Zur zer @ 4 

on Tr @+P 
2(n2——-12 Dir a Ch 

| go Bil Le a («4 B)%, 

2 a2n+1 1 A2n+ 1 

dan TE (epre+) "Ze 
62) eine (Pr=2(a+B)° 


na —1?).. .(n®—n— 1?) 


| „Dr. nr SR Bine 


63) («+ r=(2n)n (ap)" +2 — 1)n (ep)rt (a? + P?) 
 +An— Ya (era + PH EY+ .... Hrn (a + Pr (art BetR) 


und 
I 00 FE tn Die) (er Br 


+ nz, (a)? rim. 


Die speziellere Annahme «=P=-1 in den Formeln 60) bis 64) 
liefert uns, wenn wir zugleich Ri 3 un dass nach Gleich. 54): 


ei r | anti. Art! 
a—ß 


=n+ "für o=ß=l;, 
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die Ergebnisse: 


65) em. er AL „, Tre: n, ‚N ...; 
66) (-Ir=1— os 24 1) ba 
ke ee 
67) (Dr. De LIE. 9a, 12 nm) „ 


FiWl 5 a Pa 


2n n?(n?—12)... ‚(n®—n—I2) 
2n+l 1.2.3. 4....2n 


Be Pelle 


. 


68) 92m — (2n)n + (2n an N. y. + (2n an Mn „22 4- oe... + Nn» In ’ 
6 Rn +1=MR— (n— 1), R-24 (n— 2), — 


.92n R 


Zwei andere Functionen, welche die im Eingange dieses Pa- 
ragraphen ausgesprochene Bedingungsgleichung unter & befriedi- 
gen, sind /(r)=sinr und f(r)=cosr; denn es ist einerseits 

sin (p— y)sinr +sinvsin(r +9) = (sin @ cos) —cosgpsin»)) sinr 


+siny(sinr cosp+cosrsinp)=sing (cos Wsinr+sinvcosr), 
also 
sin (pP — Y)sinr + sinysin(r + 9)=singsin(r+Y), 


und andererseits: 


sin (pP —%)cosr + sinvcos (r + Y)=(sinpcosı’ — cospsin) cosr 
+ sinY (cosr cosp — sinrsinp) = sinp(cosypcosr —SinYysinr),' 
also ;“ * 
sin (g—W) cosr+sinYcos(r+p)=sinpcos(r+Y). 


Um daher die Gleichungen 41) bis 47) auf die: Functionen 
fe)=sinr und (r)=cosr anwendbar zu machen, müssen wir für. 
beide Functionen e—=sin(p—%), ß=siny und y=singY setzen. 
Wir erhalten alsdann vermöge der Formeln al), 42), 44), 4),46)° 
und 47): 
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sin pr sin (r Hny— 9) — sin (p — y)"sin (r— 9) 
sin 


— sin (p — y)"-1sinr + sin (p — y)”-2singpsin (r+%) 


+. + sing”-1sin(r +n—1v), 


Rn cos (r+nY — en (P—Y)r cos (r—9p)__ sin ur cosr +sin (p —ı))""?sinpcos(r+%) 


! +... + Singr-lcos(r +n—1v), 


70) 


sin p 


sin pr sin (r +nY%) = sin (p— Y)rsinr + 2 sin (g—y)"—!sin {M sin (r-H9) + N,8in (9 — y)r-? siny?sin(r + 29) 
+ 2.0 4 2 sin yr sin (r+n9); 

sin g” cos v +ny) = sin (P— V)®cosr +n, sin (p — Y)"—!sin pcos(r +9) + N, sin (P— ı)"-?sin y?cos (r jr 29) 
+... + m Sinypr cos (r+n9Y); 3 
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" sin (P—p)rsinr + sinyprsin (r+ np) =sin 25 sin(r + nd) —Ng- a T), [sinp—v)siny] sing? ar 


; Hm ga lene yysinpiein gn-tsinfr ty + n— — 4)Y]— ...; 


sin (p—)rcosr + sin pr cos(r + NP) sin pr cos(r-+ np) —nz. an ); ee] sing"—?cos[r-+ PH —2Y] 


z | +n;- Tann [sin (p—) siny]? sin gr-%cos[r +29 +(r -Yyl—..., 
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73) 


| (Dr. 


(—Dn, 


4r 


sin (pP — y)?r sinr + sin?n si 2 ß : ; 
rt nein + np) [sin (P—%) sın ap |r sın (r -F NY) 
2 
. = 5 5 [sin (pP — 3) sinap]r-1 sin 9? sin[r + (n„—1)p + 2] 
2 (n2—_.12 
+ In er =. [sin(p — ) sin y]r—2 sin 9% sin [r +(n—Yp+4y] 
2(n2_12 2m. 12 
a 1 nn — sin gersin [r +2ny] 
in{o — ı))?n inw?n 
sin (pP —)) er ar cos Era) — ann ein ecos(r Eno) 


- 73 5 [sin (pp) sin jr sin p2cos [r+{n — )p+ 2y] 


5 (n2 — 12) 


+ - TIIT [sin (9 — ) sinap]®-2 sin 9% cos r + Rn —Yp+4y] 


n? (n?®— 12)... (n?—n— 12) 


1.2.3.4...2n 


— ..(—D", sin po?" cos[r +2ny], 
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74) 


 (-Dr.n 


(—1jr.n. 


Super sit Fin Zu sin [r+@n4D)p] _ 


2n+1 


sin (p—p)?nticosr + sinw2rtlcos[r + (2r + Dy] 


2n +1 


n+l — 


n+? n(n?”— is 


7 [sin (p — v) sin v]®sinpsin[r +rnp-+W] 


37 13ling— D sin ay]*-1sin p°sin[r + (n—D) p+3Y] 


PIE Be a nee SR —y)siny]a-2sin p5sin [r-+(n—Yp+öy] 
# 
S 2(n2—12).... (n?—n—1? 
— (DR. -_ . a ee ) —sinpg"+Hlsinfr+@r+1)Y], 


n+1 1 


en r- .[sin(p— vw) sin y®singpcos[r +np + m 


5 5; (pP —v) sin w]r-tsin p®cos[r + (r— bp +3Y] 


n+?2 2(n? — 
FE 753 


TER 


2 


InrL' 


(g—ıy) sin yja-2 sin pdcos[r+ sy). 


n2(n?—12) .... (n®—n—1?) 


IF singp?ntlcos[er +H@n+Dyl, 


sin p®* sin (r + 2ny) = (2n)n [sin (P— ) sin ]” sin (r +9) 
+ @n—1)n[sin (p — %) sin y]r-1 [sin Y2sin(r+n +19) +sin(p— — Yv)2sin (r +n —19)] 
+ 2r — 2). [sin (p—) Es sin y Sr vsin(r+n + rate +sin (9p—y)3sin (r+n—2p-+%)] 


+ 22 sin pr-1[sin yrHsin (r+n+lo+n— 1: + sin (op — en r +n— —1)], 
sin p?r cos(r + 2nyy) = (2n)n [sin (p — %) sin vr cos(r-Hnp) ’ 
+ &r — Dalsin (P—Y) siny]"-1 [sin Y2cos(r +2} 19) + sin(p— Y)Rcos (r Ha Dog) 


Da — 2)n[sin (p —y) sinw]r-2sin Hp a p°ecos(r +n + lp+Y) + a 2 


\ : - + Nasin .. [sinyrHeos(r +n + Ip+n— lv) + sin (9 — af cos Az — jl, 


& 
Nut 
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Die Formeln 70) und 71) sind noch einer bemerkenswerthen Transformation fähig. In dieser Beziehung 


5 setzen wir: 
= y=aretg- en der ts ee ; 
1 dann ist, wenn wir zugleich der Kürze wegen Vo2+2aßcosy +B2—=y setzen, 
sing Er _ — Ev und = en und sin(—_)= sin’ cos p—eosysing =. 


Ss VIrtgp: q 
7) 
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Durch die Substitution dieser Werthe gehen die Formeln unter 70) nach einigen Abkürzungen über in: 


5 ; 
ar sin. (r — arctg — — a — HF I Ir=tprsin(r np — arctg a) —gR-Iginr 28 sin (r+Y) + a"? ß2sin (r+2%Y) 
— n- — on-2ß si en 


a+ßcosıy 
q 


—..(— Dr1pr-Isin(+n—ly)= P 


und 


on cos (r— arctg a y) + (—r-1ßn cos (r +nıb — arctg a | ” “ 
{ y —— m at1lcosr— ar-2ßcos (r+Y) + er —-3B2cos(r+2) 
— ...(—br-1ßr-1cos(r+rn—1v)=Q. 
Berücksichtigen wir ferner, dass 
An = arcsin nn = arccos ee D ; 


so erhalten wir aus den beiden letzten Gleichungen, unter Anwendung der bekannten Ausdrücke für den Sinus 
und Cosinus der Summe zweier Winkel: 


or[sinr. a+Ppcosy = cos. Bein + Dr-1ßr [sin (r fa). 0 An eo. Bekiy 
q ? at, 
und | 
or far. EP sinn BI Der prtente rn Erin 6 
=; 
q 


5 
h 
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d. i. | 
or [esinr+ßsin (r—y)]-+(—1)r-1ßr[esin (r+nw)+Psin (r+n—1y)] p 
q? Be 2 y 
arfacosr+Beos(r—p)]-H—1)”-1Prfxeos(r +nY)+ß cos(r-+n—Iy)] _ 0: 
g Eu 
wir-haben sonach, wenn wir uns an die Bedeutung der Symbole 
P, Q, g erinnern und dann ß mit — ß vertauschen, die Formeln 
 ar+lsinr—arß sin(r—y) — aß" sin (r-+nY) + Br+!sin(r+n— 1%) 
0? — 20aß cos y + ß? | 
— or-Isinr + a®2ßsin (r + %) + a? B2 sin (r + 2) 
+... + Pr 1sin(r+n—1%), 
v ED 
9 antlcosr—anß cos (r—V) — aß" cos (r+nı) + Brtlcos(r +n— 1) 
a2 — 2aß cos + P? 
— an—1cosr Far -2ßcos(r +) + a®2ß? cos (r + 2%) 
+... + Br-lcos(r H+n—1y). 


\ 


Setzen wir ferner in den Formeln 71) auf ähnliche Weise wie 
bei den Formeln 70): 


zu sing RS MEER SARNEEN A.) 
var Bo neo 
und 
u E38 «sin p Por" 
ei 


so erhalten wir durch einfache Rechnung die bekannten Formeln: 


Psinp 
«+ Pcoso 
— onsinr + n,ar—1ßsin (r+9) + nz0r2ß2sin (r+29) 


+... + 9m Prsin(r + np); 


(a? + 2uß cos p+P?) ® sin [r + narctg 


77) 

(a? +20ßcosp+ 3° cos (r +n arctg en) | 
= eRcosr +n, e"-1Beos(r+Y)+nge"7?P?cos (r+29) 
+ .... + Rnßr cos (r+np). 


Endlich wollen wir noch in Formel 43) die Substitutionen 
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fe) =sinr und f{r)=cosr vornehmen. Dann haben wir nach den Bemerkungen, die der Formel 70) unmit- 
telbar vorangehen, a=sin(P—-%), ß=siny: und y=sinp zu setzen;. mithin erhalten wir: 


sin (p — y)* sinr + sin (p —yp)”-1sin psin (r + p)-+.... +sin y? sin (r +ng) 
=sinp*sin(r4 ny)—- (Rr—1), [sin(p—Y)siny]sinp®-2sin(r-+9-+n—2%Y) +{n— 2), [sin(p—Y) siny ]?sinp®—#sin[r-+29 +r—4y) 


und 
sin (pP —Yp)? cosr + sin (p — Y)?-!sinapcos(r+9) + .... + sin? cos (r+nY) 
—sing®cos(r-+nY)—(n —1), [sin(p —Yp)siny ]sinp"—?cos(r + +n— 2) +(n— 2), [sin(p—y)siny ]?sinpr—2cos(r+2p +n—4Y) 


Diese beiden Ausdrücke lassen sich aber noch wesentlich vereinfachen, indem die auf der linken Seite 
des Gleichheitszeichens stehenden Reihen summirt werden können. Diess geschieht folgendermaassen : 


Wenn wir in Formel 76) ı mit p vertauschen, dann a=sin(p—Y), B=siny setzen und n+1 für n 
schreiben, so erhalten wir: 


sin (p — w)”42sin r—sin (p— y)rtlsiny sin(r —9) — sin (P— y) sin prtlsin(r +n +19)+sin "+2 sin (rn) 
sin (9—Y)*— 2 sin (pP — Y)sinycosp + sin v2 5 Dr 


=sin(p— y)"sinr + sin (pP — Y)"-1sinypsin(r+9) +... + sinwrsin(r + np) 


und 


sin (p—y)"t2cosr—sin (p—y)”+t1sina cos (r—-9)—sin(p— Y)sinyrtlcos(r +n +19) + sinyrt2 cos (r+np) 3 


sin (9 —%Y)?— 2 sin(p — Y) sin cosp + sin? 
=sin (P—Y)” cosr + sin (P—y)"—-1sin ycos (r+9) +... + sinırcos(r-+ng), 
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% 


und endlich, wenn wir die beiden letzten. Resultate mit den beiden vorhergehenden vergleichen: 


78) 


”w 
sin ee v)r+2 sinr — sin (9 — W)rt1siny sin (r— 9) — sin (p — y) sin yrtisin (r+n +19) + sinynt?; sin (r + "Bi 
sin (9 — y)?—2 sin (pP —vY)sinY cosp + sin y? 


= sin p"sin(r + rw) — (n— 1), [sin (P— Y) sin Y] sin 9"-?sin(r +9 +n—2Y) 
+ (n — 22 [sin (9 — vw) sin y]? sin p"-*sin(r +2p+n — Ay) — .., | 


sin (p — v)r+? cosr — sin (9 — y)rtlsiny cos (r —Yp) — sin (9 — Y) sin yrtlcos(r +n +19) + sin y*+2cos(r +) 
77 sin (9 — y)? — 2sin (pP — ıy) sin ) cos p + sin w? 
—=sin preos (r+nYy) — (n—)), [sin (9 —v) sin y] sin 9" —2cos(r +9 +n — 2 
+ (n—2)z [sin (Pp—Y) sin]? sin @®—%cos (r +29 + n—4y) —.... 


Die Formeln 70) bis 78) sind wegen ihrer Allgemeinheit sehr bemerkenswerth. Einige Spezialitäten 


derselben mögen nun noch folgen. 


Es sei zuerst 9=2%. Wir erhalten dann aus den Formeln 70) bis 75) nach ganz einfachen goniometri- 


schen Reductionen : 


79) 


2” cosyrsin(r +n —2y) — sin(r -—2%y) =sinr +2cosysin (r +%) +....+2”-1cos w”-1sin (r +n—1y), 


Zr cos pr cos(r +n — 2) — cos(r —2y) =cosr +2cosweos(r + Y) +... +2? -1cosyrrlcos(r +n—1%); 
2” cos yr sin (r +) =sinr + n; sin(r + 2%) + N, sin (r +4Y) +... + Nasin (r +2nYy), 


80) 
2” cosaprcos(r +nY)=cosr +7, cos(r +2W) + n,cos r +4%) +... + %n cos (r + 2ny); 
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81) cosnw 
— I—1 n er 108 n—2 Mer. In—Seosun-—d 
ee cosyr—ng- n—ı), cos yR=#4-.nN4- (ae 154 COSYRTA— ., 


welche Formel den Cosinus eines vielfachen Bogens in den Po- 
tenzen des Cosinus vom einfachen Bogen ausdrückt. 


N EB cos? +24. % ZT oosyt 
" a En 
(—1)r 9 ges +Dy=2. 1 cosy— », = cos? 
Ss)! 1» ee) couysL. m 
u. (he, Marl. tin a, 


und | 
$ 220 cos ya — (An)a + (2n — Mn. 2c0s2y+(2n—2)n2? coswcosdy 
! + (2n—3)n2?cos w?2cos4y+.... 4 Rn. 2r?cosyr-lcos(n+ Di. 
Was endlich die Formel 78) betrifft, so geht dieselbe für 
p=2v in folgende über: 


sin(n+1)y- 
85) Trsinen . — 9 cos ya — (n — 1), 2772 cos yr-2 


+(n — 2), 277? cos ur t— 


ge j m. | 
Lassen wir in den Formeln unter 80) y in „+ 5 übergehen, so 


-folgern wir aus ihnen mit Leichtigkeit: 


(— Ir 2x sin yrsin[r +n(y+ al —= sinr _n sin (r-}2%) 


+n,sin(r +49) — .... (— Drnnsin (r + 2ny), 
86) 


(— Ir 2r sin vreos[r + n(w+ 51 —=cosr—n, c0s (r 42) 
+n,c08 (r + 4v) — ...(— 1" nneos (r + 2ny), 


In der zweiten der durch 80) bezeichneten Gleichungen wollen 
wir jetzt r+ny=0, also r=—ny setzen; wir erhalten dann: 
Theil XXI, 2ı 
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2R cos yr = cosny+n, cos (n—2)y + nzcos(n—4y 


+... 4 Rn C08 (NR —2)y-Fnncosny, 


4 
und hieraus, wenn wir die Cosinus der Gleichvielfachen des Bo- 
gens y vereinigen und die Relation na —N„_m beachten, für ein 
gerades n: 


870) M-Icosyr—cosny +n] cos (n—2) v4 N, cos (Rr—4)y+.... + 1Nın, 


sowie für ein ungerades n: | 

87°) 2r-lcosyr—cosny +n, c0os(n—2)y +n,cos (n—4)y 
+... +N!(n-1)C08 w. 

Wenn wir ferner in der zweiten der durch 86) bezeichneten 

Formeln r+n(y-+ =, also r=—n(v+ 5) setzen, so erhalten 


wir durch ein ähnliches Verfahren wie vorher für ein serades n: 


880) (— 1)R2Qn-1 sin yr = CoSny—n] cos (Rn —2)y + N, cos(n —4)y 


e 
— ...(— 1)? inın, 
und für ein ungerades n: 
88) (— RN) 2r-1sinyr—sinny—n, sin(n— 2)y+ngsin(n—4)y 
— ... (— DIRD) nm) Sin y. | 


Vermittels der vier letzten Formeln kann jede Cosinus: oder 
Sinus-Potenz eines positiven ganzen Exponenten durch die Cosi- 
nus oder Sinus der Vielfachen des Bogens ausgedrückt werden. 

Es liesse sich leicht noch eine grosse Anzahl von Speziali- 
täten aus den allgemeinen Formeln 70) bis 78) ableiten, von denen 
jedoch hier nur folgende Platz finden mögen, da die übrigen die- 
sen an Eleganz der. Form nachstehen. 


Die Substitution y==29 in den Formeln 70), 71), 72), 73), 74 
und 78) führt uns im dieser Beziehung nach einfacher Rechnung 
sogleich auf die Resultate: | 


(—l)"!sin(r +2r— 19) + sin (r —p) 
ae Den 
+ sin (r +49) —....(— ])2-1gin (r +2n — 29), 


(— r—1eos(r +22 — 19) +cos (r —p) 
2cosp CR, 


= sinor —sin(r +29) 


89) 
=cosr— cos (r +29) 


% 


+c08 (# +49)... (-Dr-1eos(r + n—Ip); 
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90) 


91) 


92) 


vr 


(— Dr sin (r+2np) = = sinr — 2n, cosp sin (r +9) + 2?n, cosp? sin (r +29) — ... (— rn cosp” sin(r + np). 
(—1)* cos (r + 2np) =cosr — 2n, cospcos(r + 9) +2?ngcos@?2cos(r +29) —.... (— I)" 2rrın cospr cos(r +ny); 


2 


(— Ir sinr + 2” cosgp*sin (r +np)=sin(r +2np)+n, - rar (2cosp) sin (r +2r — 39) 
1 
As : & es 
+n,- RB} (2 cos 9)?sin(r +22 — 69) + ...., 
(— Fr cosr +2” cos pr cos(r-+np)=cos (r+2np)+nz. GT, (2c0sp) cos(r+?R — 3) 
1 
4 4 : 
+n;- sie (2c0s 9)? cos (r +2r —6P)-+-....-; 
2 2n © n I - 2; 
en" At ZIRE I —= (2 cosp)* sin (r-+np) + 5 ) (2 cos p)r—1sin (r +n+39) 
2(n?— 12 4n2.—12% . Benz 
+ ee 34 wer cos pP —2sin(r +n +69) +... + ae si sin (r + Ang), 
2 2n cos 
Be) cos ie a! ee _ (2 cos p)"eos(r+nY)+ = 5 af) cos p)r—-1cos (r+n+39) 


“» 


n? (n?—12) 


+79 357 2eosp)"2eos(r +n+6p) +... + 


n2(n?—12) ....(n? — n — 12) 


1,2,3.4...2n 


cos (r-+4n9); 


1* 


N 
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> PR 


ie „2 


a | nr E. -[@2eos gt sin (r+2r + 19) — sinr]= T@ cos Sg)" sin( ++ 29) + — j5@eos pr sin (r & n+ #5 


n+2 n2m2—1?). 


n?(n?—12) .... (n2—n— 2) 


HI aa As sine HF) + Bra 1.2.34... .m  _ Slalr+ 4n + 29), 
93) | | 
| n BE er 
nl’ [(2cos p) cos (r+2n + 19) — cosr]= 2 cos pr cos(r +n +29) + —— w& cos 3 cos (rin +6 +5)» 
7 ar 2 n2(n?—1? 2(n?—12) .... (n®—n—1? ——. 
| HG na ensp)r Bes HEFTE) Hut ge Pr meEn: cos (r +4n+2p); 
und 
! Dr [sinr + 2cosgQ sin (r—g)] + (%cosp)r+1 [sin (r+n+19) +2cospsin(r + a] 
1-+23cos 92 
9n =sin (r+2n9) + (R—])ı (2 cos p)sin(r + 2n — 39) + (n — 2), (2 cos p)2sin (r +27 —69) + ...., 


(—-Dr [cosr +2 cosp cos (r— »)] + (2 cos pJr+! [cos(r +rn +19) +2cospcos (r+n9)] 
1+23cos 9? 


=.cos(r + 2np) +{n — 1), (2cos p) cos(r +2n— 39) + (n— 2), (2cos p)?cos (r+2n—6p) + ..... 


Die Ausdrücke auf der linken Seite in den Formeln 89) gestatten eine Vereinfachung, sobald wir uns 
auf die Unterscheidung von geraden und ungeraden n einlassen; somit erhalten wir für ein gerades n: 
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se cos (r + n—1p) sinny 


se —=sinr —sin(r + 2p) + sin (r + 49) —.... — sin(r +2n—2p), 


95) 


ET MNPZ cos r — 005 (r +29) +08 (+49). 005 (r +3); 


und für ein ungerades n: 


sin(r + n— 19) cosnp 


En —=sinr—sin(r +29) + sin (r +49) — .... + sin ran), 


953) 


cos (r+ u SOENP _ osr—cos(r-+2p) + cos (r +49) —.... + cos (r +2n — 29). 


‚so erhalten wir: 


SE 


Setzen wir ferner in den Formeln 70) und TI) o=:; 


| Is = cos yr-Isinr + cosyr-2sin(r + y)+eosyn3sin(r +2y) +... + sin(e #n- 14), 
2 sth Gesntsr — cosyr-1cosr + cos vr-2cos(r + y) + cos yr-3cos (r + 2%) + ... +eos(r +n—1y); 
sin(r +ny)=cosy*sinr +, cus yr-1sinYy sin(r + 5) +n,cos a w2sin(r +2 5 )+.... + rnsin yrsin (r+n 5)» 
£ ' cos (r+ ny)—=cos yr cosr +7] cos yn—1 sinycos(r+ 5) +n,cosyr-2 sin y2cos (r+2 5) +...+N. sin vr cos (+nJ); 
u a ‚ » 
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und, wenn wir in den letzten zwei Gleichungen noch r=0O a - 
die bekannten Formeln: | a. 1.4 " 
— n—1 re n—3<inıy3 n—5 Ind... 

08) sinny=n, cos yr—1lsiny—nz3cosyr-3siny +n,cosy?r "?smy’—...; 
COS NY = Cos yR—.n, cos yr-2siny? + n,cos yr—4sinyt — a.” 

l 2 - E 
-welche den Sinus und Cosinus eines vielfachen Bogens in den 
Potenzen des Sinus und Cosinus vom einfachen Bogen en 


Die spezielle Annahme y — = in Gleichung 7]) und 9=5 + 5 


in "Gleichung 70) giebt uns endlich die Formeln: 


(— D)* sin @” sin (r +n 3 = c0osp"sinr—n, cosgp"—-Isin(r-++p) 


+29, c0s p%2sin (r +29) — ....(— "nn sin (r +np), 


99) 
(— DRsin prcos(r+n =) =c0SPRcosr— n, Cospr—l cos(r+ 9) 
+5 608 9%? cos (r+2p) —.... (1) nncos (r+n9); 
und 
| sin (+n—Iy)sin! Iny“ 
ET Ei A —sinr +sin rY) +sin(r+ au) 
| +... +sin(r +2 —1y), 
100) 
cos (r +n — 15) sin 3ny 
AT, —=cosr+cos(r+%)+ €os(r + 2y) 


% L 
m, 


+ ....tcos(r+n—1y). 


Die letzten zwei Formeln lehren, Sinus- und Cosinus-Summen 
von Bögen zu berechnen, die in einer arithmetischen Progression. 
unter einander stehen. 


Einige Worte noch mögen diese goniometrischen Untersuchun- 
gen beschliessen. Die meisten der im Vorhergehenden enthalte- 
nen bekannteren Formeln der Goniometrie werden gewöhnlich durch 
Vermittelung des Imaginären nachgewiesen. So elegant auch der- 
artige Beweise sind, so ist doch nicht in Abrede zu stellen, dass 
die Einführung der imaginären Grössen der Natur des Gegenstan- 
des, mit dem wir es hier zu thun haben, gänzlich fremdartig ist. 
Die Goniometrie bedarf nicht der Theorie der imaginären Grös- 
sen, wohl aber die letztere der ersteren. Ueberdiess ist zu be- 
merken, dass die Beweise mit Hülfe des Imaginären keineswegs 
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! Ar a 
Br genannt werden können, da der Anfänger wohl ohne 
“, 


wierigkeit mit imaginären Grössen rechnen kann; aber über 

Bi ire eigentliche Bedeutung sich noch im Unklaren befindet. Frei 
von diesen Mängeln ist die Darstellungsmethode, die wir im Vor- 
Meigehenden in Anwendung gebracht haben, und dürfte zur Ein- 
rung der im Vorhergehenden entwickelten Formeln in die Ele- 


mente der Goniometrie Veranlassung geben. 


Gr u 


Zwischen den Facultäten, das heisst Grössen von der Form 
a(@+%) (+ 2%)... (e+n— 1%) existirt eine grosse Anzahl interes- 
santer Relationen, auf deren Entwickelung, wie wir sogleich sehen 
werden, die Theorie der höheren Differenzenreihen mit dem besten 
Erfolge angewendet werden kann. Um der Darstellung dieser 
Relationen die möglichste Kürze zu verleihen, schliessen wir uns 
der üblichen Bezeichnung der Facultäten an und setzen mit Crelle: 


&(@+%)(e + 2%)... (@+n—1k)=(e, k)" 
und OR 


(a, kJ) =], 


Dass durch diese Grössenforın auch die Binomialcoefficienten dar- 
gestellt werden können, geht sogleich aus der Gleichung 


eu a2) ...(urntD (a, — 1? 
Sy Pinys dr We ee: 


hervor. Diess vorausgesetzt, entwickeln wir jetzt mittels der leicht 
zu beweisenden Formel: 


(0, hmt1(ß, RT (+ B+mFrk, D%4 (u hm(ß, Br (et -tm+rk, Rh 
— (a, kym(ß, kr (e+ß+m+r—1k, kt 
_ aus der Reihe: 
a (e, hP, = (0, kP-1(& 4 B+v 1%, Mi, 
3a; br-2(a+ß +26, 2, u. 8. w., 
als einer Hauptreihe, ‚die successiven Differenzenreihen, nämlich: 


ALT, erste Differenzenreihe: 
Aay=(e, k)r—(ß, A)!, Ja, —(e, 5®-2(ß, Alfa +ß+v— 1%, A)}, 
Aa, (a, bP (B, k)l(a+ß-+v—2%, 0), u. s. w. 
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zweite Differenabrskike: 4 
Sa, (e, kP-2%(ß, k)?, 12a, = (a, kP-2(B, h)2(e: + +v—l, ) 
Aa, (u, kr—:(ß, 2)? (ae + ß-+ Yan v—2k, k)?, u. s. w 


mte Differenzenreihe: Ro 
Am a,—(a kyr—m(ß, kym, Ama, —(e, ky—m-1(ß, k)” (@+B-+v—1%, k)! 
Am a,—(a, k)r—m-2 (8, kym(a-+ß +v— 3%, h)2, u. Ss. w 


überhaupt ist allgemein: 


A" = (a, kP—m— (ß, km(a+ß+v—rk, kr 
zu setzen; daher erhalten wir mittels Formel 21) 
(o, kPa + B+V—nk, Kr — (a, kr — (m, kPi(B, Ar 
+ (0, A)P2(ß, k)l(a+Bß-+v—1%, A)! 
+... + (a APR (BA) (aß +V—n+L%, Kr-, 


oder, wenn wir beiderseits durch (ß, k)—=ß dividiren und ar 
B—.a für ß schreiben: 


101) ne = u 
+ (& AP? (+7 — 1%, M)l+ ... + (0. AP (B+V nF 1a, At 


Ferner ergeben sich aus den Formeln 23), 30),.81), 32), 33) 
103) S (0, APR (+ B + v—nk, kr — (a, k)r-+.n, (a, kyr—1(B, Hi 
+n3(0, kP-2(ß, M? +... +nn (0, k)P—n(B, k)n, 
(2, k)P+ (a, kyr—1 (B, A)l-H(e, Kr, k)? +...+ (0, Aya(ß, kyn 
= (a, AJP—r(a+ß +v—nk, k)r 
103) a  rE 
{ — (r—1)ı (a, APeH(ß, Al (a +B+V—n + 2%, k)n-2 
+ n—9Y.(a, Kr—nt2(B, M)%(o4HB+v—n-tik, Bri—..., 
ı (a, A)” +(e, kr (B, Ar —(a, kPr(a +ß+V — nk, k)% 
er PA VRANTER. IN 
104) m. @_D,% kr—nti(ß, hy} er kyn—2 
Ha le RB, MÄR he. 
(n—])a . 
\ ” 


f 
ä 


S N n 
+ / (ann (@, kP + (@, Dam 2 Den (a, kr-n(ß, kn — (0, KP—n—ı(ß, era +B-+V— 2%, k)2 
4 19 
105) | + Be (o, kr—n—-2(B, kr=2(@+ß +v—4k, k)* 


n?(n?—12) .... (n?—n—1?) 


eg nr BEER 


ln. 7 : [BP 40 Branm1(B, Heat] =» (6, KPR1B,h)° (4 9—IK, Bi) 


N ui m Ba kyr—ı(a+ß+v— 3%, %k)3 
2(n2— 12 
106) Hz er 1) (a, Apr—n-3 (B, kr? (a + ß + v—5k, k)® 
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. ® . . . . ° ° . [7 . . 


. 
. 


2n n2(n2— 12)....(n®—n—12) 


er Re N = ea u Laie 


- 
. 


Wird in 102) noch v=n gesetzt, so erscheint die bekannte und wichtige Relation: 


107) (a+ß, kr= (a, Ar + n, (, k)r—1(ß, klin, (o, AR=2(B, R)’+. 4 nn(ß, KR, 


welche in der Theorie der Facultäten denselben Rang einnimmt, wie der ‚binomische Lehrsatz in der Lehre von 
Potenzen. Weil der letztere für k=0 aus vorstehender Relation folgt, so ist die Formel 107) als eine be- 


ra 
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4 nn "Alten v wir die Bezeichnung 


4 | ; 7 J 


RR Fe MERUICEEDRRCEE n— 1%) ER 


ein, so erhalten wir mittels Division der Formeln 101) bis 107) durch 1.2.3....v die folgenden - 


k k k k 
vn tv—nk)n * k +v— 1% +v— 2%) k (ET 1)n-ı 
108) een tan. e Fe ke Eures ad Be ee Ge 
k k p k k k k k k 
N a Fran "tn, Bu -+mg. En ee 
ee ne ee ea 
p—1l. Üy—2 Op—n Pn 104 V—-NE)n & En / n—2 
&y + re = +...+ Ai Kon : Fast fe ßı . RU ,G 
110) k 
k ke (e+P+Vv—n+Ak)n- 
+ rt 
k k 
pr ed k (e+ß+v—nkn 1% k («+ß+v—n+2k) : 
111) es vn a BE; Ta Hr Yn—1 k 
1 k k (a + +Vv—n + Ak)a-ı 
nn Ph» ee — 1009 
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k k k k k 


(Dr; (a 25 A a 4 vn Br l Be TE 1 aun-gßn-g(e+B-4v—AK), 


na n+l n+2' 
112) er) n-- Yn+1 n+ ; VYat2 : 
„Il %-m(e+ßtv—2nk)en 
— ..(—)% ee. m 1 eh, 
an 
. er 
k k k k 
(ee „ S—an-ı Port, _ 1 B8on-ı 16 (@+P u 14 _ 1 won Be (e+Pß+v zen 5 
) ri (& + Van+ı = n+1' Yr+1 n+2 VYn+2 
115) 
k k ae k ee 
1 Gy—n—z Pr, (& + ß + v—dk), py—an— (« + ß + v—ın — )ontı 
— 1 ee (DR. a — m, 
n-+3 Yn+3 n+ Yontı 
und, wenn wir die Gleichung 107) durch 1.2.3...n dividiren: 
k a a Te k_k 
114) (@ + P)n = an Bo + &n-ıPı + &n-2 Pa + ea + Co Pn- 


| k .. 
Dividiren wir ferner Gleichung 108) durch &,_, und schreiben nach geschehener Division P—nk für ß, 


sowie gleichzeitig « — v—1% für «, so resultirt: 


k k k 
ae Fr —_ —ik ne 
115) ea a I 
(e—n— 1%)n (e—A)ı (a— 2%)a a, 


In ähnlicher Weise erhalten wir, sobald wir die Formeln 109) bis 113) beiderseits des Gleichheitszeichens 


durch = > dividiren und uns dabei der leicht zu beweisenden Relation: 
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Eu, E a: k 


a u ® m _ 
* 


- Ur. oh ee 3 


bedienen, zuletzt aber & anstatt PEN) schreiben : 


k k | k k ” 
116) Kar en En a ER er a 
(a—nk)n (KM la (e—nk)n 
zn. k k k k | k 
1 17) 1 + bh ar Pa P Er er IE (e+P—nk)n EB aa era 2k)n-2 + 6, (@ T ui ee Ak)n—a et: 
ae . ae 1. ap Free Ver 5 SE Der o..; 
© (e—Alı (e— 2%) (e—nk)n (e—nk)n (e—n— 1k)n-ı (a—n— 2k)n-a 
k k k 
118) ı [1 + ee 1 er Bndn &% ß, («+ Be Ah, 1 a0, er) == 
—hı: z —gPe- Fe 
£ (e—nk)n n (@ nk) h (e—n— 1k)n-ı (e—n—2k)n-g 
k k* k k 
(Da en EM, 1E (etß—AD, (I (aß Ink)gn 
119) In [1 at 2 > = . T. z | Pn—ı F a PR) Bn-2: mutigen u E, 
2n RE )n » (e—n + 1k)arı (e—n+2k)atz (a — Ink)ın 
k k 
op Digg Bat 1 5 ih 2 15 (era | 14, ar 
‘ n+ —+ N. 5Pn-1' = 3Pn-2 - 
er: 1A)aatı Beer. 1A)a+1 3 (e—n+2%k)n+2 ‚ (e—n+ Fh)nta 
HH (HB 3 + 1A). 
— 06 In+1 + l' 
(a —%n Fr Wach 
© “ 
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> Diesen Formeln können wir noch eine elegantere Gestalt geben 
durch Vertauschung von ß mit —-ß+% und @ mit —a+% in 115) 
und von & mit —«-+% in den übrigen Formeln unter Anwendung 


des Satzes: : 


k Bee 
(— e)r = (— Dr (e—r— 1h)r. ’ 


Dadurch ergeben sich die Resultate: 


k 
121) FN- Pr )=14+4 B, Where „em, 
lg 1047 173 On 
- 8 k 
122) m =1n.: a La; B_ ir By IM Mer 
! Un 04 % en 
E18 eo k k i k 
123) 1— Pi LER Ir Win Re . 12 ; lad: 
* 1 u Un On On—1 
k er ” 
+ Pa \ 9) 2 j 
Un—2 
j 1 1 * 
12) "4 EA HC ee On 
On Un RN 
LAN «Bay 
Da Pete 
® * ie BR 
1 k ! k i bh 4 
123) mar 4: Pn-1. Li Da Haha 
On Un ie Ro: 
1 («Pan 
oa “+52° (e Dan 
027 
1 Bon R #; (ae-!B) ae, WO 
n & PR 
126) a ee ra 
: 02n-+ı &n-+1 erg: 
k 
11%, Kuh 1 OR 4, 
+23 Pn-2° FEBPER AL TR 1 ngpen Feng 
On+3 C2ntı 


und, wenn wir hierin k=—1 setzen, die folgenden Beziehungen 
der Binomialfactoren: 


a+l aan FR Bus B Ari 
17) —arıl-Gry lt et nt ale 


E 


®e | 
er 


= 


ya mr & z n2 
138). “=D =1-n, A + 22. (anae®, | | 

129) I. 2_ (DZ — #3 = en +ßı e— Anna + ß2 «Eon 5 } 

S n 1 — Din 7 =) m 1 Or DRE- 
< 10) ze Fra oc =D, + = ae ey. 

5 P2n =. Pr 1 = Pa 1 (e—P)z el (e-Pon ei 5 
R 2 5 ei Gy n mn s 1 Ani © On} a Pn—2 EEE ESP Tr = Con 
R 1 Pen} —Bı , Em Red... Se een 

ST => 2n +1 era n 5 are anfı De er On+2 “ n+3 Pn-2 On+z hs I or 
R ©. Setzen wir ebenso in 108) bis 114) k=—], so erhalten wir: 

Bo v an (Brut nn, _ B-r+D, (Bv+2), (B-vtn— Da 
R 139) rer du — char u 5 = 1 #5 Ga)» at —— GE D> Gt... @ESTES : vn; 
Eee re in, An, == 26 a + 

© n n 

< v— npn E n 2: —2 n— SE —&jin— 
S 39) 04 ale ai. A : wa, (eiferin Pı zen. a en Es men. 
= 1 r ee +P—v-+n)n l +B—v fr —2)n- + —v tn —A)n-4 
S 186) = rt an a mn nF ontı Bı aan a = 4 RS ß en ) 

= n 1 &,_nPn 1 a+ß—v +2), 1 a+ß—v-+4 " 

137) Drz: „lot = = en u Bi y 1 Oy—n—ı Pr-ı . Ger e— feu > n I LEN PER = 74 2a 

Be 1.9.0 4 Br H Inden 
a \ f R Van 


£- 
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Bon rB=ger ld: 
* (— 1m In let Se lee gg 
(+B-r43); allen): 
138) ih SE Mg kun Zr a 3% r—n-3Pn-2. — ——- rg 
ige (e+ß + 2n + Monti 
In - ” Arten HORDE, 
und 


139) (+ P)n = enßo Tr &n-ıßı + &n—2Pg +...+ Coßn- 


Die vorstehenden Beziehungen zwischen den binomischen 
Coefficienten lassen sich auf meuniehlhehe Weise noch weiter spe- 
zialisiren. Einige dieser Spezialitäten mögen im Folgenden noch 


Platz finden. 
Es sei in 128) f=n; dann ist 
1 ; 


0 157 


STATE 4 2 2 2 
. 140) ee emechehmaherel)yrine 


woraus für &=—1 der bekannte und leicht in Worten ausdrück- 
bare Satz 


141) On —no? +7? +n22+.... + nn2, 
und für e&=—2 die Relation 


1) en rel 
entspringt. Für @=n erhalten wir ferner aus 128) 
14) (-Yr@-D=1— PA +P—...-(—Drßn, 
und für P=—n aus derselben Formel mittels des Satzes 
.+y)@-yJ)=22—y?: 
a 
n?(n?— 12) (n?—22) ... Pe . hi 


+.... ar 32, 33,, 


144) 


"em 


Die Gleichung 127) liefert uns für B=—1 


1 
145) > rar; = 2 ne] 


0 a" 


die Gleichung 128) dagegen für dieselbe Substitution 


1 
146) Er en 


® 


e) # .- 
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aus welcher, ı wenn e = —% gesetzkgwird, das Resultat : 4 


1 1 1 LIE 
147) „41 =1— zn 4- zz Te (DIT 
erhalten wird. 
Was endfith die Formel 129. betrifft, so erhalten wir ittele 
der Substitution &=—1 und ß=n unter Anwendung der For- 
mel 58) 


Rn 
148) In — No(2n)n- a N; (2n — M)n—2 + N,(2n— Ana — 


Es würde sich leicht noch eine grosse Anzahl netter Rela: 
tionen zwischen den Binomialcoeffieienten vermittels der vorher- 
gehenden allgemeineren Resultate ableiten lassen, was ‚wir aber 
der Beschränktheit des Raumes wegen ae Leser überlassen. 


Am Schlusse dieses Paragraphen sei es mir noch verstattet, 
eine Anwendung der allgemeinen Formel 22) zu geben. en, A 
nämlichseine Hauptreihe ay; a, @g> .... dm SO wählen dass sich 
nicht nur die einzelnen Glieder der höheren Differenzenreihen, son- 
dern auch die Summe 


20 tr faotr2lag + ----+ mag 


unter der Form eines einfachen Ausdruckes darsteilen lassen, so 
iritt auch Rm als einfacher Ausdruck auf, wodurch wir dann eine 
Summation der Reihe n 
(rn — Dr Ha, + (rn —2)m Irtrla, + n— 2 

-+ ER + MmIrtrian m 
gewonnen:haben. Eine Hauptreihe von dieser Eigenschaft ist die 
folgende: | 
1 tl De „ _Qutls 


u— , 4, — 3 Pe 3 3777 ' 2» vooc.9y 


Ko "ı 42 43 


welche jetzt zur Anwendung des soeben erörterten Prineipes die- 


nen möge. 
Ihre Differenzenreihen sind: 


erste Differenzenreihe: 


1,@rDe AH (u+D); „.tetdbs. 
Ma (nd Te a re Ws Y 

zweite Differenzenreihe: | 
1 (HD 5, _ 1 ta 5, 1 ts, 


1 
42a = , I2a == 7 3 < 
AT de Te de de 


Li 
Ja | Auıcz 
R 1 U es 


! 


— 


% 


u % s 


Er ’ | | 
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» 

» wi dritte Differenzenreihe: % | 

IE 2 (url), 1 (u+1), I +), 
43 age 43 =—, 43 da ... 

a. Hz a Hs (u—8)}’ an U3 ze en Ha (vd) 

u. Ss. w. 


rte Dilrerbhkänräihe: : 


Ia,=.,. Ara, 1 (e+Dı er I (wt+Da h 1 ‚+: 


a a na} 
mithin erhalten wir nach Formel 22): 
urn N, (n—])m (n—2m _ (at+HDı 
Pen ch En we di Hs: Am4ı , Mmtı (u—m—)ı 
de (etle 4. m, _(u+ Da—m-ı 


Kmtı (u—m—D); Km+ı (u—m—])n_m-ı', 
Nach 127) ist aber, wenn n=m+1, P=n und a=u gesetzt wird, 


BR rain Rah no „mr Many. 2m, 
ent rldmr/ Ho Mm Ma Mm’ 


daher geht unser Ausdruck über in: 


(atD)n ER url ae! ) (n—1)m 21 R—dm _(u+ LTE 
in w—nH+l (“+l)m+ı Km+1 Umtı (u—m—D), 
4 PR Z3Im | (ul) Mm (ut m-ı 


en Kafı (m, tr Km+ı (u—m—1l)n_m-ı’ 


1 
oder, wenn man berücksichtigt, dass (uch Da _ uk Bi s und mit 
. .. . j Yin w—n+] 
Amt, multiplieirt, n  , , 
_ at Ymtırmtı (Hl), 


untl ' (u+D) mtı = (na—Y)mt+(n—2) m: Palz > m—]), 
(u+D), (utMn—m-ı 


+HR—S)m- („—m—-Ds, +. tMm u — m— 1)a_m-ı’ 
oder auch: | 
um (4 
10) DT 


(u _ si (a4 Da—m-ı 
+ (n—3) m . (m 21), h- + Mm wu m— Diakoe;: 


$. 8 


Die Theorie der höheren Diffäräizehreihön lässt sich auch 
mit Erfolg auf die Differenzial- uns Integralrechnung anwenden, 


Theil XXIII. 22 
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wieir sogleich in diesem und dem folgenden Paragraphen sehen 
werden. Wir wählen in dieser Br die Reihe. ' 


Tre) 
.= Ih it a a ne een | 
-2F >) 
RR EN OR ee : 2; 


als Hauptreihe, und gewinnen derselben unter beständiger Anwen- 
dung der bekannten Formel: 


Ar) EELE) gu Fe 


folgende Differenzenreihen ab: m 


erste Differenzenreihe: 
dr—2F(z) df(x) 


# 


dr-1F(x) af) a dar-2 de 
Io dar D Ar da, pr cz da T r “I ’ . 
dr=®Fz) _ (2) 
a? ers: dar " da » 
Mor] AT Pe: 2 a 


zweite Differenzenreiln: 
ar (x) d2f(@)7 
„. g-3Ft@e) flo) |, _ 1 denn 
Dar RT 


Pr EEE (x) d?f(x) 


dem " da? 
Pay ——— a —— 


u. S. W. 


mte Differenzenreihe: 

Mr. d”f(x) 
de-mEl«) drf(z) OR dar-m-1 ' dam 
IM —T m dar-m "dem ’ GR ame 
da-m-2F(g) dmf(x) 


d? . 
PERREEN l  NN 
2 dx? B) 
allgemein: » 
dr-m-"F(z) dmfix) 
Me mg, SL ame dee ;T 


dar 


E 3 # a . r 
« Übuar wer : Theorie der abgeleiteten Reihen. 

2 Mit, Hülfe dieser Ergebnisse leiten wir daher leicht ab) aus 
Formel Al) 2 f 


SE Dre). N _dn1F(a) df(e) % ® 
! ® dar dar dr 
jezta eo] era 
. . Ar®T 97 N x 
du-ı| Fa) i are) 
a een Er; " 
aus 23) 
© ( de[E@).f@)] _ TERN u Ne Afla) 
151) AR sun dar IE r" 
n—2 F' 2 n z 
4 F rss EZ He .+Nn.F(2). nn 
No) » 
© aus 25) | 
f ® 
/ da) 
a) fa) 
fa) + -Dr- a hr u Zi 
d’”2F(z) dfie) dr3F(x) d2f(x) 
152) A er 2. dz 2] je Ei ’ Dee 
dr—1f(a) * 
di F 
» RR —....(-1)#-3 | ——— dno“ 2 ne 
ee ar 
aus 27) f .” | 
dr-1f(z). 
n 2_ fi (x) 
| emre). de eerte) Se “' nn ne 
7 na da[F\ 
j Fr az „Denn dr| na) 


22 


3 
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aus 80) | * A 
drF(x) dr-1F(2) d Le) dr72F(e)! fa) 
dan "f@ dar "darz2, 1 


m. 


1.4 I Ne] 


dan dar 
w ee 


Zu 1 (2) d’f(x) 


122 " da? 
tin—2. mr = 


\ 


3 


aus 31) ui. 
F\: arf(: d"![ F(z).f(x » 
er 
u. / OR US, 
rk ag I . 
2 2 m-D, da u 


d2FXa) d2fta) 


—4 
4a dn- I da? dx? 


ee 
x 
Fr 
3 
| 
— 
» 


© aus 32) für m anstatt n »* | 


fa drF(z) , d2=F(z) d2mf(&) 
* den _ den m t dam 
2 


| (Im. 


d-m1Fla) dnfla) 


da # ö I 


d"-mF(z) drf(z) NUR ir E der m "daem-1 


en" dan 12 dam 
156) da-m-2 Fe) dm-2fz) 


mm) © E ‚dam 3 
1.2.3.4 


da —2m F( dr-2mF(2) , 


d?m — dan—2m 


m 2(m 2_12)....(m?—m—12) 


DB 


Wa In. — 1984.10 SEE 


u 


> 
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aus 33)Afür m anstatt n * Mm 
IR daF(a) | demt1f(a) dr-2m-1F(2) 

Dr. "uf le 7) dar : ar er 

dn-m-1F(x) dmf(z) | 

dar -mı " dam 


dx 
dn—m—2 Fi) dr1f(z) 
m? a? I 


da —-m—2 daem-1 


} 


_m 
BE 
2102, da? 


dh „Per r@) anfa , W 
m-+2 m?(m?—1?) |: FREE dar I 
Se nr 3.4 d.x® 


2m. Zm?(m?—12) &:(m?=m—12) 


ch Om Iee "197614... Im 


a ro] s 


Arr—2m-1 n—2m— Ir 


de mtt 
ge og 


dr-1F(x) -2F(&) 
d"F(z) .f@) te | Br ‚fi @) | Aalrz nl ‚fix | » 
x"< 77 


n. | F(@).f(@)] 


da" 


Su. Bei, Fe » 


158) a dn-2f(&) 
£ ın—2 
+ den WERT er a 


dt 
„I dx) dr—Af(z) 
a E: ana 


d 
+(n— m) —_—.+.... 


aus Fi 
F: F\: 
. u fi BRUNS) i 


a7. (@), Ef“) (z) 


dnf(a) a 7 
159), = Fe). dar rn. ey 2 TI VDE. ® % 
' 2 dr-4f(x) 


4a da? ' dan-4 


“\ +2. (n—1)a REN 77 2% KR 


\ .. ” 
a“ A Er“ 


: . ee er Er. E7 


a . 37) für manstatten 000. | | ” r 
E73 . 
* w £ j > Be 2) = da-mFa) FR da mF(2) d2f(x) 
Rx 4 drF(&) is  dan2m IR E 4 [ n—ım ‚ray ] N m? dann" da? A | 4 
S Tan Sr ge Teoe sa in dam | 
° BO 
R | 5 de-m-2 Fa) a’flx) 
id m?(m2——1?) “. ” Pi m?(m?—1?)... ‚(m—m—123) de=mF(2) denf@) 
S #3. d er TER 1 O dan-m ' dam 
z 4 r 
rs und Aue 38), wenn m für n gesetzt wird: - ® PR 
u) 
SS | dn—2m-1F(x "de-m-1Fe) df(z)” 
N z er fa) | d®F(x) A 5 m dm — dar ml . ni: 2 
z Im+1 da?mH = 6 Wa MAP A T° dam Ä 
m \ . 
& | n-m— ih F 5f(&) 
< nf dr Fl) d’f@) Be OR N 
au „4 m? RB | dan-m—2 " da°® | m+2 m?(m?—1?) in dan -m=32 de 
dien I 738112 dam-i ie a ; 
» £ 
S gr 
s 2m  m?!(m2—1})... usa ri da=2m-1F(2) d2m+1f(z) r al. E73 * 
S s al 3 7 | } we ie " dan -2m—1 de?m+ Fe j 
i . n > 
Ms u 
5 ” ” i € . 


" 


# 


» > 
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Br’ 
"A E 89. 


li ®% 
Setzen wir in der bekannten Integralformel e 
3 Sudv = u —fodu 
dv= Adx, also v=/Adı, und u, so erhalten wir 
Her 2 
[Xxda=x/Xdz—[AXd2?, 


und durch wiederholte Anwendung der letzteren: 


” 


—rdafXdo— IXda®=afXdr2 - [Kde° 
PR da>= afXda?—2fXdar. 


0 Madar—/dafXxda2=fdr(afXda”— 2A) 
— fedafXxda? —_ YXdrt = af Ada? — Xda* P 


“ — I Xdat = a] Xdar — If Kar. 


Wie wir auf diese Weise weiter fortschreiten können, unter- 


liegt keinem Zweifel. Betrachten wir aber die Ausdrücke unter 
a), h), e) nur einigermassen mit Aufmerksamkeit, so erkennen 
wir leicht däs allgemeine Gesetz, unter welchem dieselben stehen. 


Esist namlich  - ® ” 


n BE n+1 
SKXxdar = afXdar — nfXdart. 


Den vollständigen Beweis dieser Formel kann sich der Leser 
leicht durch den bekannten Schluss von » auf n+1 verschaffen. 


* Die Anwendung dieser Relation auf die Hauptreihe 


3 m m m 
a—ar[Xdar, a=ar!fArda”, aan 2X. 


giebt uns folgende AiNErEnDenranher: 


erste Differenzenreihe. " 
m+1 ‚m+1 
% 2, =—morAfXdemti, da = — mar?f. , 
m4t1 
da, =—man-3 Xardamtt,.... 
E\ 
* 
° * a _ . % 


2 
b) [Kxda® —/dafXzde=fdx(z/Xdz — [Adx?) ® 


ö y s 


oskan Wern Bi ‚Theoriegder abgeleiteten Rein ’ PN f 


zweite iraueeniiehte, ’ 


Pi” 


| s 
m-4- n+2 
I?a, = m(m+1)ar-2 Kdzm +2, ER > Be 


® gn-a7 
Sa, =m(m+I)ar 2 /[X2?damt2,.... 
’ x u. Ss. w. 
“ > PraRR rte Differenzenreihe. » 


| m-4-r 
Ag=(-Drm(m-+))....(m+r—]) u; 


Ia=(—I])m(m+1)...m+r— _Dar-r-1 Fraaam,; 


Bene: 
© er 
Wir erhalten demnach, wenn wir der Kürze wegen 
2 [m =mm+1)....(m4r—1) 


etzen, vermittels dieser Ausdrücke aus Formel 21): 
€ 


1 m m m+1 | m+1 a 
“x l2rfXder —[Xardar) =ar U Xdamti4 ar 2/Xzdaerti 


162) e EN | > 
+ ar -I/Xr2damti 2... + JAarIdzmtı, 
# 
aus 23) 
’ ? m. m m+1 nu 
JSXardar — z[Adam — 1. [m ar YXdarti 
Em > ai: 
# + n,|[m]axr -2/Xdamt? —.... (—)r[m) [Xdamtr, 
aus 5) (L, 
” | m m4-n m * 
z"r/Xdar — [m] [Adam ar YXgdam a 
d m+1 m-+2 
“ “ 19 + [m 2 /Xzdar ti 4 [m]g&r-2/Xxdart2 
r | 


m4n—1 N 
+... +[mJa -ıfAÄzder th, 
% 


aus 27) | EN. 
® Kae Kazltn — anfXdam —.ın ar-YXrdam 14 
je 165) 


ip N,x"—-2 [Kardam — u (Drnn[Kardam, 


; .. 6.0 # % Pr ® 


166) 
Ss. 
& 
“s aus 3l) 
8 
R 
u 
S 167) 
S 
er S : 
& aus 32) 
SB 
© 168) 
8 
x 
ss“ aus E05 
a me 
169) / 
x r - 
P \ 


ei 
3 , 2 


s 4 
wu ae . | ® 
“ u _ =: Pr 
mt1 m-+2 mn 
a Paten — [m], a" 1/Xdazr +14 [m].a ar? (Xdant2— .... (—D)r[m]|n SAdamtr 
5 m-+1% m+2 
is: — — fXandam + (n—)), [m], z [A2r2dzm +14 (n—2), [m], 2? Be - 
an [Xdm + (Dr [m]. [Xdamtn— eardam tm Ama fKar-2damti ® 
n = nn, [rl a 
& m-+2 ä 5 
u in [m], 22/Axr- damt +... 
1 =” ip m+-n m-+n—1 
5 [ar SAda” + [m]on a" [X 27] = [m]n /Adamtr + 13 5 EB a1 [Xz2damtm-1 
2(n2—1? m4n—2 2(m2—1?2 BE. m2ı12 
Ron [Im]n-22"° [Xatdamtn-24....+ en — arnfKamndam, 
zu | ® 
Fe | 
. m m+2n+1 2 m+n—1 
en! [@”f- — [map ®1 Adamt2ntt]— malen +7 en. 15 15 [mr /Aardamtn 
* 7 m ” 
I n2:(n?—12  m4n—2 212). 462 —n— 12 m 
3 1004 Inge fArrdant +. a u RR re a a 


ne 7 u DER Rr Be 


ou 


* 


4 
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K, 


aus d ® FL a . 
ä } a | j D ; j = ; “ _ zu « 
170) anfXdam — an 1 (Xadam B_. [Kadam ME ‚(Dr x un > | 
E> Aw: Hr mtn—4 = 
ser a ad SAxd a Kitdamtni 4... > 
% ® 
aus * E: 2 
u 3 k m+n 2) m-4n— 
En (—D) [X dam + an [Adam —[m]n SXdamtn + nz» ne ee [Xadamtn-2 
4, m+n— 
Er GT. [m a. ge TXa?damtn-4 +... 
aus Ei 
m+2 
le Im) ana 
172) 1> 2 
n2(n?—1?) m+4 n?(n?—12)....(n?—n—1?) Bee : 
Fre ‚ml Ar aentn Hg [mbar Agent, 
und aus 38) 
a n m Te 
173) Fra Katıtda + /Ader]=] [m a-/Xar Ber 2 Im lea 
| n42 na). mio On n?(n2& 19. (nme Bu} 
so +5 TIERE ie See en [mon [Xdamt at. 
- ö » ® 
5 RR s 
du 8 o 
A “ | 
. a.“ we Pr. 


v & t > — # 


Oskar Werner: Theorie der abgeleitelin Reiten. 331 


Setzen endlich in Formel 165) m=1, so erhalten wir 
vo |" Re 1 [Xdaet an (Xda —yari [Xrdz | 
+ 2, 272 [Xa2?dz —....(— Yan Pkard. 


In dieser Gleichung spricht sich das bekannte Verfahren aus, 
. höherer Ordnung in einfachen Integralen auszudrücken. { 


. 
$. 10. 


Bisher haben wir uns stets nur mit endlichen Reihen be- 
“  schäftigt. Es bleibt uns noch übrig zu zeigen, wie sich die Theo-,, “ 
"ee höheren Differenzenreihen auch auf die Entwickelung von 
unendlichen 1 en any vente lässt. Wir gehen zunächst von fol- 
gender Entwickeinng 2 


ti Ki — een —=sinr.cosarc SI+FPßcosp e F 
i Bsinp 
+ cosr.sinare SI+Bßcosp 
2 EEE Re 2 
v1-F2ßeos p+ß? "NTPBeosp+ß? 


ırch Multiplication mit Y 142ßcosp+Pß2 ergieht sich hieraus: n 


2Bcos Pre (7+ WS 069) —sinr+ßsin (r+9); 
» 
‚oder, w wenn wir der Kürze wegen | 


= NGERICTTEN 


Psing 
y==aretgz Fßcosp 


„ setzen, | - % 
A © gsin(r+y) =sinr+ßsin(r+9). 


Vermittels dieser Relation entwickeln wir aus der Hauptreihe 
[74 


a,=sinr, 1=gsin(r+Y), a,— 9?sin (r+?2Y),.... 


folgende successive Differenzenreihen: € 2 “ 3» 
| 


” erste Differenzenreihe: . 


In=Pß sin (+9), fa, =Pgsin(r+p+Y), dag = Pg’sin(r+9+2Y).-- 
nz 


en ze 
. A, On Bw 


» 
j 


& 


allgemein: 


4 ed 
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| zweite Differenzenreihe: ‚e 
Pa,=P?sin (r+29), 2a, = B?gsin(r +29 
* AS2a,= ß? g?sin(r +29 +2y),...: 


U. S. W. 


nte Differenzenreihe: 
Ara, = Prsin(r4-np), Ira, = Prgsin +y), $ 
ray = Prg?sin(etnp ty). 


- 


Na; — rg? sin (r+np+zy), 


„und hieraus unter Anwendung der Formel 22) 


; Psin(r+ny)=sinr + n, Psin ? u; DB ” 
+. HR PB” sin(r +mp) + 
175) m ßmt1 (n—1)msin (r-+m+ 19) 

+0 —2)m g sin (rtm+Ip+y) + (n—3)mg?sin (rfm+1g429) 


” +... +Mmmg"-” 1 sin (r+m+1lp+n—m—1y)}. 


2 


Dieses Restglied R„ lässt sich aber, wenn wir den Satz 


Nm+ı = (n— 1) m + Ra — 2a tr I)m +... + Mm ei, 


*) Man üherzeugt sich nämlich leicht von der Richtigk er Re- 
lation 
N m+ı 7 amt = ER A 


F 


Setzen wir nun in derselben für 2 der Reihe nach m-+1, m, 


2 n+3,.... 2—1,n, so erhalten wir folgende Gleichungen: 


u” 


aus deren Adlilion die Gteichung 


(m+)m+ı — Mmtı =Mm;, 
42 mtı —m4Dmt =(m+ 1m, | 
(m43)mtı — (m42) mp =(m+2)m, | 
R—NDmtı -Rr—2)mtı =R—2%)m a 
Nmtı — R—1)mtı = (R—])m ur  _ 


Nm+ı — Mntı = Mm + (mt1)m + (m+2)m +... + (n— 2) m Bee 


” 
oder, weil offenbar Mm+1=0, die zu verifizirende Gleichung 


Nm+ı — (n—Dm +Rr— 2) m + (n—3)m + .... 4 Mm 


entspringt, D 


“ a 


r Ä | & 
) ” Pr ® Peer 


“ i ; 


53 benutzen, noch unter folgender Form darstellen: 


+ 


* 


Pn 
Rm=Nm4ı Pt 


+... + mm" m-Asin(r Hm+lp + n—m—1y) 


(r Ym tr —- m +R—3)m+ ....+ Mm E33 


oder nach dem bekannten Satze von den Mittelgrössen: 
Do TH Ba Ft ne ro r] 2) 32 
sotSsi ++... 0 8% 3 


| » 


*) Unter der Mittelgrösse M(@,b,c,d,....) versteht man eine Grösse, welche kleiner als die grösste, und grösser als die 


kleinste der Zahlen @,d,c,d, .... ist. Sind $,, $Sı> Sa; ++. wesentlich positive Zahlen und ist = der kleinste und E der 


Theorie der abgeleitelln Reihen. 


Sm $n 
“ . To Tı W222 . 

.. ‚grösste unter deu Quotienten —, —, —,e.... 50 gelten folgende Beziehungen: 

n - So Ssı1ı 92 

So u 

ir ° Tn, Tr "m In Tr 

[6] [ - m 

vo ® gi > En > folglich So >r> RY 

> Sg ‚Sm So Sm Sn r Sm. . 

S > 
; = E3 x „ 
En ; N 


” 


(n— D)msin(r+m+19)+ (n—2)mgsin (+m+1p+yY)+{n—3)m Ges (r+m+19+2 \ E 


E 
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an 
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E3 


“ 
« 


# I 


* 


SE SE 
R=untß"t IM (sin (+m+19), gt rmtl p+Y), g?sin(r 


N 


Setzen wir in a 175) je so erhalten wir, wenn 
1% j Br. 
un 


. Ab ER * 
& \ . 1 
„ sing 1-- | 
ant re =) I” sn| r it n arets ——— J=sinr+e.sio(r+p)+ 7» . 02 sin (r+2) 
Er 1+- cOSp | 
E-= 
—] 
‚de HH. 
1.2. BEER 0 FL 9 RER RT + Te 7 2 ann ot FRE 
Eu P 
Daher erhalten wir durch Addition dieser gefolgerten Beziehungen: _ « . 
Tn fm 
 etratat)>rotritret.. > ots +sg+....)> Pr 2 
und durch Division mit ss,+5ı +5, +- --- 
ro+trıtr2 bee fm S 
E03 ’ eo sotstst.- > In ® 
woraus man sofort dte Richtigkeit des zu beweisenden Satzes erkennt, e 
” 
# 


+m+] 942%) Em. MB... sin (+mtlo+n—m—1y). 


\ 
* 


nn Ki zugleich an die Bedeutung der Symbole 


“ 


- 
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=“ 


% 
sion +m+1p), 


Een 6 NETTER BEE A BED 5 .an+l, M 


Er 2:8. 1 2 n+1 
Sn ) BEETSSZIE ); Fan u, 


S 


n—m—1 


er | „| 1425 e0sP+(&) ] 
2 \ f 


und wenn wir zur Grenze für unendlich wachsende n übergehen: 


ee 
j rt 
& er . ” 
unfisiot(, 8 T sin narctg - = Sera I a 5 sin (+29) 
| 14 cosp 0 
v u: ,.@ u 
« .. r era EEE er Fr Ein +mpH+ Rn, 
* T ii 


_ 


m a : z 3 3 5 


Me 


= sin 
zur 


— sin 
n p 


& 


1+- cos ) 


1+ „ c08p 


& 


„ sinp 
sin (Hafer —-m—]) arte —— 
5 cosp 


& 


) 


» u. | Be 


wos . | 23 = a ne / | 
| 3 n . er 
| nt | 
. * / sin (r+ m+l1 9; ar ) 
u = I K A : } | | 
“ IR | — sing = , 
Beil =) F Be, 
Ss 1 ur cosp 
ES 
I R amt1 2 n 
S E-—E, Wer Wo: ra Zr n 
N - 1.23..@m FD)" ) [14s2 cosp +(4 ) f sin („Hm 9 + 2aretg ——— n_ — Ya 
S Ir cosp 
IS 
d 
R | u a En ” 
Oo 
= fs eosp+(©) | u arcig 7) % 
E . 1+7c0s9 
: / 
& Könnten wir beweisen, dass Rn=0, subald wir m in’s Unendliche wachsen lassen, so würde 
& a 
S Lim | 142% cos + (* ) I in ra nante u) 


14 —- cosp 


der Reihe” rechts. gleich sein, die sich dann in’s Unendliche erstrecken würde. 


* 


» 


+ 


= 
ne: ne = . B ER 


e.w., ’ 
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Dass diess wirklich der Fall ist, kann auf folgende Art leicht 


amti1- 


rentigt werden. Zunächst Ar at Factor 143.7 210 Gn+D 


Form en gen A gebracht werden... Ist nun «@ zwischen 


auf die 


den Zahlen r und r-++1 eingeschlossen oder der Zahl r gleich, so ‘ 
haben wir “ 


ET. 
TO eg at 
& & & & 
Der Theil ——-....- ist endlich und der Theil. 


ı 2 5 a r+2""m+1 
esteht aus einer lichen Anzahl von echten Brüchen als Fa- 
ctoren, deren zu: sämmtlich von m unabhängig sind, weswegen 
dieser “Theil offenbar der Grenze 0 sich nähert. Multiplicirt man 
aber diesen Theil mit dem vorausgehenden endlichen, so muss 2 
sich dieses Product sicherlich auch der Null nähern. Daher ist 


Lim 123..m mn” 

Jetzt kommt es also nur noch darauf an zu zeigen, dass oft 
genannte Mittelgrösse endlich oder null sei. Da jede der in ihr 
enthaltenen Grössen einen Sinus als Factor enthält, so muss eine 
solche Grösse kleiner als der Factor sein, mit welchem ein sol- 


cher Sinus verbunden ist. Es bleibt uns daher nur noch übrig zu 


2-1 
untersuchen, ob jede der Potenzen von | 1+2%c0s9 + () ä' 


endlich ist. Alle vorderen Potenzen dieser Grösse, die in genann- 
ter Mittelgrösse vorkonımen, sind, da sie von n und ın unahhängige 
Exponenten haben, endlich. Die letzten Potenzen von 


| 1+2£ eosp+(*) ]' r 


dieser Mittelgrösse erfordern jedoch, weil sie von 2 und m ab- 
hängen, eine besondere Betrachtung. 


Zunächst bemerken wir, dass eine derartige Potenz unter der 


24 | 
Form E +2 cosp +(%) 1 z enthalten ist. Um diesen Grenz- 


werth zu bestimmen, benutzen wir den Satz Zn 


I 
Lim i+s)°—e 
Theil XX1. ” 23 


- Oskar ER ze der u A 
“©. r i 
Lime—=0*). a 2 


w u 


| *) Sei zunächst »2 eine positive ganze Zahl > 1, so ist nach dem 
Binomialtheorem 


GH) a u a udn ) I m m-Dm—-2) 1 


" m? Be A ! ’ "m3 
m(m—])....m—m—I1) |] 
sr 1.2.2 m mm 


ei 


Ri 
‚ICH 


1,2.3. m 


In den Gliedern dieser Reihe, welche von 2 abhängige Zähler ent- 
halten, kommen lauter Differenzen als Factoren vor, welche offenbar 
positive echte Brüche sind, da kein Subtrahend die Einheit übersteigt. 
Wir “erhalten daher, sobald wir beim zweiten Gliede stehen bleiben, fol- 


gende Vergleichung: | 
1 I\” 9 
( b;) > 2. 


2 

Ferner ist offenbar 

1 Re ae ] 

A <Iml4s tr. tt 
oder nach der Lehre von den geometrischen Progressionen ENTER * 
I“ % W 

(145 5)" < 142 (1-5 en 
folglich auch 
Im 3 
Daher haben wir eV. ir 
Pr m a 1 2 #4. ei 
> (14,)">2. ar 


rn 
m 
Wir sehen hieraus, dass ' +) „eine Grösse ist, welche für 2>1 


* 


& 
er... Art abgeleitelen Reihe. “ 


. - on Satze int. 


Br Fran 


(ı 1--") 3(2e0:9 + u 


— Lin 


,]: DRS 3 


[+ = (2eosp+ 
— Lim ‚e- )2 (200945) — e@cosp, 


jederzeit zwischen den Zahlen 2 und 3 enthalten ist; also ist auch 
1\” s 5 i j 
Lim (' +.) mm — j eine zwischen 2 und 3 liegende Zahl, die 


wir, ohne ihren genaueren Werth zu erforschen, durch e bezeichnen 
wollen, so dass in diesem Falle E 


“ I\m 
; Jim (1+;,) z=p% 
m 


Ist ferner g ein positiver Bruch, so ist dieser zwischen zw iti- 
ven ganzen Zahlen 2 und 2 -}+1 eingeschlossen, so dass ; 


n<e<r+tl. 
Hieraus folgt . 
® 
4 Sırı Du 

und 

" „1\eH 1\e 1 
® (1+,) BR) wu 
öder 


> 


Beide Grenzen, zwischen welchen (145) liegt, nähern sich aber, 


wenn 2 wächst, nach dem Vorhergehenden immer mehr und mehr der 
Zahl e, folglich muss diess auch für die,dazwischen liegende Zahl 


(14) stattfinden. Daher haben wir auch in diesem Falle 


we Lim (14! Fin 4 


"sa Oskar Mer: Tneohte der ui A 


also endlich, folglich hat auch die z hüterdndheifien Mittelgrösse" 
einen» endlichen Werth. Aus allen iesen Untersuehungen ge 
hervor, dass | f>\ 


\ 


3 e 5 f | 
o-12 —singp 
Lim 1 142£c0s9 +(£) ] sin ( r + narctg —— ) 


\ I+cosp 
i DR Re ’ Are 
—sinrt j-" (r+9p) + y5sin (r +29) + .... in inf. 


Der erste Factor dieser Limes kann nach dem Satze 
1 


Lim 1-+:)°=e für Lime—=0 Pen ® 
folgendermaassen bestimmt werden: # nz \ an U) | 
2242 
a ( 
Lim 142% c0s9 +(©) 
[ 1 
5 (20089 +- =) 


— Lim 


rt 


—_ Limaert FR 


. Ist endlich # eine negative ganze oder gebrochene Zahl, so können 
wir @«—=—(v-+1) setzen, wobei » eine positive Zahl bedeutet, Diess 
vorausgesetzt, ist ® 


I1\# 1. Ne “‘ 1 net v+I\rH 
(+, =) las Er (5) 
| v+1/ } “ 
% ee (145) - (1+,,) 3 


folglich, wenn wir zur Grenze für wachsende 7 übengeheng da v posi- 


tiv ist: 
tim (1+2)" — Lim ul) ai 


Lim (14) =e für Lim 0=%& 


Der Satz 


a“ 
-_ 


gilt sonach für jedes o. Hieraus geht natürlich auch hervor 


eur | 
Lim (l+9)°=e für Lime=0. n. 
ß 
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Der zweite Factor dagegen kann, wenn wir von dem ‚Satze 


Lim tie: —  =1für Lim: = 0%) Gebrauch machen, von dem hu 
Lim auflfölgende Art befreit werden: AN 


= sing y m 
‚Limsin (atnarct —) 1 
14 coSp | 
i % 


eG . 

—sin 

wu. 
arcig 


Een} bl 
1+ „cosp „Eine 
©  =Limsin( r+ ———x we) 
a a ai ms Em cosp 


and cosp 


— Lim sin Ei N MM een) = sin (r+ esinp). 


14° — C0Sp 


Wir erhalten daher aus dem Vorhergehenden als Endresultat: 


2 
176) e«eos9sin(r+esinp)=sinr+ T sin (r+9)+ T5sine+2p)+-... 


*) Bezeichnet z einen Bogen, welcher <> so gilt bekanntlich 


g2>xz>sinz; 


folglich, wenn wir T=arctgs setzen, 
& > BrelE 6 See Var: 3 

oder 

eg 


Ns > 


en 


Für: Lim e—=0 fallen die Grenzen, zwischen welchen ps: einge- 


schlossen ist, da jede derselben der Einheit gleich ist, zusammen, wes- 
wegen auch 


a Lim erei8?. =1 für Lime=0. 


3 Oskar werner: der atoeteteren? Ken | 


®“ oz T fi 
und, wenn wir »-in r+3 5 Ae- ‚lassen, . ‚ao 
* e ee ® 


177) e*“0sPcos(rtasinp)=cosr+ 1 — cos(r+p)+ 1. cos A . 


Diese Formeln gestatten wegen ihrer Allgemeinheit mannich- 


fache specielle Folgerungen, von denen wir hier nur wenige bei- 
fügen wollen. 


Aus Formel 177) erhalten wir für a. die Benno 
Exponentialentwickelung N 


2 3 
179) e=14 + tot 
EN ke FT TOT “ 


woraus für «1 die genauere numerische Bestimmung von e folgt. 
E3 
Endlich ergiebt sich aus 176) und 177) für r=0 und 9=5: 
a ud * 
2323.00 er 


a? A 
De Eee re 


179) sina Br LI 


* 
a = & 
= 
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= 
Einige Bemerkungen über den abgestumpften Kegel 
mit Rücksicht auf praktische Anwendung. 


” | Von u 
= dem Herausgeber. 


R 3 KAREET 7 


Der abgestumpfte Kegel ist bekanntlich ein Körper, welcher 
bei Be Geschäften häufig in Anwendung kommt; den In- 
halt eines Baumstammes z. B. wird man nach meiner Meinung 

' immer. am Genauesten erhalten, wenn man denselben in mehrere 
abgestumpfte Kegel. zerlegt; Braubottiche und Me F ö 
haben häufig die Gestalt abgestumpfter Kegel, u.s.w. Die 
nung nach der gewöhnlichen Formel für Rate Inhelt des abge- 
stumpften Kegels ist aber immer etwas weitläufig, und insbeson- 
dere ist dieselbe nicht geeignet, um auf sie die Construttion einer, 
die Rechnung erleichternden Tafel zu gründen. Ich will daher 
im Folgenden eine Tränsformation der in Rede stehenden Formel 
mittheilen, die mir vor den verschiedenen, schon in Vorschlag 
gebrachten Umformungen dieser Formel einige Vorzüge zu haben 

heint; und so einfach und unbedeutend die Sache auch in theo- 
retischer Beziehung ist, so dürfte sie doch auf der anderen Seite 
in praktischer oder technischer Beziehung einige Beachtung v 
dienen; vielleicht ist dieselbe anch schon. bekannt, gewiss N: 
nicht so allgemein, wie sieesnach meiner Meinung zu sein verdient. 


Bezeichnen wir wie gewöhnlich die Halbmesser der grösseren 
und kleineren, sogenannten unteren und oberen Grundfläche des 
abgestumpften Kegels respective durch & und r, seine Höhe und 
seinen Inhalt respective durch A und K, so:ist bekanntlich; 


l) K=!nh (R? +Rrd4 +72). 


R?+ Kr +r?= R? +2Rr +r?2—Rr, 


T ®, n 
Nun ist abeı 
ht ö i 

2 732 — BR? I 21% i 
Mr R2+ Rr+r?=R Rr+4r?+3Rr; w 


u» 
/ .. 
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also | u ar, 
R?+Rr+r?=(R+r’?—Rr=(R—-r?+3Rr; ° 9 

folglich nach ]): | Ey 

K = 3rhi(R + r)? — Rr}, 

k = !sh{(R—r)?+3Kr}; 
oder 
3K = }sht3(R +r)2—3SRr}, 

K=!sh(R—r)? +3Rr}; 

woraus sich durch Addition: 


AK—ıahtl3(R+r)? + (Rom? 
also ! 
2) K=rsmhl3(R+r)?+(R— rn?) 
oder . 
3) K=4nh(R+r)?+ 5uh(R—r)2 


ergiebt. Bezeichnet man zwei Cylinder, welche mit dem abge- 
stumpften Kegel gleiche Höhe und zu Halbmessern die Summe 
R-+r und die Differenz R—r haben, respective durch Orr und 
Cr-r, so ist 


L) Ck+r = sch (R + r)2, GR. re sch (R—r)?; 
also nach 3): 
4) k= 3CR4r rt 15 ÜR-r- 


Nach meiner Meinung sollte man die zur Erleichterung prak- 
tischer Körper- Berechnungen entworfenen Tafeln nicht zu sehr 
vervielfältigen; hauptsächlich und vor allen Dingen sollte man sein 
Augenmerk auf die Berechnung .einer recht zweckmässig einge- 
richteten Tafel zur Bestimmung eylindrischer Räume richten, deren 
Construction nicht der geringsten Schwierigkeit unterliegt, da eine 
solche Tafel nur zwei Argumente oder Eingänge, nämlich Höhe 
und Halbmesser, zu haben braucht; suchte man nun, was sehr 
häufig in zweckmässiger Weise angeht, die theoretischen Formeln 
zur Berechnung des Inhalts der Körper so einzurichten, dass die- 
selben als Summen oder Differenzen von Cylindern oder als Sum- 
men oder Diflerenzen gewisser Vielfachen oder gewisser aliquotem 
Theile cylindrischer Räume erscheinen, so würde eine Tafel ‚wie 
die von mir gewünschte, eine allgemeine Tafel zur Erleichte- 
zung aller Körper-Berechnungen sein, da eine Multiplieation oder 


“ di. 
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COM der aus der Tafel‘ zu 'entnehmenden Zahlen mit. einer 
ganzen Zahl von mässiger Grösse in der That .nicht sehr in Be 
tracht kommen kann, wenigstens für den, dereinige mathematische 
Kenntnisse hat. Besitzt man aber eine solche Tafel zur Berech- 
nung cylindrischer. Räume, deren Herausgabe in recht zweck- 

mässiger Form ich im Interesse der Praxis für ein verdienstliches 
Unternehmen halten würde und zu der ich wohl auffordern möchte, 
so ist die Berechnung von Kegelstumpfen nach der Formel 


KK: 1Cktr +7 sÜR-r 


sehr leicht, was einer weiteren Erläuterung hier nicht bedarf. 


Uebrigens würde man auf die vorstehende «Gleichung auch 
zweckmässig die Berechnung einer besonderen Tafel zur Bestim- 
mung von Kegelstumpfen gründen können. Solche in der Praxis 
vorkommende Körper weichen fast immer nur sehr wenig von 
Cylindern ab oder es ist bei denselben R—r fast immer nur eine 
sehr kleine Grösse, und auch die Höhe % wird meistens nicht.sehr 
beträchtlich sein, wenn man namentlich, wie etwa bei Baumstäm- 
men, den zu berechnenden Körper in. mehrere einzelne Theile, 
die man als abgestumpfte Kegel betrachtet, zu theilen genöthigt 
ist. Wenn man nun für die Grösse ei 


a; ıCrHr = zrnh(EK+ Tr)? 


eine Tafel mit den beiden Eingängen oder Argumenten R-+r und 
h berechnet, so wird man dieser Tafel leicht noch, eine kleine 
Correctionstafel für die immer nur sehr kleine Grösse 


1 CR-r = 1auh (R—r)? 


beifügen können, und mittelst dieser beiden Tafeln wird sich dann 


" der abgestumpfte Kegel 


K=1C0Rp + 15CR-r 


bloss durch eine einfache Addition zweier Zahlen Er jeder. 
forderlichen Genauigkeit berechnen lassen. 


In der Praxis kommen auch häufig abgestumpfte Kegel mit 
‚elliptischen Grundflächen vor, wie denn z. B. nicht selten Brau- 
bottiche u. s. w. eine solche Gestalt haben. Es möchte daher 
nicht unzweckmässig sein, dem Vorliergehenden bei dieser Gele- 
genheit noch ein paar Bemerkungen über die Berechnung derarti- 


" ger Körper hinzuzufügen. Zu dem Ende wollen wir für die beiden 


elliptischen Grundflächen eines solchen abgestumpften Kegels die 
halben Hauptaxen durch A, a, dagegen die halben Nebenaxen 
durch Bs b, die Höhe dieses Körpers aber wie gewöhnlich durch 


u. ww * 


5 
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‚h bezeichnen. Dann erhellet zuvörderst leicht die Richtigkeit der 
Proportion: | 
A:a=B:b, °? 
aus der auch ie 
A-a:A=B-b:B, } 


A—a:a =B—b:b 


folgt. Ist nun x die Höhe des sogenannten Ergänzungskegels, so 
ist offenbar 
A:a=B:b=h+ex:z, 


also % 
Az=a(h+z), 
woraus 
u ML. 
IDylaT Bu 
A: Bi v 


a ge 


folgt. Ist jetzt wieder K der Inhalt des abgestumpften Kegels, 
so ist nach der Lehre vom Kegel und von der Quadratur der Ellipse: 


A ’ 
K=1!nrAB Par — imab-*- j 
also: 
mwA2B— a2b)h, 
ON Ahr 3(dA—a)  .’ 
oder auch » 
Ü 
» 
K=;nAB ei j 
aldb 
ur n(AB? — ab?)h ». 
IK BEIN... 
N ist aber nach dem ÖObigen: . f 
u i BR. 
w ng ahbAn .® 
b= 4. | 


also nach 5) und 6): | h: 

| 2 Pr a 3 
y vi"Bi4’—ad)h _nAB’—b)h, | auf 
Minis: sin sAlARe) ET ABB % 


“ 
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ä Ischl A2-F Aa-ta?) — - ‚Isrh (A?+ Aa-+a?) 


et; 
a 
a 


3ch(B>4-Bb+09) =, ich (B>4-Bb+02). 


Setzen wir nun auf ähnliche Art wie oben: 


Cita = nh(A-+a), Ca--—=nh(A—a); 
CBp = sh(B-+6)%, Cs —=nh(B—b)?; 


so ist nach dem Obigen: 


B 
89) K=TiCitat 1504.) 


b 
2 ee Pr (4CA1ta + 15C4-.) 


A 
> (a CB4 +r% C»-:) 


° 179 
z GC + 7sCB-»). 


Man kann also auch die Berechnung elliptischer Kegelstumpfe 
auf die Berechnung von Cylindern zurückführen und die oben be- 
schriebenen Tafeln zu deren Berechnung benutzen. Weitere Fol- 
gerungen hieraus zu ziehen, ‚überlassen wir dem Leser. 
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r 


Einige Bemerkungen über die Gleichungen des drit- 
. ten Grades. 


Von 


BB u rn Herausgeber. a 


In der Abhandlung Thl. XI. Nr. XXX. habe ich den folgen- 
Satz von, den cubischen Gleichungen bewiesen, ohne dabei 
irgend welchen Gebrauch von der cardanischen Formel, die für 
‚nich überhaupt immer etwas Zurückstossendes hat, zu machen; 


R 


ö 


” % 
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Wenn die gegebene cubische Gleichung Zur; 


22 +a22 +bate—=0 


ist, und 
A RB 
RD 5) ; 7 
4 1 
B=—-6—-ze)” 
gesetzt wird, so hat, wenn 
| 42?—B>0 
ist, die gegebene cubische Gleichung eine reelle und 
zwei — natürlich ungleiche — imaginäre Wurzeln; wenn 
dagegen 
A?— B=0 


ist, so hat die gegebene cubische Gleichung drei reelle 
Wurzeln, von denen zwei einander gleich sind; wenn 
endlich 

A?— B<O 


ist, so hat die gegebene cubische Gleichung gleich- 
falls drei reelle Wurzeln. Er RR TR 


Bei der Beurtheilung der Möglichkeit oder Unmöglichkeit der 
Wurzeln der eubischen Gleichung 
ie 
| 23 + ax? +bx+c—=0, ” 
die eine vollständige cubische Gleichung ist, in welcher das zweite 
Glied nicht fehlt, kommt es also lediglich auf die Beurtheilung des 
" 


Werthes der Grösse | 
AB—-B, 
d. h. darauf an, ob | 1er 
| > | . 
A®—-B=0 
< 


ist, indem dem obersten Zeichen eine reelle und zwei imaßinäse, 
dem mittleren und untersten Zeichen drei reelle Wurzeln entsprechen. 


‚Nach dem Obigen ist 


7) 


PR RR 
2-B(ge-zate) nn) Mölan 


j } | N 
%o N Ye 
% E 
* 


also . 
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'972.(42—B) = (2a? —9ab + 270)?435— a2)? 
oder f 
272.(4?— B)=13(9ce—ab) — 2a (3b — a2)? +4(35 — a?)3, 
so da®s man also meinen obigen Satz auch auf folgende Art aus- 
sprechen kann: 


Jenachdem man in der Bedingung 
Ä > 
(2a?—9ab + 270)? +4(35 — a2)? = 0 
< 
oder, was Dasselbe ist, in der Bedingung‘ 
> 
\3(9c— ab) —-2a (db — a)? +45 — ad) —0, 
< 


das oberste Zeichen oder eins der beiden unteren Zei- 
chen nehmen muss, hat die cubische Gleichung 


z2?+ax?+b2+c=0 


eime reelle und zwei imaginäre oder. drei reelle Wur- 
zeln. 


“In der Abhandlung Thl. XXU. Nr. IH. hat. Herr Schulrath 
Müller in Wiesbaden, sich unmittelbar an die cardanische 
Formel anschliessend, den folgenden Satz bewiesen, wenigstens 
würde ich mir erlauben, denselben auf folgende Art auszusprechen: 


Jenachdem man in der Bedingung 
3 x 
(ed — Py)?—4(ay — B?) ii 


das oberste Zeichen oder eins der beiden unteren Zei- 
chen nehmen muss, hat die cubische Gleichung 


0.2? + 3ß2x?+3yr +09=0 


4 
eine reelle und zwei imaginäre oder drei reelle Wur- 
zeln. ”w r a 


Es war zu erwarten, dass beide Sätze im Wesentlichen völ- 
ligyeinerlei und nur rücksichtlich der Form der analytischen Aus- 
drücke, auf die es bei diesen Sätzen ankommt, verschieden sind. 

ies etwas näher zu erläutern, ist der hauptsächlichste Zweck 
FF Zeilen. r 
u 


Fer 


Fu 


Pe, £ 
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Zu dem Ende will ich den Satz des Herrn Schulrath Mül- 
ler zuerst auf die cubische Gleichung: 
ex + Bx?° +yr +9 =0 


anwenden, d. h. ich will in der von demselben angegebenen Be- 
dingung für &, P, y, Ö respective «, 1ß, 1y, ö setzen. Dadurch 
wird die in Rede stehende Bedingung, wie man sogleich findet: 


(908 — By)2—4(3ey— 8%) (3Bd— 7?) = 0, 


in welcher Form ich überhaupt für den praktischen Gebrauch die 
Bedingung Jieber ausdrücken möchte. Wendet man. nun diese 
Bedingung auf die Gleichung 


a? +axr+bz+e=0 
an, d. h. setzt man 
dk, Ba, syrab, db=6; 


so erhält man die Bedingung: 


pe 
(9c — ab)? — 4(36 — a?) (3ac — 6?) 3 0, 


Er 
" und es frägt sich nun, ob mit dieser Bedingung meine obige 
Bedingung 
1 os 
(2a? —9ab + 702 +A@b a) 0 | | 
< 


einerlei ist? Entwickelt man aber die Grösse, . 
| 1 
(2a3 — 9ab +27c)2 + 4(9b — a2)? 


und hebt auf, was sich aufheben lässt, so findet man für dieselbe 
den Ausdruck 


27 (— 202 427024 datc— 1Babe +48), 


folglich die Bedingung: 

f > “: 
n — a2b? + 270? +4a°c — 18abc + al | 

Entwickelt man ferner die Grösse . 


Gab? —ABb— ad) Bac—b), ,  W “ 


und (hebt , ar auf, was sich aufheben lässt, so erhält man für 
dieselbe den Ausdruck: z | "a 
' ” [zZ 
® 
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| 3(— a2524+2702+4a?c—18abe +43), 
folglich die Bedingung: 


> 
— a?0?+27c2 + da?c — 1Sabe +43 — 0. 
* < 
Hieraus sieht man also, dass meine, schon im Jahre 1848 an- 
BRga hg Bedingung: 


” 


(2a? — 9ab + 270)? +4(3b — 20, 
und die Bedingung des Herrn Schulrath Müller: 
I: 
(de — ab)? — 4(3b — a?) (3ac— bb?) —=d, 
< 


in der That im Wesentlichen völlig einerlei und nur dem Aus- 
drucke nach verschieden sind. 


Ich bin gern bereit, dem Müller’schen Ausdrucke, nament- 
lich in der obigen, von seinem Urheber ihm ursprünglich gege- 
benen Form, den Vorzug der grösseren analytischen Eleganz zu- 
zugestehen, und viele Andere werden sewiss derselben Ansicht 
sein, um so mehr, weil die Grössenform («d—By)?—4(«y—P2)(Bd—y?) 
bekanntlich in ganz ähnlicher Form auch bei vielen anderen Un- 
tersuchungen auftritt. Jedoch glaube ich auf der anderen Seite 
sefunden zu haben, dass mein Ausdruck, namentlich bei allge- 
meinen analytischen Entwickelungen, manche Vortheile vor dem 
Müller’schen darbietet, was ich vielleicht einmal bei einer an- 
deren Gelegenheit näher erläutern werde. Für jetzt will ich nur 
ganz in der Kürze bemerken, dass z. B. aus meinem Ausdrucke 
sich auf der Stelle ergiebt, dass, wenn 


3b—a2>0 we 
ist, niemals 


2a? —9ab + 270)% + 485 —a2)°Z 
sch kann, sondern immer 
(2a? — 9ab + 270)? +4(3b — a2)? > 0 


sein muss, was unmittelbar auf den folgenden, wohl einigermassen 
beimerkenswerthen Satz i 


Wenn 3b—.u?2>0 Ki. a?<3b ist, so hat diegeubische 


Gleichung a oh 


ad a De 
Br 
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a°+ax?+bx+ce=0 


jederzeit eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln. 
Weil nach meiner Meinung der vorliegende Gegenstand für. die 
Algebra wichtig ist, so habe ich denselben hier etwas näher-be- 
sprochen, und will mir erlauben, diesen Aufsatz mit der folgen- 
den, an die Leser dieser Zeitschrift gerichteten Bitte zu schliessen. 


‚Aus der Theorie der Flächen des zweiten Grades in der Geo- 
metrie und aus der Theorie der Hauptaxen der Systeme materiel- 
ler Punkte in der Mechanik weiss man, dass cubische Gleichun- 
gen von der Form: 


(z2—a) (x—b) (© —c) — d4(2—a) — e(2—b) — f?(x—ec) +2?def=U, 
d. i. von der Form: 
z23—a| 2?+ab | 2 abe \ 
—h +be +add 
—c +ca + bee BR > 
—aa| +eff 
In are +2def 


If 

jederzeit drei reelle Wurzeln haben. Man hat für diesen Satz 
auch schon verschiedene, ziemlich künstliche, rein algebraische 
Beweise gegeben, von denen einer in meinen Elementen der 
analytischen Geometrie. Thl. U. Leipzig. 1839. S. 199. 
$. 72. mitgetheilt ist. Es scheint mir jedoch interessant zu sein, 
die obigen allgemeinen Kriterien, nach denen man die Anwesen- 
heit der reellen und imaginären Wurzeln beurtheilen kann, auf die 
vorstehende, sehr merkwürdige und wichtige Gleichung anzuwen- 
den, was freilich, wie sich voraussehen lässt und wie ich bei ge- 
machten Versuchen auch schon zu erfahren Gelegenheit gehabt 
habe, auf ziemlich weitläufige Rechnungen führt, die aber auch 
jedenfalls zu bemerkenswerthen algebraischen Relationen führen 
werden. Ich halte aber einen solchen, auf blosse 'elementare #- 
braische Rechnungen gestützten Beweis für verdienstlich und für 
ein wünschenswerthes Besitzthum der Wissenschaft, weshalb ich 
auch einen solchen Beweis gern in: das Archiv aufnehmen würde, 
und die Leser dieser ‚Zeitschrift zu, dessen Aufsuchung,  diegin 
der angegebenen Weise mir selbst noch nicht gelungen ist, auf- 
zufordern mir erlauben möchte. fr 


EEE — - u” ' 
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 Uebungsaufgaben für Schüler. 


Arithmetischer Satz 
von 


Herrn Oskar Werner, 
Lehrer der Mathematik zu Dresden. 


Es ist jederzeit: 


| a2 - 52 
ab = (ab)!; 
i a3 53 c3 
2 arte -yda-dte-ab-Jte-de- % 
| | (ab)? (ac)? (be)? 
. ME et esee 
” abe=(abe)!; 
® 
Ye # at ee. | 
9 arsch ya-oa—atG-=ab-9)0=A) 
ig | d* ae 
| re Za)(e-b) (ed) (da-a)a-b)d—) 
| | (ab)? 
ab act ad+bc+bd+cd— (@=e)(a—d) <6-)6-0) 
RER Aperalkhite.L bare lei 
Fa=b)a—a)x eye A) Fady) x (Na 
| | h (be)? a" (dd)? 27 
+06) x en + 6=96-)xA- a 
' . "(cr 
ge | . FEIeHx a) dh) 
| Theil XXL. N 24 
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| . S (abe)? (ua | 
53 abetabdtacd+bed=  —>2G- d)><(e-0)Ta=e)><(b-0)>x(d-e) | 
(acd)2x (bed)? 


+ ae DEN) "Wa > (aa) 
a — (abcd)!. 


Welches allgemeine Gesetz ergiebt sich hieraus und wie lässt 
sich dieses allgemein beweisen ? 


. 
s 
n Tr 


REKIV. k u 


Miscellen. 


Schreiben des Herrn Professor J. K. Steezkowski an der 
_ " Universität zu Krakau an den Herausgeber. 


Ungeachtet der pythagoräische Lehrsatz so vielfach bewiesen 
worden ist, dass es überflüssig scheinen dürfte, auf neue und 
einfachere Beweisarten zu denken, so glaube ich dennoch, dass, 
da man beim Vortrage der elementaren Geometrie mit so vielen 
Individuen verschiedener Fassungskraft zu thun hat, es nützlich 
wäre, verschiedene Beweise, wenigstens der wichtigsten Lehr- 
sätze, bei der Hand zu haben. In der Blanchet’schen Ausgabe 
der Elementar-Geometrie von Legendre fand ich einen bloss 
aufgestellten Lehrsatz, aus dem der pythagoräische folgerecht fliesst, 
den ich bewiesen und auf den pythagoräischen angewendet habe. 
Indem ich in dem XX. Bande S. 480. Ihres schätzbaren Archivs 
einen neuen, von Ihnen aus einem englischen Lehrbuche entlehn- 
ten Beweis dieses letzten Lehrsatzes fand, so entschloss ich mich, 
in Rücksicht auf den oben erwähnten Umstand, Sie zu bitten, 
meine Beweisart in Ihre Zeitschrift aufnehmen zu wollen. N 


Dehrsatz. Wennman auf wei Selten AB, AC (Taf. IV. 
Fig.4.) eines geradlinigen Dreiecks BAC, was immer 


J 


a T Aliscellen. | 2 


für Parallelogramme, eikkrheil oder Quadrate ver- 
zeichnet, die den des Dreiecks parallelen Seiten bis 
zuihrem Durchschnittspunkte O verlängert, den Punkt 
O mit Adurch die Gerade OA verbindet, und auf der 
dritten Seite BC ein Parallelogramm BCDE so bildet, 
dass die Seite BE gleich und parallel der verbinden- 
den Geraden OA ist, so ist die Fläche des letzten 
Parallelogramms gleich der Summe der Flächen der 
zwei ersten Parallelogramme, Rechtecke oder Qua- 


drate. 


Beweis. Werden die Seiten EB und DC des letzten Pa- 
rallelogramms bis zu den Durchschnittspunkten F und @ mit den 
Seiten oder ihren Verlängerungen der ersten Parallelogramme, 
Rechtecke oder Quadrate verlängert und die Linie FG gezogen, 
so sind die Dreiecke FOG und BAC congruent, indem FO=BA, 
6G0=CA und der Winkel FOG=BAC; also der Winkel OFG 


© ZAEC und OGF=ACB. ‘Zwei Fünfecke BFOGC und EBACD 


' sind auch congruent, indem sie Seiten und Winkel gleich haben, 


nämlich FO=BA, G0O=AC, BF=0OA=BE, CG=0OA=CD, 
BC=ED und Winkel OEB=ABE, weil beide aus gleichen 
Theilen zusammengesetzt sind, eben so Winkel OGC= ACD; 
die andern Winkel sind augenscheinlich unter einander gleich. 
Zieht man nun. von beiden Fönfeckeh den ihnen gemeinschaftlichen 
Theil BAC ab, so bleibt die Summe der Parallelogramme BFOA4 
+CGOA=BCDE. Da aber BFOA=BMNA und CGOA 
— CORSA, 'so ist auch BMNA+ CSRA=BCDE. ” 


Hat man jetzt (Taf. IV. "Fig. 5.) ein bei A rechtwinkliges Dreieck 
BAC und verzeichnet auf drei Seiten Quadrate, dann die Seiten EB, 
DC des auf der Hypotenuse verzeichneten Quadrats bis F und @ 
verlängert, so unterscheidet sich der Beweis bloss dadurch, dass 
hier Zuerst aus der Congruenz der Dreiecke BMF und CRG mit 
dem Dreiecke BAC die Gleichheit MF=AC und RG= BAyg 
folgert werde. Weilnun NO=AC und SO=AB, so ist NO= F, 
SO=RG, worau NO—NF=MF—NF oder FO=MN=AB 


"und SO+SG—=RG+ SG oder GO=RS—AC folgt; es ist also 
auch OA=BF=CG. Aus der Congruenz der Dreiecke FOG 


und BAC folet auch FG = BC. Nun ist aber BF=BC= (6, 
also BE=AO=BF, CG=CB. Das Fünfeck BFOGC = Fünf- 
eck EBACD, woraus BFOGC— BAC= EBACD-— BAC oder 
BFOA + CGOA=BCDE. Da aber BFOA= BMNA und 
CGOA=CRSA, so ist auch. BCDE =BMUNA + CRSA. 


# 


# 
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Nebenbei theile ich Ihnen eine Auflösung der Aufgabe der 
Transformation der Coordinaten in der Ebene mit, die, obwohl 
ich sie schon» seit zwanzig Jahren kenne und mich seit fünfzehn 
Jahren derselben bei meinem Vortrage bediene, so muss ich doch 
gestehen, dass ich sie bis jetzt in keinem Lehrbuche über die 
analytische Geometrie gelesen habe. - 


Es seien in Taf. IV. Fig.6. OX, OP die ursprünglichen und 
OX', OY' die neuen Coordinatenaxen. Nun sei ein Punkt m, dessen 
ursprüngliche Coordinaten (IM=7, pm=y und die neuen Op'=a', 
p'm=y' sind. Ausserdem sei ß der Winkel XOY deralten Axen, 
dann «&=.XOAX’ der Winkel der neuen Axe X’ und =XOFY' 
der der neuen Axe F" mit der alten Axe X, Die Entfernung des 
Punktes m von,der Axe OY ist mm—=pg=xsinß. Da aber 
P9=rp' +p's=x' sin (ß— eo) + y' sin (ß—ß’), so ist auch 


— sin (P—e) ,, sm(ß—P) , 

En 
Sucht man auf die nämliche Weise die Entfernung des Punktes 
m von der Axe OX, so hat man diese Entfernung =mt=mo-+p't'. 
Aus den Dreiecken Op’! und mop' findet man pt=a'sine, 
mo=y'sinß’; aus dem Dreiecke pmt aber mt=ysinß, und aus 


diesen Werthen: ‚ 


A 
= . 1 
sine , sinß’ , 


I sin” | sinßF* 


Dies sind die zwei bekannten allgemeinen Gleichungen, mit- 
telst welcher man aus einem beliebigen in ein beliebiges Coordi- 
naten-System übergeht. 


Ist das alte System rechtwinklig, so ist =WP, und die obi- 
gen Gleichungen gehen in folgende über: 


> 


w 


2=xcose+y'cosß', 
. y=2sin« + y’ sin ß'. 


Soll auch das neue System rechtwinklig sein, so sieht man aus 
der Figur, dass 8’ — «90° oder P’=90%-+« sein muss, und die 
letzten Gleichungen gehen in » 


I Dres * 
= x c0se—y'sine, 


y= «sine+y'cose« 
über. 5 


Krakau den 24.’ Januar 1854. 
% 


I 


u 
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Ueber in und um den Kreis beschriebene Fünfecke. 


Vom Herausgeber. 


Nicolaus Fuss, ein Schüler Euler’s, bekanntlich einer der 
berühmtesten Mathematiker des vorigen Jahrhunderts, hat in einer 
schönen Abhandlung über Vieleeke *) auch einige Sätze über in 
und um den Kreis beschriebene Fünfecke bewiesen, die ıch, un- 
geachtet ihrer Einfachheit, doch für bemerkenswerth halte, und 
daher, theilweise mit anderen Beweisen versehen, im Folgenden 
eilen will. 

Sei ABCDE (Taf. IV. Fig. 7.) ein beliebiges in den Kreis, des 
sen B ittelpunkt OÖ ist, beschriebenes Fünfeck. Die Winkel die- 
ses Fünfecks wollen wir durch A, B, C, D, E bezeichnen. Der 
Umfang und der -Flächeninhalt des Fünfecks seien respective P 
und F, und r sei der Halbmesser des Kreises, in welchen das- 
selbe beschrieben ist. 


Weil nun bekanntlich 


- 2C=arc DE+arcEA+arc AB, 
iR 2E=arcAB+arcBC+arc CD 
ist, so_ist | 
L(C+E)—=2arce AB-+are BC + arc CD-+arce DE +arcHA, 
also | 
2(C+E)=2r-+arc AB, 
folglich A 
2(C+E)=2r +AOB, 
woraus sich 


N 
.340B=C+E-—xr 
ergiebt. 


Ueberhaupt ist also: 


' A zu; 


WOBECHE—n, 
:BÖC=D+A-n, 

. ) \ 1COD=E+B-%, 
ıDÖE —-A+C—nz, 

EUER FOR De 


*) De Polygonis symmetrice irregularibus circulo simul inscriptis et 
circumseriptis. Nova Acta Petropolitana. Tom. XIII. p. 166. 


’ 


® 
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Nun ist offenbar: | | PER UOR * 

AB=%rsin4A0B, 

BC=%siniBÖC, 

CD —%sinıCOD. 

DE —®% sin ıDOE, 

EA =2r sin E04; 


also nach 1): 


BC=—?2rsin(D+4), 
CD=—?2rsin(E+ DB), 
DE=—?2rsin(d+(C), 
EA =—%sin(B4+D). 


AB=—?2rsin(C+E), 
9) 


Weil nun pr 
P=AB+BC+CD+DE+EA 
ist, so ist . 
3) P=— 2r |sin(A+ C)+sin(B+D) +sin (C+E) ; 
+sn(D+4A)+sin(E+B) 
Sehr leicht überzeugt man sich ferner, dass 
F= ir. AB.cos1A0B 
ir. BC.cos!BOC 
+!r. CD.cos!COD 
+1r.DE.cos}DOE 
BA EOH 
ist; also ist nach I) und 2): Pi 


F= rsin(C+E)cos(C+E) 
+r?2sin(D+A)cos(D+A) 
+r?sin (E+ B)cos(E+B) 
+r2sin(A+C)cos(A+C) _ 
+ r?sin (B+ D)cos(B+D), u 


5 
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4) F=4r2tsin?(4+C)-+sin2(B + D)+sin?(C+E) 
+sin2(D+4)+sin2(E+B) 


Ziehen wir die Diagonale BE, so ist 
A 
BE?— AB? + EA?—2AB.EA.cosA und BE=?Prsin »BOE. 
Nun erhellet aber leicht die Richtigkeit der Gleichung 
BR. AN N N 
"BOE+2A=?2r, also LBPOE=n—A, sn}BOE=sin 4; 
folglich nach dem Vorhergehenden: 


2rsmn A=VW AB?+ EA?—-2AB.EA.cos A 


oder 


_NARFERZIAR, EA.cos A 
2sin A 


Setzen wir der Kürze wegen 
AB=a, BC=b, CD=ic, DE=d, \EA=e; 
so ist 
2 Node + e?—2aecos A 
2sin A 


N ek He 2bacosB 
2sinB BE 


N 02 + 062—2ech cos 


TE % 


Me DON. 
N d+ ce — 2deeosD 
zu 

\ 


Ve?+ d2—Ied cosE 
er! BIRBELCET N RETTEN 


Aus der ersten dieser Gleichungen folgt leicht umgekehrt 
durch Auflösung einer quadratischen Gleichung: 
actY ade — —4(a?+e?)r* + 16r® 
PD ODE I er eg are 
r 
und eben so für die übrigen Winkel. 


Wenn um und in ein Fünfeck Kreise beschrieben sind, deren 
Halbmesser respective r und e sind, so ist offenbar: 


360 Miscellen. 


Führt man in diese Gleichung die Ausdrücke 3) und 4) von ’P 
und Z' ein, so erhält man: 


Br n % 
a, sin(A+C)-+sin(B+D)-+sin(CHE) 4sin(D-++A)4sin(E-+B) 
— sin?(A+C)+si1n2(B + D)Fsin?(C+HE)+sin(DFA)+sn (E+B)'- 


Wenn das Fünfeck ABCDE (Taf. IV. Fig. 8.) um den aus dem 
Mittelpunkte O mit dem Halbmesser og beschriebenen Kreis be- 
schrieben ist, so hat man offenbar die folgenden Gleichungen: 


[ AB= e (cot3 A+cot!B)= a 
BC=e (eot 4} B+ ot! C)= ee A 

8) CD=g(coti Che 
DE=(cot Wo 9 RUE > 
osins(E+A) 


. EA=o(cot3E + cot} A) —= siniEsmjA 
So wie Fuss a. a. O. habe änch‘ ich die vorhöliohenden 
Relationen bloss für das Fünfeck entwickelt, und bei Fuss, wel- 
cher gleich am Anfange seiner Entwickelung die bloss für das 
Fünfeck geltende Relation A+HB+C+D-+E=3r in we 
dung bringt, scheinen sie allerdings auch bloss für das Fünfeck 
gültig zu sein. Meine obige Entwickelung, bei der ich vorstehende 
Relation nicht angewandt habe, lässt aber, wie es mir scheint, 
sogleich erkennen, dass die obigen Fintwickelungen sich leicht 
auf jedes’ beliebige Vieleck erweitern lassen. Dies aber weiter 
auszuführen, ist hier nicht mein Zweck. Vielleicht giebt das 
Obige dem Leser Veranlassung zu weiteren Untersuchungen. 


Zum Schluss will ich noch die Auflösung kurz mittheilen, 
welche Fuss für die folgende Aufgabe giebt: W 


Wenn die Seiten eines Fünfecks und ein Berüh- 
rungspunkt gegeben sind: den Halbmesser des in das 
Fünfeck beschriebenen Kreises zu finden. 


In Taf. IV. Fig.8. setze man 
AB=a, BC=b, CD=e, DE=AWEA=e 


“> 
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AF=AK=[f, 
BG=BF=a—/=g, 
CH=CG =b—-g=h,. 
DJ=DH=c—h=i, 


EK=EJ =d—i=k%k; Be 
) ist: a u. 
RT DL. k 
cot3d=-, ct}B= I, cot} Eh, ehe 5 cotz ıE=—. 
E 0 Q 0 e 
Nun ist aber 
A+B+C+D+E=3n, 
also 
Bir D+E_ 3 _ 
N 
folglich 
lt C4D+E)\_g, 
und hieraus: 
A AL re 1=0. 
. > 
Nun findet man aber leicht: 
tr 2 Hah—teth® uDtE_ ik— 0? _ ik—oR, 
2 e(fgtah— eo?) 2 ed+k) de 


‘ 


und hieraüs die Gleichung: 
(a+d+h)e&—tadh+ik(a+h)+fg(d+ h)} 024 fghik—0. 


Setzt man jetzt der Kürze wegen: 


m adh-+ikla+h) +fg(d+ h). N [ghiks. % 
a+d+h atd+h' 


so ist 0 — Mo®+N=0, also 
° e=vV MAN !M®—N\. 


Meine Absicht ist im Obigen gar nicht gewesen, diesen Ge- 
genstand zu erschöpfen; ich habe nur einige Resultate aus einer 
Arbeit eines älteren berühmten Mathematiker zu weiterer Anre- 
gung mittheilen wollen. Vielleicht lässt sich das Obige auch hin 
und wieder zu Uebungen für Schüler benutzen. G. 


% 


24 * 
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Berichtigung der Berichtigung im Archiv Thl. XXI. S. % 
Von 


Me n: 
Herrn Professor Dr. J. Dienger 
an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe. 


on en?a— sn?2adn?a 1—sn?2a — sn?2a(l—m?sn?a) 
120 = m Senn TS ee 


 — 1—m?sn%a 7 1— m?sn*a 
en2a— m? en2a sn®a—=1— sn?a— sn?a + m?snta, 
Fr 


en2a— 1-+2sn?a=m?sn®a (l-Hen2a), 


} Den"... Vs 
En AT md + cn2a) m?(l-+en2a) £ 
a re FT 
RR R. 1— m? (1— cn 22a) 
—m?(1-+cn2a) — m?(l-+en2u): 


_ 14V I-m2sn2a_ 14dnda 
—  m2(l+cnda) m?(l+end) © 
Aber von den zwei Zeichen ist nur das untere zulässig, da 
sonst sn?4> 1 werden könnte, wie man leicht sieht; demnach: 


w L+dn2a  *" (1 120) 
m? l-Fen2a) m2(1-+ en2a) (I + an2a) () — en2a) . 
(1—dn?2a)(l—cn2a) _m?sn22a(l— en 2a) _1—en2a 
 m2?(1—cn?2a)(14dn2a) " m28n22a@ (l4+dn2a) 14dn2a’ 


sn?a 


— 


un nn 


Er, 1— cn2a h 
EV 12 092 
Dass die „berichtigte“ Formel nicht recht ist, ergiebt sich 
schon daraus, dass sna ja vier Werthe haben könnte. 
Üebrigens ist ganz direct: “ 
” 
1—m?sn®a—1-+sn?a+ sn?a—m?sn®a__2sn?a(l— m? sn2a) 


1—cnda= = nett 
1 — m?sn®a 1—m?sn*a 


b) 


1 + dn2a= 1—m?sntat+l—m?sn?a—m?sn?a +m?sn*a __ 2(I—m?sn?a), 
u I — m? sn®u  pRryer Par ro 


" 
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| l1—cen?2a _ A DE 1—en2a 
Trdıda —— NEE: TE I 


en?a — sn?2adn?a-+dn?a — m?sn?acn?a 


dn?2a +cen?2a= 
+ | 1— m?sn?a 
1—sn?a —sn?a+m?sn®a+1—m?sn?a BE 2sn?a 
Ri 1— m? sn?a 


- _2(1—sn?a) (1—m?sn?a) _?cn?a(l—m?sn?a) 
a 1—m2sn*a 1 m?sn®a 


dn2a+cn?a_ __, eg dn2a-tHen2a 
14dn 2a a Re 1+dn2a 


Von dem Herausgeber. 


In dem in einen Kreis beschriebenen Sechsecke ABCDEF 
(Taf. IV. Fig. 9.), dessen Winkel wir durch A, B,G DE F 
bezeichnen wollen, ist nach dem Ptolemäischen Lehrsatze, ange- 
wandt auf die beiden in:den Kreis beschriebenen Vierecke ABCD 
und ADEF: 


:AC.BD=AB.CD+BC.AD, 
AE.DF= AF.DE+EF.AD; 


also ist. 
Br 
AC.BD-—-AB.CD AE.DF-AF.DE 
4D= TB Tan KUREN 55 AORTA 


und hieraus: 


EF.AC.BD—BC.AE.DF 
" —= AB.CD.EF — BC.DE.AF. 


Nun ist aber, wenn r den Halbmesser des Kreises bezeichnet, 


offenbar: 
* '  AC=%rsnB, BD=%sinC; 
a 


$: 
| AE=%sinFf, DF=2%rsiunE; 
also nach dem Obigen: 


‚4B. . .— . .AF 
a VER Re ehe ehe 
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Auf diese Weise ist überhaupt: % 


AB.sin DsinE—DE. sin AsinB= AR, CDIER— BorB - a a DESAF 


CD.sin Asin F— AF.sinCsin D= a, 


Er sinC— BCisin Esin. r — 42, CP-EFT BEIDE. AF 


4r2 - 


Das in den Kreis beschriebene Sechseck hat also die Eigen 
schaft, dass die drei Differenzen 


. 


AB.sin D sin E — DE.sin Asiu B, 
CD.sin A sn F- AF.snCsinD, 
- EF. sin Bsin C — BC. sin Esin F 


einander gleich sind, nämlich alle drei den Werth 


AB.CD.EF— BC.DE.AF 


dr? 


haben, wo r den Halbmesser des Kreises bezeichnet, in den das 
Sechseck beschrieben ist. | 

Dieser Satz ist von Nicolaus: Fuss (Nova PM. Petro- 
politana. T. XIH. p. 178). G. 


#» j f 
Druckfeh Ie® 2,2 
Thl. VII. S. 171. Z.A.v..u. statt fa + a7 setze man 
n+l, 
fe+l a 
Thl. VL S. 172. 2.6. v. o. statt (+ (i—(n—1)ü)) setzeman: 
fet+d—nR+Dü)). | D 
In der Abhandlung: Ueber die Stabilität der Schiffe. 
Thl. XV. 8.9. Z.4: v.u. aelze man Ste Me 
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Der liegende und wälzende Pendel. R 
Von 
Herrn Brenner, 
Lehrer zu Tuttlingen in Würtemberg. 


I. Der liegende Pendel. 


Wenn sich eine parallelepipedalförmige Stange über einen mit 
seiner Axe horizontalliegenden festen gemeinen Cylinder so bewegt, 
dass jene diesen fortwährend berührt, dass deren Achse oder 
jede mit ihr Parallele eine Ebene beschreibt, die auf der Achse 
des Cylinders senkrecht steht, und dass endlich die Stange in 
ihrer Mitte aufliegt, wenn sie die horizontale Richtung angenom- 
men hat, so nennen wir diese Vorrichtung den liegenden Pen- 
del, im Gegensatz zum gewöhnlichen hängenden Pendel. Die 
Theorie dieses liegenden Pendels sei nun der Gegenstand unse- 
rer Betrachtung. 


Es ist klar, dass es genügt, einen durch den Pendel gehen- 
den und auf der Achse des Cylinders senkrecht stehenden, mit- 
hin vertikalen Durchschnitt in’s Auge zu fassen, so dass wir 
statt des Cylinders einen Kreis und statt der Stange ein Paralle- 
logramm haben werden. 


Man verlege nun den Anfangspunkt O (Taf. VI. Fig.1.) der 
Coordinaten in den Mittelpunkt des Kreises und nehme die Ab- 
seissenachse horizontal nach der Richtung OX, sowie die Ordi- 
natenachse vertikal aufwärts nach der Richtung OF. Sei ein 
beliebiges Element des Pendels in M, so verlängern wir ON an 
N und ziehen ML senkrecht auf diese Verlängerung. Indem wir 

AN und AB als Achsen des im Pendel unabänderlich gedachten 
Coordinatensystems annehmen, wo die erstere die Abscissen- und 
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die letztere die Ordinatenachse vorstellen soll, so ist die Rn : 4 
von M gleich LM = x, und die Ordinate AL=y,, während die 
Coordinaten desselben Punktes beziehlich der Achsen OX und 
OFY sind: x und Br Die Ordinaten des Berührungspunktes N aber 
setzen wir gleich x’ und y’, bezogen auf OX und OFY. Setzen 
wir gleiche DIEhNERAN des Bar voraus, so sei die Masse der 
Volumeneinheit desselben (oder vielmehr die Masse der Flächen- 
einheit des als materiell gedachten Durchschnittes desselben) gleich 
m, folglich diejenige des Elementes gleich mdxz,dy). Sind nun 
A und Y die auf das betrachtete Element wirkenden Kräfte, pa- 
rallel respective mit der Abseissen- und Ordinatenachse, so sind, 
parallel mit denselben Achsen, als verlorene Kräfte in Rechnung 
zu bringen die Grössen 


(X — 622) mda, dy, 
und 
(F — 92y)mdz, dy,. 

Ausserdem wirkt im Berührungspunkt N ein Druck nach der 
Richtung ON, so wie eine Reibung senkrecht auf diese Richtung. 
Wir denken uns diese beiden Kräfte parallel‘ mit den Coordinaten- 
achsen zerlegt und nehmen sodann je zwei in derselben Richtung 


wirkende Composanten zusamnten. Sie seien z undw. Auf solche 
Weise stellen sich nun folgende drei Gleichungen dar: 


) ur 2(X—O:z)mda,dy, =d, 
2) w+ 2(F— y)mda, dy, =, 
9) .uy —wz' + Z|y(X — 9°) — z(F—0?y)]mdz,dy —=0; 
wo sich die Summenzeichen & auf die Dimensionen des Pendels 
allein beziehen. 
Eliminiren wir die unbekannten Kräfte & und wi, soist | 
4) E(Y—y)dady—yZ(X—Pr)dady 
+2[y(X-22)-a(P-3y]ddy—0,. 9. 
woraus, weil m herausfällt, zunächst hervorgeht, dass die Bewe- 
gung von der Masse des Pendels unabhängig ist. ‚Es ist nun & 


gleich der Summe der Projectionen der Linien OT und ZM auf 
O2. Setzen wir daher den Winkel RON=9 und ne soist 


TUR: sind + TM.cosd. 


Nun aber ist OT=r-+y,. Ist ferner C der Punkt, elöhan den 
Kreis in. #2 berührt hatte, so ziehen wir CD senkrecht auf LM, 


Brenner: Der liegende und wälzende Pendel. 367 


ET. 
> 


p7 Er dann ist DT=CN=RN=r9; und da wenn wir die 
| Länge des Pendels =/ setzen, so ist 


mass; TM=2 —4—r6, 
und folglich 
z=(r + yı)sin9 + (@, —ı!— Tb) cos9. 

Gleicherweise ist 
Yy=(r + yı) cosd— (x, —31— r0)sin6, 


und daraus, wenn wir nach den Differentiationen auf einen Augen- 
blick 2, —3/!—r0==z setzen: 


5) 2r=yı 6050.02 — yı sin 0.062 + rsind.06°— zcos 0.002. 


— zsind.029, 
6) 2y—=—y, sind.0?0—y, cos 0.06°+rcos9.00°-Fz sin 9.062 
| —2.c08 0.0°0. 
Ferner ist x "=zrsind, y'=reosd und in unserer Betrachtung 


X=0 und Y=-—g, wog “lie örtliche Schwere bedeutet. 
„Machen wir diese Substitutionen alle in 4), so kommt 
| 920. 2 (224 y?) da, an +ro62zdz,dyy + 9.sin 0&y, de, dyı 
+9.0050&:da,dyy=0. 


Ersetzen wir z wieder dureh dessen Werth, führen die Integratio- 
nen durch und setzen die Dicke des Pendels ge, so ist 


12729. 092 r0.c05s0 —1:sinO 
nr + Bert 139 Bas ur I 


Setzen wir das Integral dieser Gleichung 


N c 
Mia aa va i A TRETEN 
06; = E42 FIR 


wo C eine noch zu bestimmende-Function von 9 ist, so erhalten wir 
0C-+249 (r6.c08s0— 3:sind)—=0, 
so dass 
rer C=C—24gol[r(0.sin -+cos0) + 48cos 0], 


wo C auf der rechten Seite die eingegangene Constante ist. Diess 
gieht 
„_24g|C—r(9.sin 0+c0s6) — 32c0s 0] 
9) 00°= I2 + 4524 127292 
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Wir machen nun zur Bestimmung der Constante 'C zwei Hy- 
. pothesen. | 
ce) Es habe 99 für 90 einen bestimmten Werth v; alsdann wird 


 v2(1? +482) LER 
= 249 +r+ 38 


Lassen wir immerhin die letztere Grösse durch C dargestellt 
sein, so ändert sich die Form des Integrals 8) nicht ab. So gross 
aber auch C oder v sein mag, so wird doch endlich 99=0 wer- 
den, und diess ist der Fall, wenn 


C—r(6.sind + c0s0)—12c0s0—0 


geworden ist. 
Zwar wird in Wirklichkeit der Pendel vom Kreise abglitschen, 


bevor er nur den Winkel 0=5 beschrieben hat; allein es ist da- 


bei zu bedenken, dass unser Calcul davon nichts weiss, sondern 
eine: Abwickelung der Berührungsliniie AN annimmt, ohne Glit- 
schung, so dass sich die Bewegung desselben auf gleiche Weise 
selbst auf der negativen Seite von OX fortsetzt. Ja, diese Ab- 
wickelung geht sogar bis in’s Unendliche fort, so dass endlich 
der Pendel mit. dem Kreise bloss noch durch eine. immaterielle 
steile Tangente, als Verlängerung von AN, verbunden ist. 


ß) Es sei 09=0 für einen bestimmten Werth 9—6,. Unter 
dieser Bedingung ist C=r($, sin 6, + cos4,) +12cos@, , folglich 


r (0, sin 6, — Osin6+c0os , — cos) + 12(cos 4, — cos 0) 


9) 00°=24g. 12 +482+ 197202 


Die Gleichungen 8) und 9) lassen sich in endlicher Form nicht 
allgemein, sondern nur in besonderen Voraussetzungen integriren, 


und wir versuchen es, in Beziehung auf die letztere Gleichung in 
ß) für kleine Ausschlagwinkel 4,. Es belehrt uns nämlich diese 


Gleichung, welche sowohl für positive als negative Werthe von 
8 <=, reelle Werthe für 002 liefert, und zwar für gleiche 6 auch 
gleiche 062, dass der Pendel wiederholte Schwingungen vollbrin- 
gen wird, und zwar Schwingungen ‚von gleicher Grösse @,. Be- 
halten wir nun im Ausdruck für 062 noch die vierten Potenzen von 
6 und 9, bei und verwerfen alle höheren, so haben wir, wenn 
wir noch \ | 
12 


0,2 
rk) 329) -0—i)=b 


und 


i- u ee 
rn A er 
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1 tar 38) = c 


setzen: 
10) 00? =a (9? — 02) (b 7ra c#?) ’ 


und daraus: 


ee an Dr a län, 


ve V02—-602. N b—.c#2 
Entwickeln wir die Potenz (b—c62)-: binomisch und behal- 
ten dabei nur noch das mit dem Quadrat von 9 behaftete Glied 
bei, so haben wir: 


Na War UN 92 


woraus das Integral ist: 


1 c 
1) t= = [14799 .()- 1,0 62-9), 


welches Integral noch ganz unverändert bleibt, wenn die Zeit von 
da an gezählt wird, wo 9=0. Man bemerkt, dass dieses Inte- 
gral, welches die Werthe von 4, und 9 bis in’s Quadrat enthält, 
genau ist bis auf die dritten Potenzen derselben Grössen. Denn 
die Beibehaltung höherer Potenzen im Werthe 9) oder 10) würde 
in 11) keine dritten, sondern vierte Potenzen erscheinen lassen. 
Man überzeugt sich auch bald, dass eine weiter getriebene An- 
näherung die Zeit i in folgender Function zur Darstellung brächte: 


=n.(g)+ No Var — 92, 


wo M eine constante Grösse, hingegen N eine algebraische ganze 
Function von 6 ist, mit positiven und ganzen Exponenten. 


Wenn nun 9 zum erstenmal =6, wird, so ist 


T 
t = M. 2° 
c 
Wird aber 9 zum zweitenmale 0, so ist 
t=M.n, 


und ist 9 zum zweitenmal =6, geworden, so ist 
t= M.3n. 
- Folglich ist das Intervall der ersten Schwingung 
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= Mn. 


Eben so gross aber wird das Intervall für jede folgende Schwin- 
gung, und folglich sind die Schwingungen für einen einmal ange 
nommenen Ausschlag 9, isochron. 


Ohne ? zu kennen, sind wir vermittelst der Werthe, von 0?€ 
und 06° im Stande, die Kräfte x und w für jede Lage des Pen. 
dels zu bestimmen. Denn wir dürfen zu diesem Zwecke nur die 
Werthe von 0°x und 0°, aus 5) und 6) in I) und 2) substituiren, 
A=0 und Y=—g Beten und die Jutegrationen vollführen. Wol- 
len‘ wir darmach den Druck und die Reibung besonders darge- 
stellt sehen, so dürfen wir nur # und @ nach den Richtungen 
ON und NC zerlegen und die zusammengehörigen Composanter 


addiren. 

Steigen wir vom LahYsIRälschen Pendel nunmehr auf den mathe 
matischen herab, so substituiren wir statt ‚der Stange eine mate- 
rielle Gerade. Diesen Zweck erreichen wir einfach dadurch, dass 
wir in unsern Forme!n &—=Ö setzen. 

Auf diese Weise werden die obigen 


12 12p2>9 
ap ber), earlttg 


und: aus, 8), 9): und: 11) wird 


‚er(6.sin 0-+ cos) 


sh r(6, sin 0, — 0sin.d.+ cos; — cos) 
BEANTTT Te 4 Dre 
= Ve 
N ab 1)" sn 9/4 ar 4 


Um die Länge des Seeundenpendels zu bestimmen, müssen wir 


auch noch die Quadrate von, 6: und 4, vernachlässigen, wodurch 
wir zunächst erhalten 


0) \ 1 /9 
a arte a) und hierauf {=]1 und ;- er Burn 
ersetzen. Dieses -gibt: 


VBgr | 


P1 7 


= ver oder = _ 
ab 


Es ändert sich demnach / mit r und zwar nach dem ir in 
der Quadratwurzel von r. | 
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‚Da die Geschwindigkeit 09 mit der Zeit oder auch mit dem 
Winkel 4 veränderlich ist, so entsteht die Frage, ob und wo die- 
selbe ein M.M darbietet. Weil aber 8) das allgemeine Integral 
ist von 7), so benutzen wir eben diese Gleichutrg, und nicht 9), 
zur Aufsuchung des M.M. Aus derselben erhalten wir als Bedin- 
gung des M.M: 


(2442 4127209)C-70.00804!esind)2Ur>0] C-r(0.sind-}0osß)—tecos0].. 0. 
(12-4 4.24 1272023%.V C—r(B.sind+cos6) —4Ecos > 


ie ‚Zuerst bemerkt man, dass diese Gleichung befriedigt wird 
durch den Werth #=0, und diess liefert 


C—r—3e 
12442 


| | v; 002? —24y. 


Untersucht man den Werth von 039, so findet sich, dass dieser 


u 2 2 
. ’ [3 - ] ® [7 . ®* 
Fall ein Maximum liefert, wenn a S !:, und ein Minimum, 


. ny2a2 
wenn 4 <ie Ein unbedingtes Maximum aber findet statt, 


wenn 2, d. bh. beim mathematischen Pendel. Die zweite Be- 
dingung C—r(8.sind + cos6)—}zcos0—=0 liefert ein Minimum 
06=0. Ob und welche andere M.M noch existiren, entscheidet 


sich anı besten, wenn man dem Winkel 0 eine Scala von ge- 
+ 

N i 7,0 } 
wissen Werthen beilegt, etwa 0, 1’5> Ju mus. w, und die 
zugehörigen Werthe von 06? dazu berechnet. Findet sich nun 
ein Werth, welcher zwischen beiden Nachbarwerthen liegt, d.h. 
welcher entweder grösser oder kleiner ist, als diese Werthe, so 
befindet sich in dessen Nähe ein Maximum oder Minimum, ' wozu 
sich der Winkel 9 durch Näherung findet. Wollte aber C einen 
solchen Werth haben, dass den beiden Gleichungen 


— rd.cos60 + 3esn6=0 oder tg0="° 
| 2 


und 
C—-r(8sind + cos) —3ecos9=0 


zugleich genügt werden könnte, so hätte man das Minimum 90=0 
und ’es stände in dieser Lage der Schwerpunkt vertikal über dem 
Berührungspunkte. 


1I. Der wälzende Pendel. 


Es sei ein anderer Pendel, welcher sich mit der Mantellläche 
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eines mit ihn fest verbundenen gemeinen Cylinders auf einer 
Ebene wälzt und welchen wir den wälzenden Pendel heissen. 


Auch hier ist es klar, dass wir nur einen auf der Achse des 
Cylinders senkrechten Schnitt zu betrachten haben. Es stelle 
daher APB (Taf. VI. Fig. 2.) den halben Durchschnitt des Cylin- 
ders vor, dessen Halbmesser —=r sei. Betrachten wir nun ein in 
L liegendes Element des Pendels, so ist OR=z und LR= y, 
während wir den Anfangspunkt O der vertikalen und horizontalen 
Coordinaten so nehmen, dass, wenn der Durchmesser AB hori- 
zontal steht, der Kreis die Abscisse in O berührt. Ziehe ich dem- 
nach CD senkrecht auf AB, so ist, wenn ich den Winkel DCP=9 
setze, DP=OP=1r0. Den Anfang der im Pendel festen Coor- 
dinaten setze ich in C, zähle die Abscissen nach der Richtung 
CB und die Ordinaten nach CD. Ziehe ich daher LM senkrecht 
auf CD, so ist LM=x, und CM=y,. Endlich ziehe ich noch 
CL, so wie LS, die letztere senkrecht auf CP. Nun ist 


z=O0P+PR=r9+ CL.cos CLS=r94N 2,?+912.cos(09+CLM) 
=r9+N 212 +Yı2.(cosd.cos CLM-—sin .sin CLM) 


SER ih N x 2a 
=r04V. RS A EOS re — sind. Voagn 
oder | 
z=1r0 + 2, c0s0—y, sin. 
Gleicherweise ist 
y=r— x, sind —yı cos®, 
woraus 
0? =r020 — x, c0s0.00°— x; sin 0.020+9, sin. 06°—y1c0s0.029, 
0?y =z, sin 6.069°— x, 6050.02 +7, c0s0.002 + Yı Sin 0.029. 


Ist die Dichtigkeit des Elementes dx,dy, gleich g, so ist dessen 
Masse = odz,dy,. 


4 


Die obige Gleichung 4) ist auch für unser neues Pendel gil- 
tig, und es ist, wie dort, so auch hier X—=0 und Y=—g zu 
setzen. Hingegen ist im vorliegenden Falle ==r9 und Hl, 
Führen wir nun die Substitutionen obiger Grössen in 4) aus, las- 
sen aber, Kürze halber, die Integrale = (2? + yı)oda, dy,, 
Zor, da; dy, und Zoy, dx, dy, durch 27°+y1% durch z, und yı, 
dividirt je durch die Masse des Pendels, dargestellt sein, und 
setzen noch 7? + 0,? + y,?2=a, so ist 


u. “U TR Sm ren - 


nn 8 ee A A 


Te rn nn nn ET Ta nn, 
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y, sind — x, cos®: y, sin 0 —x, cos 
2 net ET I VERGTTIETSOSERR | 
04 aa (yı cos +, sin 6) 5° ur a—2r(y}cosd+x]sin I 


Der integrirende Factor dieser Gleichung aber ist und 


DEIN 
g+ 1062 


80 finden wir 


00.020 (y, sin d— x, c0s 0)09 
9706? ° a—2r(y, cos$ + x; Sin) 


—=0, 


wovon das Integral ist: 


€ 


100 = BE ik cosd-+ x; sin6) 


Unser Calcul setzt keine Begrenzung für den Kreisbogen APB, 
noch für die Gerade OA, fest. Anch nimmt er keinen, die Bewe- 
gung hindernden Zusammenstoss des Pendels mit der Geraden OX 
an; überdiess lässt sich selbst bei einem stabförmigen Pendel eine 
Kinfiehting denken, wodurch eine solche Begegnung vermieden 
wird. Der Pendel wird daher im Allgemeinen ganze und wieder- 
holte Umwälzungen um den als vollendet gedachten Kreis APB 
vollbringen, und es wird folglich der Schwerpunkt der bewegten 
Masse zuweilen und wiederholt vertikal über oder nach Unsstän- 
den auch unter den Berührungspunkt zu liegen kommen. Wir 
wählen nun die Lage der Achse AB so, dass DC durch den 
Schwerpunkt geht. In diesem Falle aber wird x,, welches statt 
rat steht, wo M gleich der Masse des Pendels, gleich 
Null, woraus hervorgeht, dass das Integral 


C 
ARE RD SZENE 
re a—2ryı cos 0 
noch eben so allgemein ist, als das obige. 
Wir machen nun wieder über die Constante € zwei Hypothesen. 


1) Die Geschwindigkeit 09 habe zur Zeit, da 9=0 war, eine 
ganz bestimmte Grösse v gehabt. In diesem Falle ist 


c = (g-+rv?) (a-- 2ry,) 


und 
902 — ERBE 6060) 
..a— 2ry, cos 
und 


a— 2ry, cosO 
= jo. Ve — 2gyı (l—cos6) 
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.ß) = sei 090 für 0=0,; dann ist 


C=gla—ryı cos) 
und 
293, (cos0— cos0,) 
a—dryıcosO 


ge en, an.‘) —2ryı cos SB ran 
N Byyı cos d— cos 9, ulasch 

In beiden Fällen zeigt sich die Geschwindigkeit 00 wieder gleich 
für alle diejenigen Lagen, in denen die 0, positiv oder negativ 
genommen, einander gleich oder um ganze Umkreise von einander 
verschieden sind ; und schon dieser Umstand bürgt uns dafür, dass 
nicht nur. alle Schu nenee, seien sie an Stillstände oder 
ganze Umwälzungen begrenzt, von. gleicher Grüsse, sondern auch 
isochron sind. Betrachten wir in unserer zweiten Hypothese über 
C als Pendel einen halben Cylinder, so nämlich, dass derselbe 
durch seine Achse von einer Ebene geschnitten wird, so ist das 
Trägheitsmoment, w SRTR: wir gleiche Dichtigkeit voraussetzen, die 


06°= 


woraus 


3 
wir =} nehmen, BEN Fi Ep h a='57? und 


Zyı daz,dyı n 4r 
M Trail? 
und diess gibt: a 
169 (c0s0 — cos 9, ) "Im—16c0s6 


092 = ti 


r (9% —16c0s6) 


Beziehlich des M.M ergibt sich für den wälzenden Pendel 
Folgendes. ! ae 


ana: It 


1. 7 cos 6—cosd, 


Das Integral Straf Gen gibt: 
sind er 
(a— ?ryı cos6)! VW C—ga + 2gry, cos ai 
woraus sich zuerst ergibt: 
.sm0—=0 und e—nn, 
wo n jede ganze Zahl, von: Null an, bezeichnet. 


6=2mn gibt aber: 


C 


* 
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und = (2m +1) gibt: 
| C 


94700? = ar Fey 


Der erste Werth entspricht ofienbar einem Maximum und Be 
zweite einem Minimum, was'sich auch durch den Werth von 939 
' nachweisen lässt. Da aber die Geschwindigkeit 00 vflenbar im 
Wachsthum begriffen ist, wenn sich der Schwerpunkt senkt, und 
im Abnehmen, wenn er sich hebt, so existirt ein Maximum, wenn 
der Schwerpunkt am tiefsten, und ein Minimum, wenn er am 
höchsten liegt. 

Dass der Nenner a-—2ry, nie negativ werden kann, lässt sich 
beweisen, wie folgt. Diese Grösse ist nämlich 


Sr tnryd)drıdyı | Zreoyıdardyı 
Ya M +. AWZ n)] 


oder, wenn wir die Ordinate des Schwerpunktes gleich 2% setzen: 


r?+ 


2 (2? +yı?) odaı ER 


Bezeichnet man aber das Trägheitsmoment in Beziehung auf 
die durch den Schwerpunkt gehende und mit der ursprünglichen 
- Drehachse parallele Drehachse mit 7’, so hat man 


T 
24024 7, — 20, 
eine Grösse, die sowohl für Y—ß, als auch für y=+% positiv 
st. Es ergibt sich aber deren M.M durch die Gleichung 
| Iy-r—0, woraus Yo ==T. 
Obiger, den Nenner a—2ry, vertretender Ausdruck wird dadurch 
| N und ist. ein Minimum. , Da also 
2 2 2215 
"4 yo t pro 
% , 
für keinen Werth von 7, durch Null geht, so ist er stets positiv. 


Unsere Bedingungsgleichung für das M.M gibt ferner: 


a— 2ry, cos0—=0, 
woraus, | | 


a 
cosd= dry 


was für 0 einen imaginären Werth liefert, weil Te 
1 
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Endlich ist noch übrig die Bedingung 


C— ga +?gryı cos9=0, 
welche gibt: 
a—C 
cosH=7 . 
2gryı 


Ist ga— C<—=2gryı, so hat man ein Minimum 080. Ist aber 
ga— C>2gry,, so ist 0 imaginär und der Pendel kommt nie zur 


Ruhe. 


Ueber das ballistische Problem. 


Von 
dem Herausgeber. 


1. 


Am Ende der Abhandlung über die Grundformeln der Theorie 
der freien krummlinigen Bewegung eines Punktes *) gelangten wir 
zu den Fundamental-Gleichungen des ballistischen Problems, unter 
der Voraussetzung eines dem Quadrate der erlangten Geschwin- 
digkeit proportionalen Widerstandes, indem wir zugleich zeigten, 
dass die ballistische Curve unter dieser Voraussetzung eine Curve 
von einfacher Krümmung sei. ‚Die Gleichungen, welche wir dort 
fanden, waren, wenn wir die Ebene der xy so annehmen, wie in 
jenem Aufsatze angegeben worden ist, die folgenden: 


02rı or 08: 
Uns u] —2G — u EL “ons ’ 


yo 


To NET, 


An diese Fundamental-Gleichungen wollen wir jetzt die wei- 
tere Entwickelung des ballistischen Problems anschliessen, und 


*) Theil-XXI. No. XXXT 


Sn 
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wenn dabei auch meistens bekanntes vorkommen wird, so wird 
das Folgende doch auch so viel verschiedenes Neues enthalten, 
dass diese Abhandlung Eigenthümlichkeit genug besitzen wird, um 
die Aufnahme in diese Zeitschrift zu rechtfertigen, in welcher Be- 
ziehung ich mir vorzüglich auf die am Schluss derselben vorkom- 
menden Entwickelungen hinzuweisen erlaube. 


Aus der zweiten der beiden vorhergehenden Gleichungen er- 
hält man: 


O?yı 

ur 08: 
re TR 
E72 


n 


d. i., wie sogleich erhellet: 


und folglich, wenn man integrirt, indem C,’ eine Constante be- 
zeichnet: | 


ö 
1.() = G'— ws: 


oder 


2 
*% 24 — 20! QuSı; 


also ist: 
Oyı\? 
(% = e2C,’—2uS, = ezC,’ 4 e-2uS,, 
oder, wenn wir 
C' = e2C/ 


setzen, wo natürlich ©’ positiv ist: 
2) C' e-2uS,. 


Bekanntlich ist nun 


&(yı —b— Vicosß) _ Oyı 
ELTE 


ER; — Veosß 


die von der Projection des Punktes A auf.der Axe der y vermöge 
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der Wirkung der Zeitkraft %, am Ende der Zeit’t"erlängte' Ge- 


schwindigkeit, und da diese Geschwindigkeit für 1=0 "offenbar 


verschwindet, so ist V’cosß der Werth, welchen 


Oye yon 
ö ia 


für =0 erhält. Also ist nach dem Obigen:. ., “ 
V?cosß?—= (' e-2uS,, 
folglich, weil S,=0 ist: | 
C' = V2cosß2 


Daher ist 
ß) 2 
%) = WV?cosß?e-2u8,, 
also 
Oyr | E 
ur H+V cosße—nS,, \ 


Weil nach dem Obigen 


Tr V cosß 

die von der Projection des Punktes A auf der Axe der %y ver- 
möge der Wirkung der Zeitkraft Y am Ende der Zeit t erlangte 
Geschwindigkeit ist, und es’ in der Natur der Sache liegt, dass 
diese Geschwindigkeit sich mit der Zeit nur stetig ändern kann,‘ 
so kann sich auch 


zugleich mit der Zeit nur stetig ändern. Ein stetiger Uebergang 

Positiven Negativen ng 
Negativen Positiven | Rap 
aber bloss durch Null hindurch Statt finden. Schliessen wir nun 
zuerst die Fälle aus, wenn F=:0 oder ß= 900 ist, ‘so erhellet aus 
der Gleichung Er. 


einer Grösse von dem | zu dem 


Mr —=+ MV ecosfe-rs, | 

auf der Stelle, dass eo 
Oyı 
ot 


niemals verschwinden, und daher nach dem'so eben Bemerkten' 
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auch niemals sein Zeichen ändern 'kann. Für {=0 erhält aber 
nach dem Obigen | | 
 Ayı 
a 
den Werth Y cos ß, und hat also, da es sein Zeichen nie ändern 
‘ kann, immer mit V cosß gleiches Vorzeichen. Also‘ muss man, 
weil e-#5; stets positiv ist, nach dem Obigen allgemein 


2) en _ — V eos Ber", 


setzen, welche Gleichung nun offenbar auch für P#=0 und P-=90° 
gilt, weil in diesen Fällen wegen der aus dem Obigen bekannten 
allgemein gültigen Gleichung 


Oyı\ ? { 
) —= V?cosß?e-2uS, 


oyı 
der Differentialquotient a nothwendig verschwinden muss. 


ot 
Setzen wir jetzt der Kürze wegen 


N ug? Ort bi 2 
9) pi= oyı Kr 
so ist 
0x t Oyr 
BLZ TDR 


und folglich, wenn man differentiirt: 


02xr _0pt Oyı Oryı 
ET Tr 7 


also nach der ersten der beiden Gleichungen I): 


pt Oyr 0% yi_ ort ‚08: 
ya tree 


folglich, wenn man den Werth von 


yı 
012 


aus der zweiten der beiden Gleichungen 1) ‚einführt: 


Opı Oyı Oye 08 _ 2 0x: 08% 
2 Tr a ET ET UNE 


d. i., weil nach dem Obigen 
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Oye  öc 
| INTRO 
ist: 
Op: Oyı \ 
a 


und weil nun bekamntlich 
1 ale V? cos ß2e-2uS, 
ist, so erhält man durch Division auf der Stelle: 
op: 
KR 2Ge2us, 
tr NW ?cosß? 
ot 
Bekanntlich ist 
ER 9} u), 
a er. 
Nimmt man aber, was offenbar verstattet ist, den positiven Theil 
der Axe der y so an, dass ß nicht grösser als 90% ist, so ist 


HE — P cos Be-us; - 

eine positive Grösse, und folglich 
ey Oxr\? Oyı 
DE 38 14 (5) = Nil+p2. A 


Also ist nach dem Obigen: 


op: 

2772 Oyı OR 2G 08: 
öye = vl +p?= ZUR V 2cos ß? ezuS, ° | 
FI 


Sa age 
4 N 1+p?=— Vrcosß? e2us,08:, 


in welcher Gleichung nun die veränderlichen Grössen p: und $; 
gesondert sind und‘die sich ‚also integriren lässt. 


Zuvörderst erhält man durch theilweise Integration: 
SopıV1 +p2?=pNVI+p2—SpoV1 + pi 


— 
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pı opı_, 
1 1 
Sp vVl+p?= —pNI+47 pPR— age 23 


ferner ist: 


UL —— (1+p:2) Op > pe Hr pı? pe 
pNI+pr=| ee 
S pt +pı VIrpe +p2 NiIrpe + Pr vir m pa’ 


also 


20pt KO Pop: 
I+p2— Ser Pt _ fe 
BEN I ipe Tre vVl+ + p22 Vitpe +p:? VI+pe' 


woraus 


pi? ope 


———, ö 
N Tre [ER 
i 


NIrp® 


und daher nach dem Obigen 
— ö 
SapıN 1 +p?=3pNI+p2+ NR E 


1+p:ı? 


folgt. Weilnun nach dem aus der Integralrechnung bekannten all- 
gemeinen Ausdrucke von 


108 
a 


wie; man leicht findet, 


pr Er. BR 
ee —]| 1 = 
en 5 (p+HNV +p1?) 
ist, wohei man zu beachten hat, dass 9:4 Vl+pe offenbar nie 
negativ sein kann, so ist 
Sp N IH pPP=!pNTFpE+ Ip HNTTBD). 


Ferner ist 
i 1 
J e2“S108: ee ER ö. Zus: = Zu ezuS,, 


und folglich, wenn man auf beiden Seiten der Gleichung 4) inte- 
grirt, indem C eine weiter zu bestimmende Constante bezeichnet: 


ihn tg IGe2us, 
5) pVil +pı?+l(p + VW 14 p12 us Bean PR 
Weil bekanntlich | 


Theil XXI. 26 


/ 
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ze —a— Vicos eo) Om 

ia men Veose oh 
die von der Projection des Punktes A auf der Axe der x vermöge 
der Wirkung der Zeitkraft X: am Ende der Zeit t erlangte Ge- 
schwindigkeit ist, und diese Geschwindigkeit ofienbar für LU 


verschwindet, so ist Vcos« der Werth von 


Orr 
ot 
für t=0. ‚Der Werth von | ER 


für =0 ist nach dem Öbigen Vcosß. Also ist offenbar 


Veose cosa 
Vcosß cosß 


der Werth von 


\ say iE Fis 
2 - 


für 2=0. Nun ist wegen der oben rücksichtlieh ‘des positiven" 
Theils der Axe der y gemachten Voraussetzung offenbar 


«= 0078, 


wenn man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem: die 
Richtung der Kraft F auf der positiven oder negativen Seite der 
zweiten Axe eines durch den Anfang der Bewegung parallel mit 
dem Systeme der xy gelegten Systems liegt; und bezeichnen wir 
also den 90° nicht übersteigenden Winkel, welchen die Richtung 
der Kraft F mit dem positiven Theile der zweiten Axe eines durch 
den Anfang der Bewegung parallel mit dem Systeme der =y ge- - 
legten Systems einschlieset, indem man diesen Winkel als positiv 
oder als negativ betrachtet, jenachdem die Richtung der Kraft F 
auf der positiven oder negativen Seite der zweiten Axe des in 
Rede stehenden, durch den Anfang der Bewegung gelegten Systems 
liegt, durch i; so ist offenbar mit Beziekung der oberen und un- 
teren Zeichen auf einander: 


B=H+i, = WFB=W—i; 


ar 
I 5 
FEB EZ 


folglich allgemein | 
cose=sini, cosß=cosi; 
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u A 
= tangi 
cosß 5, 


der Werth von p: für {=0. Setzen wir nun ‘in der Gleichung 5) 
t=0, so erhalten wir: | #* 


BR; f Be 2G 

3: PERS BE CH 
also 

C= tank hg ee 

\ — Ver (tangi+sec:i) + uP2cos®’ 
oder, wie man leicht findet: 
u: i 2G 
6) rangiseci ang (A 


Nach dem Obigen hat man nun, wenn man cosi für cosß setzt, 
die beiden folgenden Gleichungen: 


opt 


dp AGerus, 


oy Toy W 2cosi2’ 
277 

2GrezuS, 
" wV ?cosi2 


PN I+p2 + Kp + VI+Ppd)=C 


Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen die Grösse 


IGrezuSs, 
F2 cos i?’ 
so erhält man: 


dp: 


FAX d EI a eg ee ui; gg ee | 
| de vtC—pN 1 +p2— Up + N 14p2))} 


Weil aber 
| ne Die Iso dr: pı0 
pı = dy: » also Orr piOyı 


ist, so hat man. überhaupt die beiden folgenden Gleichungen: 


Bi 22 BOMBER Cs a0 ri 
\ ut C—p NV 1+p2— IKp HN I+ pi) 
yı =— Ope 


wC—pNI+p?—MKp+V1+ Pe 


Sind also K und # Constanten, so ist: 
267 
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pı9pı an 
utC—p N 1+p2—l(p+V Ip) 


at=K— 


| opt | Laer. 
ir vtC—p:N1 +p2?— (pe + V 42 


oder, wenn wir die beiden allgemeinen Integrale der Kürze wegen 
durch o(p:), (pt) bezeichnen: 


&:=K—o(p), y=R—y(pı). 


“ 


Weil nun nach dem Obigen bekanntlich 
=4a, yp=b, Po —tangi 
ist, so haben wir die Gleichungen: | 
a=K—op(tangi),, b=R—w(tangi); 
also durch Subtraction 


2 = a—tp(pı) — p(tangi)}, 
Yyı = b—tY(pı) —yp(tangö)}; 


Peran- Ti Pıopı N od 
fan utC—- PN I+p2—l(pe+ V Ip) 


8) > a pr m hin 
TE Fans O-PINTHPEUpeH N IrBO) 
Durch Integration müsste man nun mittelst dieser Gleichungen 

xt und yr als entwickelte Functionen von pı ausdrücken, und aus 

den beiden dadurch hervorgehenden Gleichungen die ‚Grösse p: 

eliminiren, so‘würde man eine Gleichung zwischen x: und Yt er- 

halten, welches die gesuchte Gleichung der Trajectoria des Puuk- 
tes A sein würde. Die allgemeine Integration der beiden obigen 

Differentialformeln ist aber bis jetzt nicht gelungen, und wir sind 

daher hier mit der Auflösung unsers Problems an der Gränze an- 

gelangt, welche zu überschreiten bisher noch nicht möglich gewe- 
sen ist. Jedoch wollen wir dem Obigen noch die folgenden Be- 
merkungen beifügen. 


8.2. 


Setzen wir 


) pr=tango: 
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und nehmen w: positiv und negativ, absolut aber nicht grösser 
‚als 90°, so ist 


Om: 
m Vi1+p£ =seca; 


also 


op: NV 1 +pP?= 0m 


COS ar? 
Weil nun nach dem Obigen 


PINT+pE+ (pr +Y Ip) = Jh PN TH RE 


ist, und 9: und o: nach 9) zugleich verschwinden, so ist 


ala REN , 00r 
pıN 1 +pr?+l(pı: + v1 Fra=2f 5 Far 
Ä h) 
Also ist nach 7): 
r tang w: 0w: 
AEE 0m: 
COS 01? ef" Pr 5) 
Yy—=— te ni 
| 1.c0s 0? (C—2 uf kat 0) 
oder 
Me sin 0: dor 
= dw: 3 
ncosor (C— a sr" PreE)) 
00: 


, PIPEER 
u. cos 0? (C— ara nl 


Sind also wieder X und # Constanten, so ist: 


A. sin 0: 0@: \ 
I ee 

Pr ee em 
JUES BELST-, a cos ey 


0 
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oder der Kürze. wegen: ...'. | ans Kandau kin 
at=K— pw), y=R—Yy(o.). ; 
Bekanntlich ist WER; ie | 
pı =tango:, pP, =tangi; 
also ©, =i, und folglich, ‘weil 
Do=4, % bh 
ist: 
a=K—pli), b=-R—yY); 
folglich durch Subtraction: 


za) —yON, y=b-tpla)- ya 


©, sin 0:00: 
za m, 
cos & (C—2 r EN | 
TR ; 7 cos a1? 
© 


MW 0m: 


" 
a t ana N 
: 2(0C_9 Vale. 

„eos 0 (C uf. Bere, 


oder 


y Io. 0m 4 13 
weosm2 (02. ep, 
10*) | eo 


7; .0Wt | 
a a 0: 
2 u rEe 
cos a: ?(C—2 
a ee f cos Pe 
o 


Auf diese bemerkenswerthe Form hat. Euler die Gleichungen 
der ballistischen Curve gebracht in der Abhandlung: Recher- 
ches sur la veritable courbe, que decrivent les corps 
jettes dans l’air ou dans un autre fluide quelcongque, 
die sich in den M&emoires de Berlin. 1753, p- 321. findet. 


2 tang w; 00: 
= a— —— 1 —— 


$. 3. 
Nach $. 1. ist 


9pı y . 


Grunert: Veber das ballistische Problem: 387 


und 


Oyı 
IE — Veosie-üs,. 


Weil nun“ wegen der letzteren Gleichung, offenbar n stets po- 
9pı 

sitiv ist, so ist wegen der ersten Gleichung . stets negativ. We- 

gen dieser Gleichung ist aber 


op: Oyı 


und folglich nach 7)® 


Opı? 
GC PN Hp —Kpe+ N Hp 
also, weil nach dem Vorhergehenden dt und pr ungleiche Vor- 
zeichen haben: ' 


1) di=— 


= — 


r TR SL ZIELEN 
VEN C=peN rn = Kpi+ N IHp®) 
Da nun bekamtlich =0 für p= tangi ist, so ist: 


12) 1 | ae — 
VuGyuz Y C-nN Trpr?®—(pe+ N I+p%) 


Auch ist bekanntlich 
0m 
cos ot?" 


Opı je 


woraus sich sogleich ergiebt, dass dw: und öp: gleiche, nach dem 
Vorhergehenden also ‚Oo: und dt ungleiche Vorzeichen haben. 
Weil nun 


bu Owedyr 
ale 7 2G cos oı? 
ist, so ist nach $. 2.: 
2 
12 — u SEITEN 
REES er = En Per) 
und folglich 
ee Fa 


"NY IuG .cos mr? Verf"ze EITE 
cosar? 
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Für t=0 ist aber w:—=i; also: 


vr |“ coS @: en > — Ta f Ei 


cos @r? 


14) =. 


Bekanntlich ist 


ER 02: Oyı Oxı,\? Oyı\? 
dee AT: dyr. IC: 


04 
»,2 == (1 +pı?) (&)' > 


und folglich, weil 


Op Öye _ Oyı ot 
Tre AR Op: 
ist: 
EN? tr 
D:?—4G? (1 +pı?) N D 
also nach 12): 
De 2G(1+ pe?) 


IC—BNI +p— KH NR 
WOTaus 


1 N Cure), 
ut C—pı N 1-4pı 2— Ip +V 1499) 


Weil 


00: 


cos 0:? 


1+pı?=sec 0:2, Ip = 


ist, so ist auch 


DIN2 
2:2 = 4G2 cos wı? (5) s 
also nach 13) 


Dr= 


cos. 0 


Ref — 2 | 


woraus: 
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1 Sn gehen 
ee rs; 
u(C— 2f 
Ö 


Bekanntlich ist 


kind Oyı 


öt 
cos = „’ EOS MET yp° 


und weil man nun die beiden Gleichungen 


Oxı oyı Op: Oyı _ 


Be AT re 1 


hat, so erhält man leicht: 


also 


0x: 0 Oyı ot 


REEL | 3 IRRE — oo _ we 
LE Na nad, Mühe. 2 
08: = — m Im’ csN=— 5, 9 
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Weil aber ö£ und öp: ungleiche Vorzeichen haben, so ist nach 


dem Obigen: 


also 


folglich 


1 1 
1 N 


Es ist aber 


also 


Weil hiernac 


11177 EHRNER) 
M=—2CV I4p°. 2 


ot al D: 
pi 2GCNI+pe 


p=tango:, 1-+79:? = sec 0:2; 


18) cost =sinwr, cos cos wr. 
h 


c08 & = cos (90% — or) 
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ist, und die Winkel &, 9 u [Ay Dee sind und 180° nicht über- 


steigen, so ist allgemein & 


19) N Meer 

Weil ferner 
COS 1: = CoS N. | 

ist, indem man das ‚obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem 
@: positiv oder negativ ist, so ist, weil bekanntlich 1: positiv 
und nicht grösser als 180%, + o: positiv und nicht grösser als 
90° ist, 

20) nt, 
wenn man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem wo: 
positiv oder negativ ist. | 


Hiernach ist auch umgekehrt, mit derselben Bestimmung wegen 
des Zeichens: 


23) = W— betr. 


8. 5% 

In $. 1. haben wir die Gleichung ” 
HGeuSs, 

NEE RN TR F pe) = (l— roch 


gehabt. Also ist 


uV?cosi? 


e2uS, — 36 Te -peN T+p? —Upe+ Virpal, 


und folglich, wenn man auf beiden Seiten die natürlichen Loga- 
rithmen nimmt: 


] cos? 


S:=, 136 Er NO mV TER KANTE Fra 


N du! Gun + Di ıC—tang orsec or —Itang (450 +1or)}. 


Führt man nun den Werth von (C' aus 6) ein, so erhält man: 


—t 1.,#F2eosi2., 

22) S:=5, Tea ha | h | 
2G He tang (450 F 3) I 

+2! FI ZITTERN langiseci—tang arsec@r+ tang (480. 4-or) vi 


n 
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oder auch: 
23) 5: == 
ne m si? | tang (450 +45) 


Zu al E tan (0 FF)!" 


[tangiseci —tang wrsec w: + | 


$. 6% 


Weil man die Integrale in_$) oder 10) nicht zu entwickeln 
im Stande ist, so bleibt, wenn män die Gestalt der ballistischen 
Curve näher kennen lernen will, nichts Anderes übrig, als zu 
Näherungen seine Zuflucht zu. nehmen, und man kann in der That 
sagen, dass in dieser Beziehung unter den Mathematikern, welche 
sich mit dem vorliegenden Gegenstande beschäftigt haben, immer 
einer den anderen überboten hat. Ich will mir nun auch erlauben, 
über diesen wichtigen und vielbesprochenen Gegenstand im fol- 
genden Paragraphen Einiges zusagen, vorher jedoch noch die 
folgenden, auch, sonst, dem Wesentlichen nach schon bekannten 
Bemerkungen vorausschicken. 


Weil nach $. 3. bekanntlich der Difierentialquotient pr stets 


negativ ist, und daher ö£ und öpı immer entgegengesetzte Vorzei- 
chen haben, so nimmt: pr immer ab, wenn man Z von Null an 
stetig wachsen lässt. Nach 9) ist aber 


Pt = tang w:;, 


wo der absolute Werth von »: niemals grösser als 90% ist, und 
nach $. 2. ist, bekanntlich &,=i. Also kann, wenn man Z von 
Null an stetig wachsen lässt, sich offenbar &: nur von; bis —900 
stetig verändern, wobei bekanntlich i positiv und negativ sein kann. 
Nähert sich A @: der Gränze — 90°, so nähert ich Sr, wie aus 
der Formel 23) erhellet, der Gränze &. Hieraus erhellet, dass die 
ballistische Curve eine auf der Axe der % senkrecht stehende 
Asymptote hat, wobei man sich nur an die aus der Gleichung 


0x1 
A pi ge ne @t 


sich leicht ergebende geometrische Bedeutung des Winkels @ı 
erinnern muss. 


Der Formel 23) kann man sich sehr zweckmässig bedienen, 
um wenigstens annähernd die "Trajectoria zu. construiren. Bezeich- 
net nämlich n eine beliebige positive ganze Zahl, so setze man, 
zuerst unter der Voraussetzung, dass ö positiv sei, wach und nach: 
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N n—0, o 
0: 1 mn zo 
ti ,n—l;. ı 
n n 
ii n—2 2 
=i—-- = —izo 
n n 
din n—3 E) 
Te en ee 
n n 
u."'8. WW 
(n—li 1,1 
ee 
n n 
ni n 
1 — een =( =z=0 
n 
. an+Di | En 5 
ae Fr 
n % 
.. an +2)i 2, „+2 
ERIK (PER Re! Yes 
n n r 
. a+dMi 3, n43 
=i—  -—- — -i=o 
n n 
u. Ss, W. 


wo aber natürlich die Werthe von »: nie kleiner als — 90° wer- 
den dürfen, und bezeichne, indem man der Einfachheit wegen den 
Anfang der Coordinaten in den Anfang der Bewegung verlegt, 
die Coordinaten der den Werthen 


1 2 3 4 5 
0, ©, 0, 0, DO; 0. 


von @: entsprechenden Punkte der Trajectoria respective durch 


1 1 2 2 3 3 BR: 5#5 
TI, Y;3 T, Y; LT, Yy; AR Y;5 L, Yyı.. 


die von dem Anfange der Coordinaten bis zu den in Rede stehen- 
den Punkten der Curve. reichenden Bogen derselben aber durch 


4 


” Dann ist oflenbar wenigstens näherungsweise: 
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ı 1 o 1 1 0 
xz=Ssino, y=Sc0so; 

Ne 2 1 Ba 1 2 1 1 
z=2+(S—S)sno, y=y+(S—S)coso; 
3 2 3 2 2 3 2 3 2 2 
z=2+(S—S)sino, y=y+(S—$)coso; 
2=24(8—S)sino, y=y+(8—-S)coso; 


u 8. W 


natürlich desto genauer, je grösser man n annimmt; und da man 
nun 


aus den Werthen 


1 2 3 4 5 
0, 0, 0, @, D 5000 


von @r mittelst der Formel 23) berechnen kann, so kann man auch 
nach und nach ı 
ET. 2 2 mar ıırarTa PO) 
ae EN a 5 Mina 
. . . D Y . . m 
wenigstens näherungsweise berechnen, also die Trajectoria an- 
nähernd construiren. 


Wenn i negativ ist, so: setze'man nach und nach 


t n+0, 
WW —T Frese 7 ı IE ee 
a er kon a 
a Te ge LZ=0 
Ye n 


I 


ı 
ie 


I 


l 
- 


u. 8 WW 


wo aber natürlich wieder ®: nicht kleiner als — 90° werden darf, 
und verfahre dann ferner auf ganz ähnliche Art wie im vorher- 


gehenden Falle. z - 
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NR 
Nach 6) ist bekanntlich | 
2@.=- 
Omtangisoct ag HD 
Setzen wir nun RR 


24) c=tangiseci +1ltang(45° +33), 


so Ist 


Y 


vet 
25) ul ya t Me 


und folglich, wenn wir von jetzt an der Kürze wegen z:, yı re- 
spective bloss durch x, y und p: durch x bezeichnen,’ nach 8): 


u uou | 
z=AU— RT ENT rn 
Vernsetrte— un Tr —Iu+VI+ + u?)} 


tangi 
s u ou 
mr! et + ea N TFA EEE 
tank LITT 


[2 


Setzen wir aber 


UT=c—uN 1 +2 —ku+ Vi1+), 


und verlegen der Einfachheit wegen den Anfang der Coordinaten 
in den Anfangspunkt der Bewegung, setzen also a=0, b=0, was 
ohne der Allgemeinheit zu schaden geschehen kann, so ist: 


au KR RN; 
tangt Vreos® + Ku 
Mr R du i 
de eg 
tangt Pros eV 


nr: V? cosi? u 'udu 
a na 
| 2G RE. U. 


oder 


26)  tang i | 
| he ns Auch He 
26 Pe cost 


26 
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oder, wenn man der Kürze wegen 


2 2 
a ee Ton 
setzt: | 
2” a=—5/" ar af" an 
tangi | tangi 


Hieraus, erhält man leicht: 


„= af" ern” 11 u0700% 


tangi h tangi 
„=-5/" du+ wor" ir ande 
Tang.i tangi 


also, wie man sogleich findet: 


uU 


kn EN BNleidı 
2 =}6 (tang?— u2) + uS? wi Ir .aU% 
29) ! » tangi 
[y= öllangi— u) + wor f ri 
tangi 


Für a„=0, d.h. für den leeren Raum, erhält man hieraus: 
z —=30 (ang?— 2), y=9(tangi—u); 


also, wenn man aus diesen beiden Gleichungen ı eliminirt: 


: G 
0) = =ytangi— VEN 


die ‚bekannte Gleiehung der‘ Trajeetoria im leeren Raume FE 


Dies ist als die erste Annäherung zu betrachten. Behufs 
einer 'zweiten net kann man setzen: 


? mp 202 9 I Sig uU2 
a ang: U rc uUdu — u?o +40 I+ou'% 
tangi, tang 
ir rn. na DR. 
y=6 (tangi DENT Bu Udu war" rm 
tangi tangi 


und betrachtet man dann u? als ICE 50 wird: 


,):M, s. Thl. Xxt. S. 446. 6), wo man nur z und 9 gegenseitig vertau- 
schen ‚muss. 
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2250 ang 2) +uür |" uldu, | 
tangi 
sl) 
u 
y=öltangi—u)+ ud: Udu. 
\ 


tangi 


Ferner kann man Behufs einer dritten. Annäherung Setzen: 


u u 1: 
240 (tangi?— u?) + u0? uUöu— de | uU?du 


tangi tangi 
u. 207® 
+ u?o* TTısr ou, 
| OU 
tangi iR © 
1 . u 
y=6(tangi—u) + u? Udu— u28° U2u 
Y M H | 
tangi tangi 
| u U3 
354 Ber Au e 
gr, f 1+uoU ur 
” tangi > 


und betrachtet man dann u® als verschwindend, so wird: 


z=30 (tangi? — a2) + = f u Vou— 08 |" uU2du, 
tangi tangi 
32) u u 
y=d (tangi—u) + wor Udu— u20° % U2du.. 


: tangi tangi 


Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar. Unter 
der Voraussetzung, dass die Trajeetoria sich sehr der Trajectoria 
im leeren.,‚Raume nähert, berechnet man auf diese Weise gewis- 
sermassen nach und nach die ‚Correctionen, welche von den ver- 
schiedenen Potenzen des Widerstandes herrühren; und. verfährt: 
also auf ähnliche Weise wie etwa bei der Berechnung der Plane- 
»tenstörungen. Ueber die wirkliche Anwendbarkeit der durch diese 
Entwickelungen hervorgehenden ballistischen Formeln kann aber 
nur die Erfahrung entscheiden; natürlich wird dieselbe auch durch 
die Grösse von 


sehr hedingt werden. Kleine Anfangsgeschwindigkeiten V_ und 
den absoluten Werthen nach: grosse Neigungswinkel ö werden‘ der 
Anwendbarkeit der in Rede stehenden Formeln günstig sein. %" 
Po 4 
N 
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Vorzüglich kommt es aber hierbei auf die Entwickelung der. 
Integrale | 


JS Uou, SuUdu 


und | 
. S U?ou, fuU%u 
an, die wir jetzt geben wollen. 
Durch Vergleichung von 
Sur öouNV 1+u2 


mit ‚einer bekannten Reductionsformel erhält man anf der Stelle: 


ml 2)3 ee bau a 
 fwun I + u2 en Sw29uVT + u. 


Für ein gerades » führt diese Formel zuletzt auf 


£ y SuNT+u2. 
Für ein ungerades rn kommt man zuletzt auf 
SusuN 1-F2. 


Das erste dieser beiden Integrale ist schon in $. 1. gefunden; 
es ist nämlich: | 


SUN I +@e—uNT FR + Nu VTF 13). 


Das zweite Integral erhält man leicht auf folgende Art. Man 
setze + u?2= 02, udu=vov, so ist 


uuN I+ u? —v2dv y 
also 
fudu vl+.= zv’—1(l 4 22) — ' +2) V1I+rı2. 
Also kann 
> SwöuV T+u2 
‚immer gefunden werden. 
Weil nun 
| U=c—uN TFı—lu4 v1+2) 
ist, so ist, wie man leicht findet: | 
9U=—- WuVIro. 
Theil XXI. & 


Be 
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Nun ist | | | i 
SUdu= Ufou—/d Ufdu= Un+2fudu Nil-+u, 
- [uUdu= Ufubu—[dUfudu = 4Uu2 + fu20uV I + uR; 
also 
SUou= Durzl+u)VI+2; 


und weil nun nach dem Obigen 


SuduN i1+W@2= zu (1 +9) viru2— 1 föuN I+u2 


ist, so ist, wenn man den Werth von föuV 1+u2 aus dem Obi- 


gen einführt: 

fun TFe—tul + WINTFR—I UNI FR), 
folglich 

SuUdu=!Uu?+tu(l+2u2) vVire-— 1l (a +YT+2). 
Setzt man der Kürze wegen | | 

s DuW)—-3Uw2+!u(l +22) V TF2 —IurVI+ u), 
U = Un + 34) VIFR@; | 
so ist nach 31): 
; 2 —=,6 (tangi?— u?) + u0? i D(u) — el ö)}, 
” y=d(tangi— u) +uo?! Plu) — P(tangi)}. 
Ferner ist 


SUu = U Um—faUf Udu 


— U2u+3 Ull4u2)V 14u2+2fduV 1-Fu2 Itu/ Udu 


und 
0uV IF uf Udu—= UuduN 1+u2+3(14 u2)2du, 
also 
SBuNTFR[ Un Ile 
= UfuuV Tr wa —fOUfuuN + u + 2 Sl+u2)20u 
—=!U(1+u) VI+u24+3 S[(l+ 02)? du PN: 
UV IF Hu HH), 


“ 


. 


u 
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und folglich nach dem Obigen: 
SS URu= U Vu43 HINTER + UHR HR). 
Endlich ist 
SuUBu=uf Urdu — [duf u 
=uf URu— SuUu—tfU1+U) UV Tu 
—3/[u(l + 3u2 4 3uM)du, 


also 


Nun ist 


. 2fua UT u= uSU2u— [U ud) 9u—:ful+: 2u2 4 Bad) da. 
Es ist aber 


SU + U) Ou= Ufl+uY:9u—fOU Sl -+ u) du 


j = Uf(l+U2)2 du -+2f9uV FULL HU2)ROU 
und | | 
SA+UN)du= (1+ u) ffu—fd.(1 + u) [du 
= ul +) —3fuduV I +u2 | 
=ul + — ul +22 +3 /uV TI Lu2 
—lyu(l A +3uV 14u2+ 3l(u+ V 1+u2), 
also 


SUN I + uf + Wu = full + u2)2du + 3 fu(l4 u2) du 
+2 SUN ll +Wla VI +2). 


SEN TH Lu HN TFT 
= ur V IHWDSUuN I Fu — folu+ N Ir u)fuNTFE 


—l(u+ VIFSUNTTR- [fun Fa | 


sauna iu 33, 
und 
write ANGE N a ER 


DL KurVir),, rk 
== 1 212 __ > IA 
la +V1+ u} O WIra Be 


22» 
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also N J087 
Faser u la V1+W2)%, 
VI+r - 
folglich 
Sun laut VY1+) 
—1uN Tra2la+ VNIF 2) +itla V IH) — au. 
Also ist 


Suni+ufi Has) Zu + 
+n5uV 1 +u2l(u+V 142) +3 tut N Las Im)%, 
und folglich nach dem Obigen: 


SUA+W):du= Uriullt+a)} +2 VIREN 
+3uV 1 +u2l(u4 V 1: +02) +; SHE v 12) ”+ Va ta 


Nach gehöriger Substitution in Sad oben für dfuU%u gefundenen 
Ausdruck erhält man: 


2fuU?’üu= U2u2 +3 Ulu 1 +) V1+ EEE, + u2)} 
— 14V 1 +u2l(u+ N 1+u2) — U@HN Ira)? 
+302(1+u24+3u9). 
Wird also der Kürze wegen ° 
8, W)=3U22+4:Ulul Hu) V I +2 — ut v1+42))} 
a | en 
su? (1 +u2 + 3u°), 
| FW)=Ut!Uu+3( +2) vi+ Fa} u(l4 ne) 
gesetzt, so ist nach 32): 
 2=30 (tangi?— u?) +10? P(u)— Dltangd)) 
— 1283 0, ()—-Bltangd)}, 
y=Ö (tangi— u) + u02| Plu)— Pltangi)) 
ON PM) P(tangi). 


Eine allgemeinere Untersuchung der Integrale von der obigen 
en ‚Form | behalte ich einer späteren Abhandlung vor. 
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Bestimmung der Differenziale von Exponentialgrössen 
mit veränderlicher Basis und zusammengesetzten ver- 
änderlichen Exponenten. 


Von 
Herrn Hofrath Oettinger, 


Professor an der Universität zu Freiburg i. B. 


Es sei y=y*, so ist Igg=.xlgy, und hieraus erhält man 
durch Diflerenziren: 


dg oy 
oleyg=——=drlsy +x.—: 
| sg q 5Y Di y 
und hieraus durch Wiedereinführung des Werthes für q: 
1) ay—y”llgy. ur Al 
Scheidet man: aus der Klammer, so entsteht: 


2) yzyr.zllgy + = y’z|lsyölgz +ölgy]. 


- Zieht iman- auch Igy. aus. der Klammer," multiplicirt und dividirt 
durch Igx, so wird hieraus: 


Asa oley 
ES IOU 1 ex | 
0x oYy 
EST ira ee + lgx.ylgy I 
olgss_ os 


iss’ ses 
zweite Form für das obige Differenzial: 


Nun ist dlglgs= ‚ und hieraus erhält man folgende 


| 
| 
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a eis 
(8) oyr—=y*.\gy*.Igz[Olglgx + ET, 


Die Darstellungen (2) und (3) geben die Grundlage für zwei ganz 
elegante Entwickelungen zur Bestimmung der fraglichen Differenziale. 


Erste Methode. 
Um 8:9” darzustellen, setze man y’=u, so wird nach (2): 
x Oyz 
Ozu = zu. ullgzölgu +9 1g2] = X. y% [Igz 2E +0lg2]. 


Wird nun Oy* aus (2) in die Klammer eingeführt und nach der 
Einführung x aus der Klammer gezogen, so erhält man: 


(4) 2 — :yerfieileyolga+lgzölge BL N 
H syols sz0'8J u 


z x 
Um du” darzustellen, setze man 2? —=s. Es wird aus (2): 


y” u” 924" 
du = w.s[Iguölgs +Olgul= =" :’ [Igu. ini olgu]. 


Wird nun hier der Werth für 82%” aus (4) eingeführt und wird 
nach der Einführung y?.x aus der Klammer gezogen, so entsteht: 


(5) dur” — ur ge lat: Iezigydlgz +Igu. lezölgy 


Iguölgz , 2 olgu, 
” zu yE 


+ 


Setzt man nun diese Entwickelungsweise fort, so erkennt man 
leicht das hier geltende Fortgangsgesetz. Man erhält sofort: 


„u” „u” y % 
(6) dw =wu we 2 yarlilgwigulgzlsyölgz 


Hgwlgulgsölgy EEE 


Igwölgu , OAlgw_ 


+ STREITEN 


x.y° x. yE u" 
und allgemein: 


- Eben so entsteht: 
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Wr „In „ 'n un 


\ Mn n - „* ” AN Rn In 
(7) 02 IT, \ =ry°" . Kot E KXzte IN «In IIsr, lg22.... 


IE Xn-10lgaa +lg2ı lg 22... I\gXn 201g 2n-ı 
4 len, Ig22 .... \g2n-3 0lg2n—2 
rei ra. 1 TER 
ölg« 
+ "=: ; z ]. 
‚In 1 zu 2 
In» RT ° 702 se. dd 


Zweite Methode. 


Aus der Darsgellung (3) gewinnt man auf dem gleichen Wege 
wie vorhin Folgendes. 


Man setze u=y*, so ist aus (d):_ 
olglgz 


Ka, 


rer] 


Wird nun dy* aus (3) eingeführt und Ig x nach der Einführung 
aus der Klammer gezogen, so ergibt sich: 


(&) 


zu zulgzu.lgulölgigu + 


olsley Algier 


u" — ww" Igwlgyrigz[Olglgx +— 21. 


gr "Ige.lgy 
Setzt man s=:4”, so wird aus (3): 
olglgu 
uw =urlgu rk B 
® Ozu* Olglg u 
— u gu” low” I-—+ 7] 
; Y u” 152” lg zu” 


Wird 8:4” aus (8) eingeführt und Igy“Igz nach der Einführung 
aus "A Klammer genommen, so erhält man: 


(9) au it lg ur!" lg 4 eyelga[ölgige + EEU 


ölglez , _ ea ] 
Igzlgy" 192. Igy# .Igay* 


+ 
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= zu. 2 
(10) due“ un lg u” lg u" lg" Igyrigz[ölglgx © 
öleley  öÖlglez | ölelgu, 
Igaı: Iga Igsy* | lg. Igy@lgzv* 
+ olslgw | 


x 
lg. Igy* Ig24" Ig u” 
und allgemein: 
z x RR; 


% we in 
(11) 02, en ls x)? JE =" Igzr[ölgigen 


ölgIgan-ı , Olg le an_a 
7 lg.cn ir : | In 
‘ lg&n ge, “ 


+ a LE IE Be DEE 


E z In N „In 
e u) s 
san Isar, 1g ze gr 


Man kann übrigens auch (11) durch einige Umformungen auch 
unmittelbar aus F ormel (7) ableiten. 


Anwendungen. 


Nimmt man in (2) für y oder beständige Werthe an, so er- 
geben sich die bekannten Differenziale: 


») da” = arlgadx und Ayr= un nyr-1dy5 
ferner ergibt sich aus (4), (5), (6): 
u ae 0x2 0y 
2) day” —=uay yalsa( +2). 
u We or Oy , 02. 
da” —a=” yrälgallgeisy — tlg2 zul 
ER ij 
RER EN 0X oy 
3) dev. — eu ve + ): FE 


x N a or r6) dr 
dee’ — ex’ ya llgelgy— + Igz me 


LI, 8. W. j erkish \ Jirsik 
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ae re | dus” = a8” w®. 21gadz, 


dar” "ar "za elgallgo® His: 17 + 0x, 


Sul sr BE w. i 


5b) | der" — ex" z:.20x, 


Re, 2° & LP 
der —=e: «U a=[(Igx)? +Iger + „0x 


uU Ss. WW. 


N x 
6); | dee — ee", erdr, 
, x Ad 
e e u 
dee —=et ee er dx 
u. S. W. 
er 


7) 02°: = z’[Igz+1]0r, 


Ha" — ae” ze [(le 2)? + gr + I Or, 
Ge — ae x” 2: [ (lg 2)? + (lg ©)? + ne + 


U. S. W. 


} 1622 


FR Hd 


Ferner ergibt sich aus (2), wenn &; .22....2n statt x gesetzt wird: 


8) OzXı Is 27 = ztı Tee, Ig29(z, Tg...Cn) + X 70) s..ln = 


Wird nun (21 23 ....2n) differenzirt und x, 23 .... 2n und Igz nach 
‚der Differenziation er so entsteht: 


® 


OzFı Lat, — Er Int En. 2Uı ar. T fe u ee 02 1 


Zn 2lgz 
— 18 28 22, no le 2, +Olgz, +... ölgz.-+0lglgz] 
lg 2 Allg (a, 22... zulg2)]. 


Aus (9) ergeben sich folgende spezielle Fälle: 


10) 
0x , 0 02 


dz=y jr .z24lgz zit y 4 lg | = lg öllg(aylga)], 


Ozryu—Tyu . zUyu lgz E + y + ou r 6 ] 


Y zlgz 
Velgsaus "dfglayulg2)]; 


EUER WW. 
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11) &* = 22.” Iez [2 Sal en! — Jg 22°.” of! (a21g z)], 
. 5 w 1-5: g 8 g 


022’ = a3z*' Igz ee 


—=Igır- Mr öllg (z?1g2)], 


]=1g:"-* olle(@rig>)]. 


O2:" — an.ze"lgz [me Hole 

Von diesen Darstellungen hat Euler (Differenzial-Rech- 
nung. 2. Band. $. 190—194. übers. von Michelsen) Nr. (l) 
und (4) (letztere aber in einer anderen Form) und Nr. (6) der 
Anwendungen angegeben. Das allgemeine Gesetz hat er nicht 
mitgetheilt. Lacroix hat in seinem Traite d. cale. diff. et 
integ. T. 1. Ch. I. p. 157 u. f. das von Euler Gegebene wiederholt 
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Ueber die Regeln zu der Umwandlung der Curse 
eines Schiffes. 


Von 
dem Herausgeber, 


Die für die praktische Nautik so ungemein wichtigen Regeln 
zu der sogenannten Umwandlung: der Curse eines Schiffes schei- 
nen mir in den nautischen Lehrbüchern nicht mit der für den 
'nautischen Unterricht wünschenswerthen Deutlichkeit und Bestimmt- 
heit vorgetragen zu werden. So einfach die Sache auch an sich 

auf der einen Seite ist, so wichtig ist sie auf der anderen Seite 
für die Praxis. Je mehr es nach meiner Ueberzeugung zu wün- 
schen ist, dass die jungen Seeleute nicht mehr, wie es wohl bis- 
her vielfach gewöhnlich gewesen ist, die ihnen nöthigen Regeln 


Er EEE 


nn nn ee eo Te 
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bloss auswendig lernen, sondern sich eine wirklich theoretisch 
begründete, völlig deutliche Einsicht in dieselben: verschaffen: 
desto mehr dürfte der vorliegende kurze, einen an sich sehr ein- 
fachen Gegenstand, der übrigens mit den in der Mathematik be- 


“kanntlich immer gewisse Schwierigkeit darbietenden und stets eine 


besonders deutliche Darstellung erfordernden Lagenbestimmungen 
zusammenhängt, betreffende Aufsatz auf einige Nachsicht wegen 
seines Abdrucks in dieser Zeitschrift rechnen dürfen. Derselbe 
verdankt lediglich dem Bestreben, die mir ausserordentlich am 
Herzen Hosen: sehr wünschenswerthe Verbesserung des Unter- 
richts auf nautischen Lehranstalten in jeder Rücksicht herbeizu- 
führen, seine Entstehung, und macht durchaus keine anderen 
Ansprüche, als in dieser Beziehung einigermassen berücksichtigt 
zu werden. Die Kenntniss der Einrichtung des Kompasses setzt 
derselbe voraus. 


$.1. 


Jedermann weiss, welchen Theil des Schifisgebäudes die Schiffs- 
baukunst mit dem Namen des Kiels bezeichnet. Hier jedoch, wo 
wir es lediglich mit geometrischen Bestimmungen zu thun haben 
wollen wir diesem Ausdrucke eine etwas bestimmtere Bedeutung 
beilegen. Unter der Voraussetzung nämlich, dass das Schiff auf 
völlig ruhigem Wasser schwimme, wollen wir im Folgenden unter 
Kidı die hotiäontaleinie verstehen, welche von dem Mittelpunkte 
des Kompasses aus nach der Mitte des vordersten Theils des 
Schiffes gerichtet ist. 


Unter dem Kielwasser eines segelnden Schiffes versteht 
man bekanntlich die dem Schiffe gewissermassen. folgende, von 
der Mitte des Hintertheils ‚oder vielmehr von dem Steuerruder 
ausgehende zusammenstrudelnde geradlinige Wasserspur. Die nach 
vorn hin verlängerte Richtung des Kielwassers nennt man den 
Leeweg, und es ist klar, dass durch diesen Leeweg jederzeit 
die eigentliche Richtung bestimmt wird, nach welcher hin das 
Schiff segelt oder seinen Lauf nimmt. Jedem segelnden Schiffe 
legt der Seemann zwei Seiten bei. Denkt man sich nämlich den 
Wind über das Schiff weggehend, so heisst die Seite des Schiffes, 
von welcher er kommt, die Luvseite, die Seite dagegen, nach 
welcher er geht, die Leeseite. Die Erfahrung hat gelehrt, dass 
der Leeweg in den meisten Fällen nicht mit der Richtung des 
Kiels zusammenfällt und danu immer auf der Leeseite des Schiffes 
liegt, mit welcher Erfahrung wohl die Abstammung des Wortes 
Leeweg zusammenhängen mag. 
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‘Der: von‘ dem Leeweg' und Kiel eingeschlossene, ‚180° .nicht 
übersteigende ‚Winkel heisst die Ab trifft *) | oder auch wohl selbst 
der Leeweg. . Die Abtrifft , wird. bestimmt ‚durch ' Messung; des 
180°. nicht: übersteigenden Winkels, welchen ‘die Richtung des 
Kielwassers mit ‘der Verlängerung ' des Kiels rückwärts über den 
Mittelpunkt des Kompasses hinaus einschliesst. Um die Abtrifft 
mit Leichtigkeit messen zu ‚können, ist in, der Mitte des, Heck- 
bords, worunter man im Allgemeinen den hintersten obersten Theil 
des Schiffes versteht, ein in Striche und Viertelstriche getheilter 
Kreis gezeichnet, dessen einer Durchmesser genau’ mit..der Rich. 
tung des Kiels zusammenfällt. In dem Mittelpunkte ‚dieses Krei- 
ses ist eine kleine, gabelförmig geöffnete Stütze, Mick oder Stie- 
per genannt, errichtet, und wenn geloggt ist, wird die Logleine, 
ehe man sie einholt, in-die Mick gelegt; da nun das Logbrett im 
Kielwasser nachschwimmt, so ist klar, dass sich die Abtrifit mit 
Leichtigkeit auf dem in Striche und Viertelstriche eingetheilten 
Kreise ablesen lässt. Meistens übrigens wird dieser ganze Kreis 
durch einen blossen Halhkreis vertreten, dessen Durchmesser auf 
dem Kiel senkrecht steht und dessen Bogen nach dem hinteren 
Theile des Schiffes hin liegt. Die Einrichtung ist so einfach, dass 
eine genauere Beschreibung derselben nicht erforderlich ist. Von 
anderen Methoden zur Messung der Abtrifit kann hier nicht wei- 
ter die Rede sein. 


8.2, 


Unter dem wahren Curs eines segelnden Schiffes wollen 
wir. den 180° nicht übersteigenden Winkel verstehen, welchen die 
wirkliche Richtung seines Laufs mit der nördlichen Richtung des 
Meridians, unter welchem sich der Mittelpunkt des Kompasses 
gerade befindet, einschliesst, indem wir unter der nördlichen Rich: 
tung des Meridians die Richtung des von dem Mittelpunkte des 
Köinpäsßed aus nach Norden hin gehenden Theils des Meridians - 
verstehen; zugleich soll dieser wahre Ours östlich oder'west- 
lich genannt Werde jenachdem von dem betrefienden Meridiane 
aus der Lauf des Schiffes nach der östlichen oder westlichen Seite 
dieses Meridians hin gerichtet ist. 

Unter dem magnetischen Curs eines unter einem en 


ten,wahren Curs segelnden Schiffes wollen wir den Kompassstrich 
verstehen, welcher mit dem Kiele des Schiffes **) znsammenfallen 


*) Abdrift. | 
*) Kiel immer in dem im Obigen näher bestimmten Sinne genommeik 
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würde, wenn der Kompass keine Variation?), das: Schiff keine Ab- 
trifft hätte. | 


Unter dem Kompass- Curs eines unter einem bestimmten 
wahren Curs segelnden Schiffes wollen wir endlich den Kompass- 
strich verstehen, weleher mit Rücksicht auf Variation und Abtrifft 


‘ mit dem Kiele des Schiffes zusammenfällt. 


Wie diese verschiedenen Curse in einander zu verwandeln 
sind, soll nun im Folgenden gezeigt werden. 


$. ws 
„Zur Verwandlung der wahren Curse in magnetische Curse md 
umgekehrt bedient man sich mit Rücksicht darauf, dass jede zwei 
benachbarte Kompassstriche einen Winkel.von 119.15’ mit einan- 


. der einschliessen, am besten der folgenden Tafel, zu deren Ver- 


ständniss und sicherem Gebrauch bloss zu bemerken ist, dass die 
letzte Kolumne östlichen, die vorletzte westlichen Cursen ent- 
spricht, wie dies auch in der Tafel selbst angezeigt worden ist. 


Wahrer öst-]| Magnetischer Curs. 
licher oder 
westlicher. |Wahrer Curs 
Curs. westlich. 


0.0 N. | N. 
11.15 NzW. . 
22.30 NNW. NNO. 
33.45 NW;zN. NOzN. 


Wahrer Curs 
östlich. 


*) Gleichbedeutend mit Declination. 


45.0 |. NW. NO.: 
56.15 NWzW. NO0z0. 
67.30 WNW. ONO. 
78.45 WzN. OzN. 
Mer 90. 0 W. oO. 
101.15 - WS. 0zS. 
112.30 WSW. 0SO. 
123.45 SWzW. SO20. 
135. 0 SW. so. 
146.15 SWzS. SO,S 
157.30 SSW. SSO. 
168.45 SzW, SzO. 
180.0 S. S. 
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Mit Rücksicht darauf, dass der Winkel zwischen jeden zwei 
Viertelstrichen des Kompasses 29.48'.45” beträgt, kann man diese 
Tabelle in der obigen Weise leicht auf Viertelstriche er- 
weitern, wodurch ihr Raum nur etwas vergrössert, ihr Gebrauch. 
im Allgemeinen durchaus nicht geändert wird. | 


$. 4. 

Um nun ferner den magnetischen Curs in den Kompass-Curs 
zu verwandeln, berücksichtigen wir, die Abtrifft für's Erste bei 
Seite setzend, zunächst bloss die Variation, welche wir hier in 
Strichen uud Viertelstrichen gegeben annehmen. 


Man denke sich im Folgenden immer das Auge auf den rich- 
tigen magnetischen Kompassstrich, welcher als gegeben voraus- 
gesetzt wird, ‚gerichtet. Unter dieser Voraussetzung denke man 
sich ferner. ‚das Schiff zuerst in eine solche’ Lage gebracht, dass 
es auf den richtigen magnetischen Kompassstrich anliegt, d. h. 
dass dieser Kompassstrich mit dem Kiel zusammenfällt; so würde 
diese Lage des Schiffes die richtige sein, wenn die Variation gleich 
Null wäre, oder diese Lage wäre die richtige, wenn das Nord 
der Kompassrose genau nach Norden gerichtet wäre. Verschwin- 
det nun aber die Variation nicht und ist zuerst östlich, so muss, 
um das Schiff in die richtige Lage gegen den Meridian zu brin- 
gen, offenbar der Kiel noch um einen der Variation gleichen Win- 
kel nach der linken Seite des Beobachters hin gedreht werden, 
“ wonach das Schiff augenscheinlich an einem solchen Kompass- 
strich anliegen wird, welchen man erhält, wenn man von dem 
magnetischen Ours die Variation nach der linken Seite hin abrech- 
net. Verschwindet dagegen die Variation nicht und ist westlich, 
so muss, um das Schiff in die richtige Lage gegen den Meridian 
zu bringen, offenbar der Kiel noch um einen der Variation gleichen 
Winkel nach der rechten Seite des Beobachters hin gedreht wer- 
den, wonach das Schiff augenscheinlich an einem solchen Kom- 
passtrich anliegen wird, welchen man erhält, wenn man von dem 
magnetischen Curs die Variation nach der rechten Seite hin ab- 
rechnet. Dies giebt folgende Regel, um aus dem magnetischen 
Curs den Kompass-Curs zuvörderst ohne Rücksicht auf Abtrifit 
zu finden: 


Richte das Auge auf den gegebenen magnetischen 
Kompassstrich und rechne von dem magnetischen Curs 
östliche Variation zur linken Hand, westliche Varia- 
tion zur rechten Hand ab. 
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Wir wollen diese Regel durch ein Paar Beispiele erläutern. 


Ist der magnetische Curs SSW2W. und die Variation 12. Strich 
östlich, so ist ohne Rücksicht auf Abtrifit der Kompass-Curs SzW. 


‚Ist der magnetische Curs NOzN. und die Variation 1} Strich 
westlich, so ist ohne Rücksicht auf Abtrifft der Kompass-Curs NO10, 


Es muss nun der nach der vorhergehenden Regel bestimmte 
Kompass -Curs noch wegen der Abtrifit corrigirt werden. Da der 
Leeweg immer auf der Leeseite liegt, so ist klar, dass, nachdem 
der Kompass Curs nach der vorhergehenden Regel bestimmt wor-. 
den, man sich den Kiel jederzeit nach der Luvseite hin um einen 
der Abtrifit gleichen Winkel gedreht denken muss$ wenn das 
Schiff wirklich den richtigen Curs segeln soll, und man muss also, 
um endlich den auch wegen der Abtriflt corrigirten Kompass- . 
Curs zu finden, von dem nach der vorhergehenden Regel bestimm- 
ten Kompass-Curs die Abtrifft nach der Luvseite hin abrechnen, 
wobei man sich das Auge auf den nach der obigen Regel. be- 
stimmten Kompassstrich gerichtet denken muss. Dies giebt also 
die folgende Regel: 


Um den auch wegen der Abtrifft corrigirten Kom- 
pass-Curs zu finden, richte das Auge auf den nach der 
vorhergehenden Regel bestimmten Kompassstrich 
und rechne von dem nach dieser Regel gefundenen 
Kompass-Curs die Abtrifft nach der Luvseite hin ab. 


Um auch diese Regel durch einige Beispiele zu erläutern, 
bemerken wir zuerst, dass, wenn man, am Kompass stehend, 
das Gesicht nach dem Vordertheil des Schiffes sich hin gerichtet 
denkt, dann die rechts vom Beobachter liegende Seite des Schif- 
fes Steuerbord, die links vom Beobachter liegende Seite des 
Schiffes dagegen Backbord genannt wird. 


Dies vorausgesetzt sei nun der magnetische Curs SO1S. , die 
Variation 2 Strich westlich, die Abtrifft 14 Strich, die Luvseite 
sei Backbord. Wendet man die erste Regel an, so erhält man 
SSO}S., und wendet man nun die zweite Regel an, so erhält 


man mit Rücksicht darauf, dass Backbord die Luvseite ist, SOzS, 


Der magnetische Curs sei SSW3W., die Variation 4} Strich 
östlich, die Abtrifft 51 Strich, die Luvseite sei Steuerbord. Die 
erste Regel giebt SSO}S., die zweite giebt SWS, | 


Der magnetische Curs sei NWzW+W., die Variation 3 Strich 
westlich, die Abtrifft 3 Strich, die Luvseite sei Steuerhord. Die 
erste Regel giebt NNW;W., die zweite giebt N30. 


412 Grunert: Ueber die Regeln zu der Umwandl, der Schiffscurse. 


Der magnetische Curs sei S02030. ‚ die Variation 34 Strich 
östlich, die Abtriflt 7 Strich, die Luvseite sei Backbord. Die 
erste Regel giebt OzN,, die zweite giebt N. 


Der magnetische Curs sei O3N., die Varation 2: Strich üst- 
lich, die Abtrifft 3 Strich, die Luvseite sei Steuerbord. Die erste 
Regel giebt NOzO., die zweite giebt ©. 


Die Halsen sind die Taue, mittelst welcher die unteren 
Ecken der Unterseegel an der Luvseite nach vorn angeholt und 
befestigt werden. Ist die Luvseite Steuerbord, so sagt man: das 
Schiff Auugbit über Backbord mit Stöuerbordaiahde zu ne es liegt 
auf Steuerbordshalsen. Ist die Luvseite Backbord, so sagt man: 
das Schiff seegelt über Steuerbord mit Backhordenlgen zu oder es 
liest auf Backborädshalgen. Dies vorausgesetzt, werden auch die 
rolgendßd Beispiele verständlich sein. 


Der magnetische Curs ist SW}S., die Variation 4 Strich west- 
lich, die Abtrifit 2} Strich, das Schiff liegt auf Steuerbordshalsen. 
Die erste Regel giebt WzS;W., die zweite giebt WNW. 


Der magnetische Curs ist NOzO., die Variation 2 Strich west- 
lich, die Abtrifft 2 Strich, das Schiff segelt über Stenerbord mit 
Backbordshalsen zu. Die. erste Regel giebt, OzN., de zweite 
giebt NOz0. | 


Der: magnetische Curs ist NWzN;W., die Variation 3 Strich 
östlich, die Abtrifft 5 Strich, das Schifl jtegt auf Backbordshalsen. 
Die erste Regel giebt WNW3W., die zweite giebt SWıW. 


Diese Beispiele werden hinreichen, die beiden obigen sehr 
wichtigen Regeln vollständig zu erläutern. 


Soll man umgekehrt den Kompass - Curs in den magnetischen 
verwandeln, so hat man natürlich die beide obigen Regeln in 
umgekehrter Ordnung und in umgekehrter. Weise -anzuwenden. 
Dies giebt die folgenden Regeln: | 


Von dem gegebenen Kompass-ÜOurs rechne man, das 
Auge auf den gegebenen Kompassstrich gerichtet, die 
Abtrifft nach der Leeseite hin ab. | 


Von dem auf diese Weise erhaltenen: Curs rechne 
man, das Auge auf den gegebenen Kompasstrich ge- 
richtet, die östliche Variation zur rechten, die west- 
liche Variation zur linken Handab. : 


Der Kompass Gürs sei SW3S., die Abtrift 55 Strich, die 
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Variation. 4}, Strich östlich, die Luvseite sei Steuerbord ‚ die Lee- 
seite also Backbord. Die erste Regel ‚giebt SSO1S., .die zweite 
giebt SSW;W. 

Der Kompass-Curs sei WNW., die Abtrifft 2} Strich, die 
Variation 4 Strich westlich, die Lomaette sei Steuerbord, die Lee- 
‚seite also Backbord. Die erste Regel giebt W3S., die zweite 
giebt SW!S. ; 

Der Kompass-Curs sei N., die Abtrifft 7 Strich, die Variation 
91 Strich östlich, die Luvseite sei Backbord, die Leeseite also 
Steuerbord. Die erste Regel giebt OzN., die zweite giebt OSO1S, 
oder, was dasselbe ist, SO20:0. 


Will man mehr Beispiele, so braucht man die für den ersten 
Fall gegebenen nur sämmtlich umzukehren. 


AXEIN, 


Ueber eine Klasse von Integralfunctionen zweier un- 

abhängigen Veränderlichen, welche zwischen gewissen 

bestimmten Grenzen verschiedene Werthe geben, wenn 
‚die Ordnung in der Integration umgekehrt, wird. 


Von 


Herrn Professor @. Decher 
an der polytechnischen Schule zu Augsburg. 


Dem Beispiele Cauchy’s folgend, hält auch Cournot in 
seiner Theorie der Functionen an dem Satze fest, dass ein be- 
stimmtes. doppeltes Integral, dessen Aenderungsgesetz zwischen 
den Grenzen desselben unendlich wird, verschiedene Werthe 
geben könne, wenn die Ordnung in der Integration umgekehrt 
werde, und führt zum Beweise dieses Satzes die Function 


+1 +1 2242 
a a 
LI 2% i 


Theil XXI. 28 


@ 
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an, aus welcher er in der für die Integration ar ich Ord- 
nung die Ergebnisse zieht: 


+1, +1 + 1 
U f dx.d Ay Saar 25 ie f da.1- 2 3=24,. ah. 


dann kehrt er dig Ordnung beim Integriren um und findet: 
+1 a2—y? Bun ERBEN 
u E79 da. Er R. ""ay.d en 


1 +1 
2 f a ER — 24, .aretangy= 


—1 


also allerdings den wesentlichen Unterschied 
U-U=2n 


zwischen den beiden Werthen des obigen bestimmten Integrals. 

Gegen diese Ergebnisse kann zwar kein ähnlicher Einwand 
erhoben werden, wie es in meinem frühern Aufsatze (Archiv. 
Thl. XIX. H.4.) in Betrefl der von Cauchy in seinen Exercices 
abgeleiteten Resultate geschehen ist; demohngeachtet ist der 
Schluss, dass jener Unterschied in den Werthen der Function -U 
von dem Unendlichwerden der Function he zwischen 
den Grenzen der Veränderlichen, nämlich wenn z und 7 y gleich- 
zeitig Null werden, herrühre, nichts desto weniger falsch; denn 
es gibt eine Menge ähnlicher Functionen, welche nicht unbad- 
lich werden und doch, in gleicher Weise behandelt, verschiedene 
Werthe geben, wenn die Ordnung in der Integration umgekehrt 
wird, und der Grund für jenen Unterschied muss ganz anderswo 
gesucht werden. 

Einen Fingerzeig für diesen Umstand werden v wir schon erhal- 
ten, wenn wir die gegebene Function 


z2—y2 
ea a 
(z2-F y2)? 
etwas näher untersuchen, namentlich in Betreff ihres Werthes für 
z=0 und y=0. Setzen wir zuerst y=(0, so wird en bleibt 
also positiv für alle Werthe von z und gibt also für z—=0 


3=+%; 
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u 


; 1 4 
setzt man dagegen zuerst 20, so wird = — mr bleibt also ne- 
gativ für alle Werthe von y und gibt für y=0 N 
= — a. 


Die Function z hat also, obgleich sie weder mit x, noch mit 

y das Zeichen wechselt, und in Bezug auf x nur vom ersten Grade 

ist, für 2=0, y=0 gleichzeitig die Werthe +& und —o, und 

es ist gewiss eigenthümlich, dass der eine dieser Werthe zum 

Vorschein kommt, wenn man zuerst über die %, dann über die x 

verfügt, und der andere, wenn man umgekehrt verfährt. Unsere 

- Function erhält aber ausserdem noch den Werth 0, wenn z=0, 

=0 wird, und dieser Werth ergibt sich, wenn man y von x oder 

x von y abhängig macht; setzt man nämlich y=%x, so wird 
dieselbe 

41-2 1 
dute were 


‚ und gibt für k=1 und jeden beliebigen Werth von x den Werth 
z=0; man'hat also auch z=0, wenn z=0 und kr=y=D ist. 
Wie kann man also verlangen, dass das doppelte Integral aus un- 
serer Function von der Ordnung beim Integriren unabhängig bleibe, 
wenn die Function selbst schon verschiedene Werthe zwischen 
den Grenzen des Integrals erhält, je nachdem man sie anders be- 
handelt, je nachdem man zuerst dem x oder zuerst dem % einen 
bestimmten Werth beilegt? 

Um jedoch der Sache auf den Grund zu kommen und den 
Anhängern der Theorie von Cauchy die gänzliche Grundlosigkeit 
dieser Theorie zu beweisen, wollen wir unsere Untersuchung wei- 
ter verfolgen. 

Wie schon bemerkt wurde, ist die von Cournot beigebrachte 
Function nicht die einzige, welche Werthe mit entgegengesetzten 
Zeichen gibt, wenn man die Ordnung beim Integriren umkehrt; 
man sieht leicht, dass diess für alle Functionen der Fall sein muss, 
welche der Form 
(am — yrprH 


angehören und deren doppeltes Integral zwischen gleichen Gren- 
zen für z und % nicht Null wird; denn man hat offenbar: 


(1) 
+4 +a (zm u DERTE +a (yRr— zu) 
% auf Kae eo =f uf ae; 


25° 


u —— 
Pr 
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da aber auch 
(yn— am)2pr1l A (zn BR MTEIT 
a Tr 


so folgt daraus: 


+a ta (2m ymy2pf1 
fi dı dy a (22% n yan)ı 


+a +a (am ER YTRBIT 
Fa; Kahn dz (a rye 3 


wenn demnach diese Integrale einen von Null verschiedenen Werth 
haben, so besteht auch ein Unterschied, je nachdem man in’einer 
andern Ordnung integrirt, gleichviel ob. die Function 


2) 


Bi he 
Semaar (22° + y2R)g 
unendlich wird oder nicht zwischen den Grenzen +a und —a 
für x und g. 


Man wird sich nun leicht überzeugen, dass für. alle. Functio- 
nen dieser Art, welche immer Null werden, in welcher Ordnung 
man x und y nach einander Null setzt, auch der Werth des dop- 
pelten Integrals (1) immer Null wird, wodurch die, Gleichung (2) 
unmittelbar befriedigt ist. Diess ist immer der Fall, wenn man hat: 


m(2p+1)> 2ng; 


denn setzt man y=%kx und, um dem Werthe o für % auszuweichen, 
auch 2=Ay, so wird: 


(1 — A R)2r+ 


>= ya ET — gm(2p-H)-2ng Ask: [6)) 
oder 
Am — 1)2P+ My 
Ar re 3 m(2p+1)—2ng 9 (4) 


und demnach z immer Null für 20, y=0, da in diesen Aus- 
drücken A. und %.nur von —1 bis +1 genommen werden dürfen; 
um alle möglichen Werthe von x und y zu umfassen. 


Wird dagegen m(2p +D)—2ng<0, so wird aus 8) z=+& 
für 20, so-Jange k<I1 ist; man hat dagegen z=—w, sobald . 
k> I, und z=0 für jeden Werth von x, sobald A=1 genommen 
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wird; dasselbe ergibt sich aus Gleichung (4), wenn hA>1, <1l 
oder =1 und y=0 gesetzt wird; für alle Werthe' von m, n, 9, 
9, welche der vorstehenden Bedingung entsprechen, zeigt also die 
Function z einen ganz ähnlichen Gang, wie die von Cournot ge- 
wählte, und gibt desshalb auch beim Integriren, ohne Rücksicht 
auf die Bedeutung des Integrals, Werthe von entgegengesetzten 
Zeichen, wenn die Ordnung umgekehrt wird. 


Hat man endlich m(2p +1) =2ng, so. wird z eine Function von 


Y 


k oder = und erhält daher für <=0, y=0 gleichzeitig eine unend- 


liche Menge von Werthen, welche entweder den Werthen von k 
von —o bis +& oder den Werthen von k von —1bis +1 und 
den Werthen von A von +1 bis —1 entsprechen, und zwischen 
den Grenzwerthen 


— +1 für k=0,; 
z2——1 für h=0 


enthalten sind; die Function z erhält also für =0, y=0 gleich- 
zeitig alle möglichen Werthe von —1 bis +1*), wird aber nie- 
mals unendlich. Demohngeachtet geben viele dieser Functio- 
nen auf gleiche Weise, wie es-oben nach Cournot geschehen 
ist, integrirt, Werthe von verschiedenen Zeichen, wenn man die 
Ordnung der Integration umkehrt. 


. 


Nehmen wir, um diess näher zu beleuchten, die einfachste 
dieser Functionen heraus, nämlich die Function 


3 


ey’ f (5) 


und stellen wir uns dieselbe, um uns ihren Gang recht anschau- 
lich zu machen, als Gleichung einer Fläche in Bezug auf recht- 
winklige Coordinaten vor. Die Form 


1-2” %—]1 
’FeIFRTPRFTV (6) 


unter welche dieselbe nach dem Vorhergehenden gebracht werden 
kann, zeigt sogleich, dass dieselbe von jeder durch die Achse 
der z gelegten Ebene nach einer zur Ebene der xy parallelen Ge- 
raden geschnitten wird, deren Entfernung von dieser Ebene sich 


*) Eine ähnliche Function habe ich schon im zweiten Bande meines 
„Handbuches der Mechanik“ in der eg zu $. 104, S. 243, 
RE NT, 
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nur mit der Tangente % des Winkels, elchän die schneidende 
Ebene mit der Ebene der zz bildet, ändert und immer zwischen 
+e und —c liegt. Schneiden wir dagegen unsere Fläche durch 
eine zur Ebene der xy parallele Ebene 


— u 


“> 


er 
A 


so zeigt die Eliminations- Gleichung 


(C+2)P=(c—2,)x?, a) 
dass jede solche Ebene unsere Fläche nach zwei in der Achse 
der z sich kreuzenden Geraden schneidet, so lange 2, <c ist; 
die Ebene der xy selbst, für welche z,—=0, schneidet dieselbe 
nach zwei unter sich rechtwinklichen Geraden, welche die Win- 
kel zwischen den Axen der x und y halbiren; für „—=e fallen 
beide Geraden in eine zur Achse der x, für —=—c in eine zur 
Achse der y parallele Gerade zusammen, längs welcher dann un- 
sere Fläche von der sonst schneidenden Ebene berührt wird. 
Endlich für z, >c wird die Gleichung (7): 


G+9y +0 


und gibt nur noch imaginäre Werthe für y oder x; die Fläche ist 
also zwischen den beiden berührenden Ebenen z=-t-c eingeschlos- 
sen und enthält das Stück der Achse der z von z=—c bis 
z=+c. Man wird sich durch diese Betrachtung, leicht überzen- 
gen, dass unsere Fläche durch eine Gerade erzeugt gedacht wer- 
den kann, welche fortwährend zur Achse der z senkrecht bleibt, 
‚sich in dieser Axe zwischen z=—ec und z—=-te auf- und nieder- 
bewegt und dabei fortwährend um dieselbe dreht; sie ist also eine 
Art Schraubenfläche, besteht aber aus zwei rechts- und zwei links- 
gewundenen symmetrischen Theilen, welche sich in den Ebenen 
der zz und yz an einander anschliessen, in jener über der Ebene 
der xy, in dieser unter derselben, so dass die Fläche von der 
Achse der negativen z aus angesehen in Bezug auf die Achse der 
y dieselbe Beschaffenheit besitzt, wie von der Achse der en 
z in Bezug auf die Achse der x. 


Um ein anschauliches Bild unserer Fläche zu erhalten, darf 
man dieselbe nur entweder durch eine Kreis- Cylinderfläche 


schneiden, und 2=rcosw, y=rsin® setzen; man findet dann als 
Gleichung der Durchschnittseurve oder als Gleichung der Fläche 
selbst in Cylinder-Coordinaten den Ausdruck: 


EEE Tu Tr — iii EA 
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: z 
z=ccos?o, @=3;arccos > 


welcher zeigt, dass, wenn man die erzeugende Gerade sich gleich- 
förmig um die Achse der z drehen lässt, ihre auf- und absteigende 
Bewegung längs dieser Achse keine gleichförmige sein darf; oder 
man schneidet, unserm Zwecke besser entsprechend, unsere Fläche 
durch die vier Ebenen 


z=-+ta, Be 705 y=+ta;, y=4, 


_ wodurch man Taf. VI. Fig.3. erhält,‘ welche mittels der Glei- 


chungen (6) leicht zu construiren ist und die Coordinaten- Achsen 
in einer solchen Projection darstellt, dass von den damit zusam- 
menfallenden Kanten eines Würfels die eine halb so gross er- 
scheint als jede der beiden andern. 


Nachdem wir auf diese Weise den Gang der Function 
er 
z?+y? 
genügend.kennen gelernt und uns überzeugt haben, dass hier für 


den Werth von z von einem Durchgang durch Unendlich 
durchaus keine Rede sein kann, so wollen wir das Integral 


ta +a x? —y? +a +a x? — u? 
=ef Br ee uf da u y5 


@ 


z=cC 


t 


auf dieselbe Weise behandeln, wie es im Eingang mit der von 
Cournot gewählten Function geschehen ist, und ohne Rücksicht 
darauf, was dieses Integral bedeuten soll. Man hat 
2? 2a2 
’ PONTE Ser Free 
und damit ergibt sich nach und nach: 


Le Fe 2.2, Qxarctang. —)=%e dr @zarctang®— a) 
li 
ar —-6. 
ax? 
a? +22 


+a a +a 
—2%c A, (&? aretang 42) +2c dx. 
a 
& u / 


+a a / Kr); 
—=Ic Ar (42 arefang 3 — a? arctang =) . 
-@ 


und wenn man hier beachtet, dass arctang = bei z=0 durch 4 
hindurchgeht, dass also 


. 
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a 3 
arctang Im» 


genommen werden muss, so findet man: 
U=—2na?c, (8) 


und demnach auch in gleicher Weise: 


N ta +a 2y? | | 
Dr f uf de. dpa, ©) 


Kr, 


und damit einen ähnlichen Unterschied zwischen Otund U'.wie 
bei der Function von Cournot, ohne dass das Aenderungs- 
gesetz zwischen den Grenzen des Integrals durch Un- 
endlich geht. 


Es ist dadurch unwiderlegbar bewiesen, dass das Unend- 
lichwerden nicht die Ursache dieser verschiedenen Werthe sein 
kann; es muss dieselbe also nothwendig doch in der Behandlung 
des Integrals liegen und in derselben ein Fehler mit eingeschlichen 
sein, der zum Vorschein kommen muss, sobald wir dem Integral 
einen bestimmten Sinn unterlegen. 


“ Nach dem Vorhergehenden liegt es nun sehr nahe, die Function 


ag? 

als Aenderungsgesetz zweiter Ordnung in Bezug auf die gleich- 
zeitige Aenderung von x und y des von unserer vorher betrach- 
teten Fläche, der Ebene der zy und zwei’zu den Ebenen der xz 
und yz parallelen Ebenen begrenzten Raumes V zu betrachten, 
so dass man hat *): 


z—tCc 


EN AR 
u ONE OR 
5 . dy | de "2 +92 ı 


a2 — y? dV a2—y? ı: 

ra Eee Er: RER 
2? — y? 2? —y? 
ren ar Say f au. 


*) Man vergleiche mein „Handbuch der Mechanik“ 1. Ba. .$. 58, 
S. 127. u. ff. 
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Man würde aber sehr irren, wenn man 'den ‘oben gefundenen 
Werth (8) oder (9) von U als das Maass des von unserer Fläche, 
der Ebene der <y und den vier Ebenen z= ta, y=-+a begrenz- 
ten Raumes AZCBDEFHBJEKZ (Taf. VI. Fig. 3.) nehmen wollte, 
und das vorliegende Beispiel macht es gerade recht deutlich , wie 
nothwendig es ist, beim Integriren auf den in der Einleitung zu 
meiner Mechanik (l. Bd. S. 115.) aufgestellten Satz Rücksicht zu 
nehmen, für welchen man in den Beispielsammlungen von Mag- 
nus und Sohncke nur die Andeutung findet, dass man nicht durch 
Null hindurch integriren dürfe, während man in den Lehrbüchern 
der Integral-Rechnung stillschweigend darüber hinweggeht oder 
sich mit den von Cauchy erfundenen Sa oeien für den 
Durchgang durch Unendlich plagt., Ich habe a. a. O. gezeigt, dass 
der Durchgang durch Unendlich keine grösseren Schwierigkeiten 
bietet, als der Durchgang durch Null, und dass es auf die Be- 
deutung, welche einem Integral beigelegt wird, ankommt, ob man 
durch Null oder Unendlich hindurch integriren darf oder nicht, 
indem ‚‚man in solchen Fällen, wo das Aenderungsgesetz 
einer Function beim Durchgang durch den Werth Null 
oder Unendlich das Zeichen ändert,:oder wo es mit der 
Function selbst durch Unendlich geht, ohne das Zei- 
chen zu wechseln, für das bestimmte Integral, dessen Gren- 
zen zu beiden Seiten dieser Werthe liegen, darauf Rücksicht zu 
nehmen hat, ob die betreffende Grösse ihrem Begriffe 
nach entgegengesetzte Werthe erhalten kann oder 
nicht, da im ersten Falle die Integration immer einen richtigen 
Werth gibt, während man im zweiten Falle (wo man dem Inte- 
gral die Bedeutung einer Curvenlänge, Fläche u. s. f. unterlegt) 
das Integral in zwei Theile zerlegen muss, deren gemeinschaft- 
liche Grenze da ist, wo das Aenderungsgesetz Null oder Unend- 
lich wird, und dann ohne Rücksicht auf die Lage der Grenzen 
den Werth von jedem Theile zu berechnen und De Summe zu 
nehmen hat.“ 


Wenden wir diesen Satz, für welchen man a.a.O. Ben Grund 
angegeben findet, nun auf unsern vorliegenden Fall an, und inte- 
griren wir unsere Function 


22 — y2 

22 +92 

- zuerst in Bezug auf y, nehmen also z als unveränderlich an, 80 
erhalten wir durch das Hin 


x? —.y? L 
ar= [dy.e: Keen, 


3—c 
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die Oberfläche O, eines zur Achse der z senkrechten Schnittes 
abedefg (Taf. VI. Fig. 3.), von welchem ein Theil ede über der 
Ebene der xy liegt, während zwei Theile abe und .e/g unter: die- 
ser Ebene liegen und als negative Flächen erscheinen, weil das 
Aenderungsgesetz | 


Erg? 
m e72 2 


für „=x Null wird und das Zeichen wechselt. Wird daher das 
vorhergehende Integral geradezu zwischen den Grenzen +a und 
— a genommen, so gibt dasselbe nur den Unterschied zwischen 
dem Flächeninhalt der oberhalb und der unterhalb liegenden Theile, 
und man muss, um die ganze Fläche O; zu erhalten, das Integral 
in. drei Theile zerlegen, von denen der erste von y=-+a bis 
y=4+2; der zweite von y„=+x bisy=— x, der dritte von y=—r 
bis y=—a reicht, so dass man hat: 


+ ER 
gr OÖ: =ftayrf layer “dy.z 
G —ıt A 


z Yy +r Yy 
—=c][ 4, (2xaretang -— y) + f,(22 arctang”- —y) 


+ 4, (2x arctane — Y)] 
27 x 


—c[@ar—-Dr— Irarctang- +a+a—9z+Ga—d)r 
a 
; — 2x aretang ER a] 


=2c|(r 2x — 2rarctang = +a]. 


Dieser Ausdruck ist nun, wie schon angedeutet, das Aende- 
rungsgesetz unseres Rauminhaltes in Bezug auf die Aenderung 
der x, er muss also noch in Bezug auf diese Veränderliche von 
+ a bis —a integrirt werden, um den Rauminhalt F zu erhalten; 
dieser Werth von Oz besteht aber aus drei Gliedern, von denen 
die beiden ersten mit x Null werden und das Zeichen. wechseln, 
während diess für das dritte nicht der Fall ist; in Betreff der bei- 
den ersten muss also wieder eine Theilung des Integrals eintre- 
ten, das letztere dagegen kann sogleich zwischen +« und —a 
genommen werden, und man erhält so: 
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| IR | n 
\ V=2c dz|(r—2) 2 — 2x arctang—] - 
o 


—ıa a +o 
+2c dz|(a— 2) 2 —2r arctang —] +2c dx.a, 
0 —a 


was offenbar, wie es nothwendig sein muss, auf 


te a 
Tann? da|(a—Yr— Zrarctang- tal 


hinauskommt und den Werth 


er \ a 1 a A EEE T 
—4c a [229% — 7? arc angta arctang —] 
—4c(! (nr —2) a? — 4a? + 47a?) =2(n —2) a?c 


für den gesuchten Rauminhalt gibt. 

Will man nun zuerst in Bezug auf z integriren, also zuerst 
die Oberfläche O, eines zur Achse der y senkrechten Schnittes 
bestimmen, so findet man leicht mit gleicher Berücksichtigung 
unsers obigen Satzes: 


0, = 2% "dad Zr dz 1— er) 
i 


ne. gr ei (2 —2y arctang 7 +24, (2 —2yarctang =) 
y Y y N 


—=2[a—2y arctang +(2—2)y]; 
und damit folgt: 


a 1) 
V=2.2e + .dy(a—2y arctang + (m Yy]=2(x — 2)a?e, 
0 

wie vorher. Man kommt übrigens, wie man nun leicht einsehen 
wird, viel einfacher zu diesem Ergebniss, wenn man nur das Vo- 
lumen eines der acht symmetrischen Theile berechnet, aus wel- 
chen das Ganze besteht, z. B. das des Theiles AZCXD, welcher 
von den Ebenen der zy und zz, der krummen Fläche und von 
der zur yz parallelen Ebene z= a begrenzt wird. Denn für das 
Volumen Y, dieses Theiles hat man einfach: 


a FAR,» 2— 2 a z 
=ef. ur, VaryTt) de. dy(@xarctang ; — y) 


0) 


== S der Dezede. gr —1)2?=3(r—2) a?c> 
0) 
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und erhält damit wieder: 
V=8V, =2(#n—2) a2e. 


Unser Integral gibt also im jetzigen Falle, seiner Bedeutung 
nach richtig behandelt, denselben richtigen Werth, ob man zuerst 
in Bezug auf x oder. in Bezug. auf, y.integrirt. ‚Der. oben, für U 
gefundene Werth (8) oder (9) dagegen hat bezüglich des Raum- 
inhaltes gar keinen brauchbaren Sinn ; denn wenn auch der Ausdruck 


2c (22 arctan g- —4), 


welcher durch die erste Integration zum Vorschein kommt, noch 
den Unterschied des Flächeninhaltes der über und unter der Ebene 
der xy liegenden Theile der Schnittfläche abedefg ausdrückt, so 
ist doch jener Werth von U weit davon entfernt, den Unterschied 
der über und unter derselben Ebene liegenden Räume darzustel- 
len, weil:wegen des Zeichenwechsels für x=0' das Integral aus 


’ a . [2 . 
dem ersten Gliede 2x arctang — zwischen + a und —a wieder eine 


Differenz gibt, während das Integral des zweiten Gliedes «eine 
Summe zweier Flächen vorstellt, und daher die Function U nach 
der Multiplication dieser Flächendifferenzen und Flächensummen 
mit dem constanten Factor 2ce aus Summen und Differenzen von 
Rauminhalten so zusammengewürfelt ist, dass sich in Bezug auf 
den eigentlichen Rauminhalt unseres Körpers, wie bemerkt, kein 
brauchbarer Sinn herausfinden lässt. 


Wenn wir uns nun aber streng. an den oben ausgesprochenen 
Satz halten und unserem doppelten Integral U die Bedeutung einer 
Grösse unterlegen, welche entgegengesetzte Werthe annehmen 
kann, so muss dasselbe ohne weitere Zerlegung richtige Werthe 
geben, und doch besteht noch der Unterschied in Folge einer 
verschiedenen Ordnung in der Integration. Betrachten wir daher, 
um diesen Umstand aufzuklären, die gegebene Function als Aen- 
derungsgesetz zweiter Ordnung von der Ordinate z einer Fläche, 
deren Gleichung auf rechtwinklige Coordinaten bezogen werden 
soll, und nehmen wir zu diesem Zwecke gerade die von Cour- 
not gewählte Function, weil diese im jetzigen Falle eine leich- 
tere Anschauung zulässt, als die Function (5). Wir haben dann: 

dz dz | 
de _ ray 2 Be) 
"dy . de” (a4y3%) 


und man wird‘ sich nach den bereits ausgeführten Integrationen 


— |— m WW er u 
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oder umgekehrt durch Differenziren leicht überzeugen, dass die 
einfachste Function, welche der vorstehenden Gleichung genügt, 
die Forn ‚hat: 


v 


= carctane -—eärceott, (11) 
Yy * 


dass also die entsprechende Fläche eine gewöhnliche Schrauben- 
fläche ist, erzeugt durch eine Gerade, welche immer senkrecht 
zur Achse der z gerichtet bleibt, diese Achse immer schneidet 
und sich sowohl gleichföürmig um dieselbe dreht, als auch gleich- 
förmig in ihr fortbewegt, so dass sie immer in derselben Zeit den 
Weg ein der genannten Achse zurücklegt, in welcher sie sich 
um die Winkel-Einheit (den: Winkel, dessen entsprechenden Bo- 
gen: seinem Halbmesser gleich‘ ist) dreht. Nach der gewöhnlichen 


‘Vorstellung von einer Schraubenfläche ist die obige aber eine 


Schraube mit doppeltem Gange, da die erzeugende Gerade sich 
immer zu beiden Seiten der Achse erstreckt*), und gibt daher, 
durch eine concentrische Cylinderfläche geschnitten, eine doppelte 
Schraubenlinie, von denen die eine in der positiven, die andere 
in der negativen Achse der y anfängt. Nehmen wir ferner die 
gegenseitige Lage der Coördinaten- Achsen in der gewöhnlichen 
Weise, so dass von der positiven Hälfte der Achse der z aus an- 
gesehen die Bewegung von der Achse der positiven x gegen die 
Achse der positiven y hin im Sinne eines Uhrzeigers stattfindet, 


'so ist unsere Schraubenfläche nach der gewöhnlichen Bezeichnung 


ein rechtes Schraubengewinde, geometrisch betrachtet aber eine 
linksgewundene Schraube, wie sje in Taf. VI. Fig.4. von einer 
Cylinderfläche geschnitten dargestellt ist. Die Gleichung der 
Schnittlinie oder auch der Schraubenfläche selbst in Öiylinderoner- 
dinaten ist 


2—= cr —0); 


man muss aber dabei bemerken, dass die Gerade, welche durch 
diese Gleichung für einen gegebenen Werth von & bestimmt wird, 
die Cylinderfläche in zwei Punkten schneidet, dass also diese 
Gleichung, allgemein betrachtet, ebenso eine doppelte Schrauben- 
linie, wie eine doppelte Schraubenfläche vorstellt. Diess rührt 
daher, dass der Fahrstrahl r in dieser Gleichung fehlt und der- 
selbe desshalb eben sowohl positiv, als negativ genommen wer- 
den kann, 


‚Untersuchen wir nun die Bedeutung unseres doppelten Integrals:. 
*) Vom geometrischen Standpunkte aus betrachtet ist daher die 


gewöhnliche eingängige Schraube mit flachem Gewinde nur eine halbe 
Schraubenfläche. 
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x?2— y? 
Das Ik dz f dy.c pp 
zwischen bestimmten Grenzen in Bezug auf diese Schraubenfläche, 


indem wir diese Grenzen zuerst allgemein mit z, und 2, für z, 
mit %, und %, für y bezeichnen. 


Integriren wir zuerst in Bezug auf y, so erhalten wir in dem 

Ausdrucke | 
A MR) 
da Yyı?tr2? Yo +2 

den Unterschied in den Aenderungsgesetzen der Ordinate z in 
zwei zur Ebene der xz parallelen Schnitten *), welche um die Or- 
dinaten y, und y, von dieser Ebene entfernt sind, und in zwei 
Punkten dieser Schnitte, welche denselben Abstand x von der 
Ebene der yz haben.  Bezeichnen wir daher diese Aenderungsge- 


setze selbst mit 
AT 
dx Yı her dx va 


so haben wir für einen beliebigen Werth von &: 


dz dz Yı Yo 
zo u), ee) (12) 
Integriren wir dann diesen Ausdruck in Bezug auf 2 zwischen 

den Grenzen z; und x,, so gehen wir in jedem Schnitte von 
einem Punkte, dessen Abscisse x, ist, zu einem zweiten, dessen 
Abscisse z, ist, fort, bestimmen zuerst, den obigen Ausdruck 
theilweise betrachtend, den Unterschied zwischen den entsprechen- 
den Ordinaten z dieser Punkte und dann durch das ganze Inte- 
gral den Unterschied zwischen den Unterschieden von zwei Ordi- 
naten in demselben Schnitte; denn man erhält durch diese zweite 
Integration: | 


x 2, 
Az.2y, — Az.2,,—c(aretang— —aretang—°) 
yı Yı 
Er Er 
— c (aretang—* —arctang —2), 
Jo %o 


Man geht also in dem Schnitte, dessen Entfernung von der. 
Ebene der «2=y, ist, von dem Punkte z,y,, dessen dritte Or- 


) Man. vergleiche mein „Handbuch der Mechanik“ IL Bd. 
Einleitung. $. 32. u. ff. . 


Tr w— WE TO zen 
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dinate z;,,,'sei, zu dem Punkte z,yı, dessen dritte Ordinate ebenso 
Zz,y, sein wird, über, und in dem Schnitte, dessen Entfernung 
von der Ebene der 2x2, ist, von einem Punkte 2,7, zu einem 
Punkte z0%0, und bestimmt so einerseits den Unterschied der Or- 
dinaten z,,y, und z;,,,, andererseits die Differenz der Ordinaten 
Zr,y, Und z7,y7,, und zuletzt gibt das ganze zweite Integral den 
Werth des Aggregats: 


2219 22091 "321 Y0 + 22,90 — Frıı + Zrıy0 (22,9 + 22,91) 
| (13) 


E a T zT 
= c(arctang a; —-arctang Fr —-arctang m + arctang Zu ‘R 
1 Yı 0 Yo 


also den Unterschied zwischen der Summe von je zwei 


diagonal gegenüberliegenden Ordinaten z. 


Kehren wir nun die Ordnung beim Integriren um, so erhalten 
wir.durch das erste Integral in Bezug ‚auf x in dem Ausdruck 


4 = (a). (a). er ar) 
""dy dy)z, \dy)z, RT 2?+9? 


den Unterschied der Aenderungsgesetze der Ordinate z in zwei 
zur Ebene der yz parallelen Schnitten, deren Abstände von dieser 
Ebene x, und x, sind, und für zwei Punkte, welche derselben 
zur zz parallelen Ebene angehören. Die zweite Integration gibt 
dann mit derselben Bezeichnung wie zuvor den Werth des Aggregats: 


4y. 22, 4, ‚27, ia, 22,90 ZraYı + 2240 — 22191 +22,” (22,90 +22,91) 
durch die Function: 
Yo 


Er — arctang 2 —aretang  Haretang” a (14) 


c (arctang”- 


welche ganz auf den vorhergehenden Werth (13) zurückkommt, 
wenn man beachtet, dass man hat: 


T 
arctang — 3m — arctang— > 
& Y 
oder wenn man beim zweiten Integriren die Beziehung 


ds. 4. FT J 
f: er za argeaf 2, 


anwendet, wodurch man den Ausdruck 
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7 Q ,%Yo 
e (arccot? — arccot 1 + arccot”i _ arccot7°) 
To un) 7 2y iR 


erhält, welcher mit (13) unmittelbar übereinstimmt. | 
Unser doppeltes Integral gibt also zwischen allgemeinen Gren- 
zen, ;wie ‚vorherzusehen war, denselben Werth, ob man in der 
einen oder in der andern Ordnung integrirt. Dieser Integration 
liegt aber stillschweigend eine bestimmte Voraussetzung zu Grunde, 
welche eigentlich nie übersehen werden darf, die aber namentlich 
in unserm vorliegenden Falle wegen der Vielwerthigkeit der Func- 


. NA . .. .. . . 
tion arctang — besonders zu beachten ist. Es müssen nämlich die 


vier Punkte z1Yı> Yo» Zoyıs oyo so auf der Fläche gewählt 
werden, dass man in jedem der ‘vier Schnitte durch die Ebenen 


7=2, 272%. YZYy>.9=%Yo 


von einem dieser Punkte zum andern eine stetige Curve ’'erhält, 
dass diese Schnitte also in.der Fläche ein krumnliniges Viereck 
bilden, ‚wie ABDC. (Taf. VI. Fig. 4.); denn nur unter dieser Vor- 
aussetzung eines stetigen Ueberganges nach jeder Richtung hin 
können die :Aenderungsgesetze zweiter. Ordnung | 


dx dy 
— u —. 
dy dx 


in der ganzen Ausdehnung des Integrals gleich bleiben, nur un- 
ter dieser Voraussetzung kann also auch. die Integration denselben 
Werth geben, wenn man die Ordnung beim Integriren ändert, und 
nur unter dieser Voraussetzung hat das doppelte Integral einen 
bestimmten Sinn. 


Diese Voraussetzung wird 'nun aber verletzt, wenn man die 
vier Punkte, beziehungsweise ihre Projectionen, in der Ebene der 
xy so wählt, dass das von diesen gebildete Rechteck abfe (Taf: VL 
Fig. 4.) den Anfangspunkt oder die Achse. der ‚Schraubenfläche 
einschliesst; denn es ist dann unmöglich, von jedem der vier Punkte 
A, B,F,E,oder B, F, E, A’, oder F, E, 4', B', u. s. f. auf 
den nachfolgenden stetig überzugehen; man kommt nicht mehr von 
E auf A oder nicht mehr von A’ auf B zurück; das krummlinige 
Viereck ABFE: oder, BFEA' schliesst sich also! nicht mehr und 
der allgemeine Ausdruck (13) für unser doppeltes Integral gibt 
keinen bestimmten einfachen Werth mehr, sondern einen doppel- 
ten. Denn nimmt man diesem Fall entsprechend einfach 9 =— 2; 
Y=—Yı, und bezieht den genannten Ausdruck auf die vier Punkte 
4, B, E,F, so hat man oflenbar: r ‚Hbua@ie 
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j 73 . 5 F 7 i % x _ f ; . 2 TR 
für ‚4 ; „für: F 2290 carctang 
> . 1 i ss 34 g 1 2 — 


Ä —x 
| für B zei =earctang— ar ‚ für E Broyn,. Buretele = 5 
| 1 Yı 


2 Yu 
oder, wenn man unter arctang"—u nur einen Bogen Entnchen0 
Yyı 


und 3 versteht, bestimmter ausgedrückt 


Izın=ea, 2219 =E(R—0), Zroy =C(TH 0), Zroyı = ee), 
und damit wird: 
Ä m zzıyı + LER (arı Y0 + 2m) Zr —4o) c. (15) 


ergeht man able unter dem Punkte, dessen Projection in 
ger Ebene der ‘xy durch die Coordinaten = +2], y= + be: 
stimmt wird, den Punkt 4’, so hat man 


* | 
Zzıyı — Carctanp —=c(2r-+ eo) 


zu nehmen, und findet damit 
U=4oec, (16) 


Die Function U. erhält also in ‘diesem zweiten Falle einen 
wesentlich anderen Werth als im ersten, nicht blos einen von 
entgegengesetztem Zeichen, und man sieht leicht, dass die von 
Cournot angenommenen Grenzen +1 und —1 für x und y nur 
einen besonderen Fall der vorhergehenden Annahme darstellen und 
dass man dafür überhaupt = Yı setzen kann, wodurch man 
e=}ir und 


U=—nc oder =+nzc 


findet, je nachdem man den Punkt A oder. A’ wählt. Auch wird 
man leicht einsehen, dass der Unterschied in den Werthen von 
U immer —=?2zec oder gleich der Höhe eines Schraubenganges. sein 
muss. | 


Mit diesem Unterschiede nach der Wahl der Punkte A oder 4’ 
steht aber die Ordnung: in der Integration in einfachem Zusam- 
menhange. Integrirt man zuerst in Bezug auf x, so macht man 
gleichsam: die, Schnitte AB und«EF oder A'B’ und EF und be- 
stimmt darin den Unterschied der: Aenderungsgesetze von z in 
Bezug auf:y in:den Punkten 3 und oder ‘2’ und F; dann geht 
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man bei der zweiten Integration in Bezug auf y von diesen Punk- 
ten aus längs jener Schnitte im Sinne der positiven y fort, und 
kommt dadurch nothwendig von B nach A oder von B’ nach A’ 
und von F. nach E und erhält so für U-immer den ‚Werth (15): 
— (2 —4Ac)c, wie man sich leicht überzeugen wird, wenn man für 
A’ und B' die entsprechenden Werthe 


x 


1yı — c(?r + e), 'zy, = ce (37 — a) 


in die Gleichung (13) einführt. Integrirt man dagegen zuerst in 
Bezug auf y, so bestimmt man zuerst den Unterschied der Aen- 
derungsgesetze von z in Bezug auf x in den Schnitten AE und 
BF, oder ähnlichen, und zwar in zwei entsprechenden Punkten 
E und F; dann geht man bei der zweiten Integration in Bezug 
auf x von E und F aus im Sinne der positiven x fort, wodurch 
man nothwendig von E nach A’, von F nach B kommen und für 
U den Werth (16) =4«c erhalten muss, Man hat es also dabei 
gar niemals mit dem Punkte, dessen Coordinaten z=0, y=0 
sind, zu thun, und es ist, ganz gleichgültig, was für einen Werth 


2, 
das Aenderungsgesetz zweiter Ordnung 2: in diesem Punkte 
erhält. 
Ganz ähnliche Verhältnisse finden auch bei der Fläche statt, 
welche durch die Gleichung: : 


Yy 


l q ls 
pe „ (z*arctang er: Yy? el 7. | | (17) 


dargestellt wird, und von welcher die von mir gewählte F kaetion 


das Aenderungsgesetz zweiter Ordnung in Bezug auf zund yaus- 
drückt. Denn man zieht aus (17) zuerst die Aenderungsgesetze: 


dı 1 Yy dz 1 € z 
IE” (2x arctang 9); dy =, (2— 2y ln 


und daraus folgt: 


dz dı 
a ag 22_y2 


KT 


Auch diese Fläche besteht aus einer unendlichen Anzahl spi- 
ralförmiger Windungen, welche niemals in sich selbst zurückkeh- 
ren, sondern die Achse: immer enger umschliessen, dabei aber 
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immer durch den Anfangspunkt gehen, so dass z immer Null: ist 
für <&=0 und y==0. Man überzeugt sich davon, ‘wenn man die 
Gleichung (17) zuerst auf die Form bringt: 


cz = (2? +9?) aretang — any? (18) 
und sie dann auf Cylinder-Coordinaten bezieht, indem man 2?-+-y? 
durch r2, & durch rcosw, y durch rsin@ ersetzt, wodurch sie 
die Form Ä 


cz —=r?(o—}!rzsin?o) 


annimmt. Diese Gleichung zeigt, dass z für r—0 immer Null 
ist, dass z aber für ein constantes r mit & wächst, dass also 
eine Cylinderfläche vom Halbmesser r von unserer Fläche nach 
einer schraubenförmig aufsteigenden Spirale geschnitten wird. 
Schneiden wir dieselbe dagegen durch eine zur Ebene der xy pa- 
rallele Ebene im Abstande z=c von dieser letzteren, so zeigt die 
Gleichung | 
raugp asia. 
0 — !Irsin?® 
dass die Projection der Schnitteurve in der Ebene der zy eine 
gegen den Anfangspunkt convergirende Spirale ist, welche für 


jeden Umgang acht schwache Aus- und Einbiegungen besitzt. 


Endlich dürfte noch zu erwähnen sein, dass die Gleichung (18), 
wenn y=%kx gesetzt wird, die Form 


ez— a2[(1-+ 22) aretangk — 36h?) 


4 
erhält; sie zeigt so, dass jede durch die Achse der z gelegte Ebene 
unsere Fläche nach einer unendlichen Anzahl von Parabeln schnei- 
det, welche alle die Achse der z zur gemeinschaftlichen Achse 
und den Anfangspunkt als gemeinschaftlichen Scheitel haben; von 
einer Kugelfläche begrenzt, bildet demnach diese Fläche gleich- 
sam einen spiralförmig gefüllten Blumenkelch und ist gewiss eine 
sehr interessante Erscheinung unter den geometrischen Flächen. 
Für unsern jetzigen Zweck genügt es, sich aus dieser Darstellung 
zu überzeugen, dass auch hier vier Punkte, deren Projectionen in 
der Ebene der zy den Anfaugspunkt einschliessen, nicht nach 
einander folgend durch ein krummliniges Viereck verbunden wer- 
den können, und dass davon die Verschiedenheit in den Werthen 


des Integrals 
ta Ha U iy? 
—|& en 


29* 
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meinen anschaulichen Bedeutung der Integrale mehr Rücksicht 
zuzuwenden, als der viel verarbeiteten Unterbrechung der Stetig- 
keit, zu welcher indessen der Durchgang durch Unendlich nicht 
einmal gerechnet werden kann; man sollte doch endlich einmal 
zur Einsicht kommen, dass für geschlossene Integralausdrücke 
die geträumten Schwierigkeiten beim Durchgang durch Unend- 
lich nicht im Mindesten grösser sind, als die für den Durchgang 
des Aenderungsgesetzes durch Null, und dass diese Schwierig- 
keiten, wenn man sie noch so nennen .darf, nur an der Bedeutung 
des Integrales haften, endlich, was hier noch besonders hervor- 
zuheben bleibt, dass nicht der geringste vernünftige Grund vor- 
handen ist, wegen eines besonderen Werthes, welchen das Aen- 
derungsgesetz zweiter oder höherer Ordnung für gleichzeitige 
bestimmte Werthe sämmtlicher oder mehrerer unabhängiger Ver- 
änderlichen annimmt, einen Zweifel in Betreff des Werthes des 
entsprechenden mehrfachen Integrals zu hegen, da man es bei 
jeder einzelnen Integration immer nur mit einer Veränderlichen 
zu thun und, wenn es die Bedeutung dieses Integrals erfordert, 
darauf zu achten hat, ob und wo das Aenderungsgesetz dieses 
Integrals zwischen seinen Grenzen Null oder unendlich wird, in- 
dem dabei die übrigen Veränderlichen, in Bezug auf welche nach- 
her noch integrirt werden soll, ganz allgemeine Werthe behal- 
ten, während die Veränderlichen, in Bezug auf welche bereits 
integrirt worden ist, entweder durch bestimmte Werthe oder durch 
Functionen der neuen Veränderlichen ersetzt sind; jedes Integral 
ist Aenderungsgesetz für das zunächst in bezug auf eine andere 
Veränderliche auszuführende; es hat eine ganz andere Form und 
eine ganz andere Bedeutung als das frühere Aenderungsgesetz ; 
es kann desshalb für die Integration gar nie in Frage kommen, 
was ein Aenderungsgesetz hüherer Ordnung in Bezug auf mehrere 
unabhängige Veränderliche für gleichzeitig festgesetzte Werthe 
dieser letztern werden mag, oder irgend ein Zweifel über den 
Werth eines mehrfachen Integrals entstehen, wenn jenes Aende- 
rungsgesetz für solche gleichzeitig bestimmte Werthe der Verän- 
derlichen einen besonderen Werth erhalten sollte. 


Während man früher den Fehler begifig, unbegrenzte 
Reihen, welche nur analytische Nothbehelfe zur annähernden 
Darstellung oder Berechnung einer Function sind, einer geschlos- 
senen,Function gleichzustellen, ist man in Betrefl der Integrale 
in den entgegengesetzten Fehler verfallen, indem man auch die 
Integrale in geschlossenen Ausdrücken auf den Rang von 
Näherungswerthen oder endlosen Reihen herabgezogen hat, weil 
man sich eben nicht von der Vorstellung trennen konnte, dass im 
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Integral eine Summe sein müsse, und zwar eine Summe einer 
unendlichen Anzahl von Nullen oder vielmehr einer unendlichen 
Anzahl von Gliedern, deren Werth zwischen Etwas und Nichts 
gleichsam in der Mitte schweben und weder das eine noch das 
andere sein sollte. Für die angenäherte Integration muss man 
sich allerdings mit Reihen und Summen behelfen, und ist dann 
allerdings auf solche Grenzen beschränkt, zwischen denen sich 
auf dem eingeschlagenen Wege noch angenäherte Werthe 
darstellen lassen; man rechnet dann aber immer mit der ganz 


5 . b—a " ö 
bestimmten sehr kleinen Grösse fx oder —., worn n 


eine bestimmte sehr grosse ganze Zahl bedeutet; mit einer soge- 
nannten unendlich kleinen Grösse, welche nicht Nichts und 
nicht Etwas ist (und diese liegt doch auch dem Cauchy’schen 
Begriffe des Integrals zu Grunde) hat noch Niemand gerechnet 
und wird Niemand rechnen; sie ist eine blosse Fiction, mit wel- 
cher‘ sich die Mathematiker nur zu lange schon getragen haben. 


Die höhere Analysis, namentlich die Theorie der Integralrech- 
nung, ist viel einfacher, als sie bisher dargestellt worden; aber 
das Einfache bleibt immer das, was am spätesten gefunden, und, 
wenn sich einmal gewisse Ansichten eingenistet haben, am 
schwersten erkannt wird. 


Nachschrift des Herausgebers. 


Den Wunsche des Herrn Verfassers, vorstehenden Aufsatz im 
Archive abdrucken zu lassen, habe ich gern entsprochen, ohne dass 
daraus der Schluss gezogen werden darf, dass ich alle darin ausgespro- 
chenen Ansichten zu den meinigen mache. G. 


! 
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herrührt, wenn man in-anderer Ordnung integrirt; gerade wie: im 
vorhergehenden Falle, obgleich hier die Ordinate z,für z=0, y=0 
immer den bestimmten: Werth Null’ hät: und das Aenderungsgesetz 


ur 1 2° 
dady ca? + +9? 
immer endliche und reelle Werthe behält. 
[ , 

Die Ursache für den Unterschied in den Werthen eines dop- 
pelten Integrals muss demnach in der Beschaffenheit der Integral- 
funetion selbst gesucht werden, darin, dass das unbestimmte In- 
tegral für denselben Werth der Veränderlichen mehrere Werthe 
erhalten, und dass man daher für dieselben Grenzwerthe der 
unabhängigen Veränderlichen verschiedene Combina- 
tionen von entsprechenden Werthen’des Integrals bil- 
den kann. Wenn übrigens ein solches Integral, ' welches der 
durch die Formel (]) bezeichneten Klasse angehört, und für wel- 
ches sich verschiedene Werthe ergeben, in der Anwendung vor- 
kommen sollte, so werden die näheren Umstände, welche mit der 
Bedeutung des Integrals verbunden sind, unter Berücksichtigung 
unsers obigen Satzes immer auf den richtigen Werth führen. Da- 
gegen ist das von Cauchy benutzte ‚und RR von Anderen nach- 
geahmte Verfahren, den Durchgang durch Unendlich dadurch zu um- 
gehen, dass. man’ sogenannte verschwindende Grössen einschiebt, 
und statt direct zwischen +2, und — x, zu integriren, zwischen 
+2, und +:, dann zwischen —e und — x, integrirt,. nicht nur 
gänzlich zwecklos, sondern führt auch zu ganz falschen Er- 
gebnissen. Zerlegt man z. B. das Integral 


#r +1 PETER 
zuerst in 


Vz —y% ee x? a | 7 
uf der ( hohes dy. rt], dy. er) 


“ \ 


und: dann in *) 


u 


di). Man wende hier nicht ein, dass. die zweite e Zerlegung überflüssig 
sei, weil das erste unbestimmte Integral ee nicht mehr-unendlich 
; } 2__y2 
wird zwischen den Grenzen +1 und — 1 für 25 die Function een 


wird auch nicht unendlich zwischen den Grenzen +1 und —1 für 7, so 


2 
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SE ES RE) 


af, BL. dy. es hf WE (@® er) 


. so ergibt sich nach und nach; 


| Mir | € dd l & 
ie el 5, ,)t2 Mel ua. 
| or f = (Gr era) } / = ( +2? #3) 


ze . 


v 


1 0) 
"=4(inr—arctangd— arctang + aretang 27: 


Lässt man zuerst &=() werden und dann ö, so wird 
U=%) 


wie bei der unmittelbaren Integration; setzt man aber zuerst d&—0 
und dann e=0, so erhält man: 


" UV=—r: 
macht man endlich d= ve und setzt dann e=0, so folgt: 


U= 4arctanev—z, 


worin nun v alle möglichen Werthe annehmen kann. Mit solchen 
Künsteleien kann man ‘also allerlei herausbringen, selbst die 
srössten Widersprüche, wie ich schon in der Einleitung zu’ 
meiner „Mechanik“ wezeist habe, nur nicht viel Branehbat 
res, wenigstens nie mehr als auf gewöhnlichem einfachen Wege 
gefunden wird. 


Durch die vorhergehenden Erörterungen „wird, in Verbindung 
mit dem, was ich in der Einleitung zu meiner Mechanik über die 
Integrale gesagt habe, zur Genüge dargethan sein, dass es doch 
endlich an der Zeit sein dürfte, sich von der mangelhaften Vor- 
stellung und der eigseitigen Bedeutung, welche man bisher. mit 
den Integralen zu verbinden pflegte, loszureissen und einer allge- 


lange 7 unbestimmt bleibt, wie es für die erste Integration doch in 
der That der Fail ist, und offenbar haben die Werthe z=0 und y=0 
gleichen Antheil am Unendlichwerden der letzteren Function. Jedenfalls 
kann’ nach‘ der Theorie von Cauchy diese zweite Reyang nicht nach- 
theilig sein. 
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Ueber das allgemeine Niveau der, Meere. 


Von 
4. Herrn „Professor, und ‚Director KR; v. Litirow , _ 


zu Wien; NRLE I ET Sun Em 5 


I 


(Auf ‚meine an ihn: gerichtete Bitte. hat Herr Director von’ Littrow. in 
Wien seine Einwiliisung zum Abdruck dieses aus’ den Sitzungsberichten 
der Kaiserlfch österreichischen Akademie der Wissenschaften (mathematisch- 
naturwissenschaftliche Klasse, Novemberheft 1853) entlehnten, sehr bemerkens- 
werthe wichtige Resultate enthaltenden Aufsatzeszu ertheilen die Güte gehabt, G.) 


Durch die Daten, welche sich bei dem Geschäfte eines Com- 
missärs für den vor kurzem ausgeführten geodätischen Anschluss 
von Oesterreich und Russland in meiner Hand vereinigten, wWur- 
den mir einige neue, Beiträge zur Lösung der bekannten Streit- 
frage über die Niveaudifferenzen verschiedener Meere geboten. 
Da ich in dem der 'kais. Akademie erstatteten und in ihre Denk- 
schriften aufgenommenen Berichte über die ebengenannte trigono- 
metrische Verbindung hierauf nicht näher eingehen konnte, ohne 
mich von dem dortigen Hauptzwecke zu sehr zu entfernen, so sei 
es mir gestattet, umständiicher auf diese Sache zurückzukommen 
und den heutigen Standpunkt jenes Problems zu bezeichnen. — 
Es wird aber hier nur von freien, eigentlichen Meeren, nicht von 
Binnenseen, wie das Kaspische u. a. sogenannte Meere, dieRedesein. 


Die österreichischen Vermessungen im Kirchenstaate und in 
Toskana, verbunden mit früher von französischen Geodäten ge- 
machten Bestimmungen geben }): 


2) Bericht über die in den Jahren 1847 — 1851 ausgeführte- Verbin- 
dung der österreichischen und russischen Landesvermessung, besonders 
abgedruckt aus dem V. Bande der Denkschriften der mathematisch-natur- 
wissenschaftlichen Klasse der kais. Akademie der Wissenschaften, S. 19, 
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»Mittelländisches Meer höher eatischeh um 0.04 Toisen: 1 


Aus der Triangulation - der Pyrenäen zwischen Perpignan und 

Bayonne fand Coraboeufh), im allgemeinen übereinstimmend mit, 

älteren Bestimmungen von Delambre2): rn » 
Atlantischer Ocean höher -als mittelländisches Meer um'0.46 T, 


" „Das: während der französischen Occupation eines Theiles von 
Deutschland unter Deleros von Frankreich aus bis Darmstadt 
geführte und später durch deutsche Geometer über Westphalen, 
Preussen und die‘ Niederlande bis Amsterdam fortgesetzte trigo- 
nometrische Nivellement 3) ergab: 1002379 | 
‚ Nordsee höher als atlantischer Ocean und Mittelmeer um 0.10/T. ai 
oder nach Obigem‘: 
Nordsee tiefer als atlantischer Ocean;um 0.13 T.. 


Der Höhenunterschied zwischen Nord- und Ostsee kann nicht 
als festgestellt angesehen werden, so lange die betreffenden Er- 


‚ gebnisse der schleswig-kolsteinischen Vermessungen nicht bekannt 


gemacht sind, was nach einer’ Nachricht, die ich vom ‚Herrn Pro! 
fessor Olufsen in Kopenhagen erhalten, erst in einigen Jahren! 
geschehen dürfte. Einstweilen erfreut sich die gegenwärtig gang- 
bare, aus; der Nivellirung des Holsteiner Canales *), abgeleitete 
Angabe: 


Ostsee höher als Nordsee um $ Par. Fuss oder 1.3 T. 


noch des meisten Anscheines von Bürgschaft. ' Diese auffallend 
grosse Höhen-Differenz hat übrigens gerade bei zwei so vielfältig 
zusammenhängenden Meeren sehr wenig. Wahrscheilichkeit für 
sich. In.der That wurde dieselbe auch früher, z. B. nach einer 
Zusammenstellung von Woltmann 5), nur zulIF.2Z,. in gleichem 
Sinne wie, oben angenommen, während aus der durch die öster- 
reichisch-russisehe ‚Verbindungs' Triangulation gebotenen Anknüpf- 
ung des adriatischen Meeres; mit. der Ostsee °). unter Zugrunde- 
legung ubiger Daten für die Niveau-Unterschiede vom adriatischen, 


2) ‚Description geometrigue de la. France. Tome 1. p. 334. 
‚“ %), Amnales; de, Chimie ‚et ,de Physique, Tome I. pP. 65. \ En 
1°) Bulletins des Seances de la Classe des, Sciences de l’Acade&mie R. 
de Bruxelles. Annee 1851. p. 355. / n 
*) Poggendorff’s Annalen der Physik. Band XVII. Seite 131. 
5) Poggendorff’s Amnalen der Physik: Band’ II: Seite‘ 446; 
6) Siehe den oben citirten Bericht:Seite 11... 
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Mittelmeer, atlantischen Ocean und Nordsee sich ergibt: Ostsee 
tiefer als Nordsee um 1.86 T., was ich nur anfähre, um die völ-, 
lige Unsicherheit zu zeigen, welche, auf dieseni Punkte noch 
herrscht, ohne einer auf so wenig natürliche Weise abgeleiteten 
Zahl irgend weitere Wichtigkeit beilegen zu wollen. Eine vor- 
läufige Entscheidung hierüber wird uns. die in kurzem zu erwar- 
tende Veröffentlichung der ans der schwedisch-russischen Ver- 
messung folgenden Niveaudifferenz zwischen dem botnischen und 
dem Mlößikere geben. 


Für das letzte Glied der ganzen um Europa laufenden Kette 
von Meereshöhen bleibt, da eine unmittelbare Verbindung des 
schwarzen Meeres mit dem Mittelmeere noch gänzlich fehlt, eben 
nur das Resultat des trigonometrischen, durch General-Lieutenant 
v. Tenner in Russland ausgeführten, an sich gewiss vortrefllichen, 
aber durch seine grosse Ausdehnung immerhin gefährdeten Nivel- 
lement !) von Memel bis an die Donau-Mündungen: 


Ostsee höher als schwarzes Meer um 0.53 T., 


wodurch frühere, übrigens immer bezweifelte Vermuthungen einer 
besonders tiefen Lage des baltischen gegen das azowsche Meer 
völlig, widerlegt werden. Ä 


Fasst man sämmtliche gegebene Zahlen zusammen und be- 
zieht man alles auf einen und denselben Spiegel, z. B. den des 


atlantischen Oceans, so findet man: ” 
Mittelmeer tiefer als atlantischer Ocean um 0.46 T. 
Adriatisches Meer „ , ur 1b, 
Nordsee A F LE; 
Ostsee höher ‚, y AT EAN] 
Schwarzes Meer Me B% a 3a 


wobei zu bemerken ist, dass beide letzte durch ihre verhältniss- 
mässige Grösse hervortretende Daten auf der unwÄolaEag Differenz 
zwischen Nord- und Ostsee beruhen. j 


Bedenkt man übrigens, dass auch die verlässlichsten unter 
diesen Daten durch Operationen gefunden sind, die oft Hunderte 
von Meilen zurückzulegen hatten, so kann man obige Zahlen über- 
haupt nicht eigentlich als streng nachgewiesene und wirklich be- 
stehende Niveau-Unterschiede der genannten Meere betrachten, 


1) Bulletin de la Classe Physico-Mathematique de V’Academie E des 
Sciences de St. Petersbourg. Tome XI. p. 132. 
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sondern es dient solche Uebersicht mehr, zu zeigen, dass wir 
bis jetzt keinen Grund haben,. irgend bedeutendere Höhenunter- 
schiede zwischen den mittleren Spiegeln der verschiedenen euro- 
päischen Meere anzunelimen. 


Noch vor ganz kurzer Zeit wäre einer Verallgemeinerung sol- 
cher Annahme auf alle unter einauder communicirenden Meere 


. hauptsächlich die bis dahin adoptirte Höhe des rothen Meeres im 


Wege gestanden. Heute besteht dieser Widerspruch nicht mehr. 
Da die einzige hierüber existirende amtliche Quelle ), so viel 
mir bekannt, nur als Manuscript gedruckt und sehr selten ist — 
ich verdanke deren endliche Auffindung der Gefälligkeit des Herrn 
Ministerialrathes v. Negrelli — so sehe ich mich bemüssigt, 
die wichtigsten Momente aus der neuesten Geschichte dieser oft 
besprochenen geographischen Frage in Kürze mitzutheilen. 


Bis vor etwa fünf Jahren hatten die Resultate der Nivellirung, 
welche unter J. M. Lepere im Jahre 1799, bei Gelegenheit von 
Napoleon’s Expedition nach Aegypten, vorgenommen wurde, 
volle Geltune. Diese Arbeit war mitten unter den Wechselfällen 
des Krieges, eilig, ohne alle Controle und mit einer mehrmonat- 
lichen Unterbrechung ausgeführt worden, indessen hatten die Ge- 
schicklichkeit der dabei verwendeten Geometer, die Uebereinstim- 
mung ihrer Ergebnisse mit Schriftstellern des Alterthums und 
andere Umstände lange Zeit hindurch den Glauben an die Rich- 
tigkeit jener, Resultate unerschüttert erhalten. Bei näherer Be- 
trachtung aber musste man sich gestehen, dass der aus dem Ni- 
vellement von 1799 folgende Höhenunterschied von mehr als 9 Metres 
für zwei etwa 16 deutsche Meilen von einander entfernte Meere 
auf keine Weise zu erklären sei. Den herrschenden Winden, 
welche eine lange Weile äls die plausibelste Ursache jener Niveau- 
differenz galten, konnte dieselbe nicht zugeschrieben werden, da 
sich bei genauerer Untersuchung zeigte, dass diese beständigen 
Winde im rothen Meere von Norden wehen und also gerade das 
Gegentheil des hier gefundenen Resultates (rothes Meer höher 
als Mittelmeer) hätten bewirken müssen. In Folge dieser Zwei- 
fel vereinigten sieh endlich im Jahre 1847, wo das alte Project 
eines Durchstiches der Landenge von Suez wieder auftauchte, 
drei Brigaden von Ingenieuren, eine englische unter R. Stephen- 
son, eine österreichische unter Negrelli und eine französische 


1) Societe d’etudes de Pisthme de Suez, travaux de la brigade frangaise. 
Rapport de l’ingenieur, 1847. Auszüge dieses Berichtes findet man in 
Comptes rendus de l’Academie des Sciences de Paris, Tome XXXL 
pag. 484. und XXXVII, p. 81. 
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unter Talabot zu umständlicher Terrain-Erforschung des Isthmus. 
Die beiden erstgenannten hatten die Aufgabe; die Küsten am: mit- 
telländischen' und  rothen Meere aufzunehmen ;' die letzte solltesdas 
Innere des Landes untersuchen. Die‘ Ausrüstung "dieser: franzö- 
sischen Brigade, die ihre Operationen. unter unmittelbarer Leitung 
von Bourdaloue am 25. September 1847 begann und am 6. IN 
nuar, 1848 schloss, war, eben so. vortrefllich, vale das. ganze Ver- 
fahren umsichtig und Vertrauen verdienend.. Die Messungen waren 
so angeordnet, dass 'sie sich. stets selbst controlirten und ‚über- 
dies wurde das ganze Nivellement durch eine beiläufige Wieder- 
holung geprüft und; richtig befunden. 


Es ergab sich bei nittlerem Spiegel: 


Rothes Meer: bei Suez,,höher als Mittelmeer bei „Tipeh, ‚um.0.80 
Mötres oder 0.41 a, 


’ 


somit, ‚auch hier: ein so zu sagen unmerklicher NER eerkie 
Dieses überraschende Ergebniss veranlasste, eine genaue Unter- 
suchung des ‚Nivellement von: 1799, und. es gelang, mit voller Evi- 
denz die Ursachen nachzuweisen, welche‘ dessen: so sehr abwei- 
chendes Resultat hervorgerufen hatten. „Der Vollständigkeit wegen 
führe ich. noch, an, dass ‚wenn man. die, Fluthhöhen ‚von: Alexan- 
drien und Tineh gleich, voraussetzt, woran. wohl nicht, gezweifelt 
werden kann, die grössten Höhen -Differenzen beider. Meere sich 
stellen, wie folgt: 


Höchste (Aequinoctial- )RlUEh. bei Suez höher als bei Ti um 1. AT. 
Niederste Ebbe sl usajklelar. „0002 A re 0.23 24 


so dass sogar diese vorübergehenden Niveau-Unterschiede in ihrem 
grössten 'Werthe kaunı das Viertheil der früher für die’ mittleren 
Spiegel behaupteten, also für beständig 'gehältenen Differenz er- 
reichen. ' Nach einer Mittheilung von Breton 3) hat Linant de 
Bellefonds, Generaldireetor der Strassen- und Brückenbäuten 
in Aegypten, mit den von Bourdaloue zurückgelassenen Instru- 
menten vor kurzem das Nivellement zwischen diesen beiden Mee- 
ren neuerdings und zwar wieder so ‘vorgenommen, dass die Ope- 
ration ‘in allen ihren T'heilen controlirt war: ‘Das’ Resultat stimmt 
mit dem Obigen auf 0.18 Metres ,. "um welche''Grösse: nämlich 
Linant das rothe Meer niedriger als Bourdaloue fand.: Ebenso 
unerheblich waren die Abweichungen von den früheren Ergebnis- 
sen für mehrere audere Punkte ‚der Landenge. Da auf Bet: Art 


1) Gompkos rendüus de l’Anademie des Sciences de kn. Tome XXXVIL. 
p» 281. te»; 
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jene Niveaudiflerenz gleichsam fünfmal’ bestimmt wurde, . so’ kann 
man’ von den Einwürfen, welche‘ Favier4) nicht auf. eigentliche 
Messungen, sondern auf blosse 'Conjecturen hingegen das Nivel- 
lenıent von’ 1847 neuerlich 'vorgebracht, » wohl’ kaum’ eine wesent: 
liche Kendenin) erwarten. 1 a | 3 


Nicht in gleicher Weise sicher abgeschlossen ist eine Kragen 
die man bei Beschäftigung mit diesen Gegenstande kaum über- 
gehen kann, nämlich der Niveau-Unterschied: zwischen’ stillem und 
atlantischem Ocean. ‚Lloyd: und Falmare2),' die 1829 im Auf- 
trage von Bolivar die Landenge von Panama erforschten, fanden 


‚ durch eine, eigentlicher Controle_entbehrende, aber wie es scheint 


mit grosser sn eställie ‚Nivellirung von etwa 19 deutschen 
Meilen Länge: 


% 


Stilles Meer höher als atlantisches um 0.55 T. 


Aus einem im Aultrage des damaligen französischen Ministe- 
riums der auswärtigen Angelegenheiten (Guizot) von Courti- 
nes 1843 ausgeführten Nivellement 3), welches von N. Garella 
zwar nicht vollständig wiederholt, aber wenigstens zum Theile 
controlirt und bestätigt wurde, ergab sich: 


Stilles Meer höher ald atlantisches um 1.49 TT. 


Die Abweichung dieses Resultates-vom Lilo yd’schen schreibt 
Garella hauptsächlich der Unsicherheit _in der. Bestimmung des 
mittleren Spiegels im stillen Meere zu. Auch Chevalier bestrei- 


tet die von Lloyd angenommene Fluthhöhe des stillen Oceans, 


findet dieselbe aber zu.hoch, was obige Abweichung beider Mes- 
sungen noch vergrössern würde. Legt man einstweilen für das 
stille Meer das Mittel dieser beiden Bestimmungen zu Grunde und 
bezieht man wieder obige Angabe für das rothe Meer auf den 
atlantischen Ocean, so hat man folgende aa zu ger 
früheren "Zusammenstellung: | 


Rothes Meer tiefer ‚als ER cheN Meer um :(). 05 T 
Stiller Ocean höher „ > nu 10% 


| N) Comntesterklius de l’Acad &mie des Sciences.de Paris, Tome XXAVIL 


pP: 78.. und Mpigno, Kosmos. Vol, III. p. 340. 


2) M. Chevälier, listhme de ‚Panama, ‚Paris/1844,,p. 112. und 


London Philos. Transactions 1830, p. 63. 
3) N. Garella, projet d’un canal de jonction de l’oc&an pacifique 
et.de l’ocdan .atlantique & travers de l’isthme de, Panama, Paris ‚1845, 


pag. 81. 


142 K.v. Littrvw . 'Jeber das allgemeine Niveau der TR 


Grössen, die wieder innerhalb dh zu erwartenden Hecbadiines- 
fehler‘ liegen. Ich habe übrigens Humboldt’s bekannte baro- 
metrische Bestimmung !), wornach das stille Meer um 3 Metres 
tiefer ü:: das atlantische läge, hier absichtlich nicht mit in 
Rechnung gezogen, da nach ihres berühmten Urhebers eigenem 
Urtheile diese Bestimmung eben nur die Kleinheit dieses Niveau- . 
Unterschiedes ganz im Allgemeinen zu zeigen im Stande war. 


Nachstehende graphische Zusammenstellung (1.45 P. Z.=1T.) 
diene zur Verdeutlichung des Ganzen. | 


Ostsee, 


Stiller Ocean. 


Schwarzes Meer, 


Atlantischer Ocean, 27 SERIES 
antische Rothes Meer. 


Nordsee, 


Adriatisches Meer, nn Nittelineer, 


Man sieht hier auf den ersten Blick, dass die beiden unsicher- 
sten Bestimmungen (Ostsee und stiller Ocean), so wie die von 
der ersten derselben abhängige Messung des schwarzen Meeres 
sich am meisten von den übrigen, genauen Daten entfernen, die, 
was wohl zu beachten, ganz nahe an einander fallen. 


Wir können demnach den oben aufgestellten Satz, dass wir 
bisher völlig entscheidender Gründe entbehren, bei den europäischen 
Meeren irgend bedeutendere bleibende Höhen-Differenzen anzu- 
nehmen, so weit unsere heutige Erfahrung reicht, auf alle mit 
einander communicirenden Meere überhaupt ausdehnen. 


’) A. de Humboldt et A. Bonpland, voyage aux regions Eequi- 
noxiales du nouveau continent. Tome III. p. 556. 
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Ueberblickt man das hier Vorgetragene, so findet man, dass 
wir in der Kenntniss dieses Gegenstandes etwa seit denselben 
Arago!) vor nun kaum zwei Decennien, bei Gelegenheit einer 
anderen Untersuchung behandelte, bedeutende Fortschritülsgemacht 
haben: das adriatische Meer ist mit dem mittelländischeiy, so wie 
baltischen, dieses mit dem schwarzen Meere, das rothe Meer mit 
dem Mittelmeere genau verbunden, zwischen stillem und atlanti- 
schem-Ocean eine neue Messung ausgeführt worden. Alle diese 
Fortschritte aber haben im allgemeinen auf eine Verminderung 
der bisher angenommenen Niveau-Differenzen (in der grössten ge- 
genseitigen Excedenz der einzelnen Meere etwa von 6 auf 1.5T.) 
geleitet und somit unseren Ansichten eine und dieselbe Richtung 
gegeben, das sicherste Zeichen, dass wir auf dem Wege zur 
Wahrheit sind. Und so dürfen wir zuversichtlich erwarten, in 
nächster Zukunft die lang gehegte, auf unrichtige Beobachtung 


- hin gefasste Meinung von sehr ungleichen Spiegelhöhen verschie- 


dener Meere, an der man um so fester gehalten zu haben scHeint, 
je weniger von vornherein irgend klare Gründe zu ihren Gunsten 
sprachen, ganz aufgegeben, und alle damit zusammenhängenden 
Hypothesen fallen zu sehen. Schon Arago hat mit dem Scharf- 
blicke, der alle seine Arbeiten auszeichnete, statt der bis dahin 
gewöhnlichen Herleitung gewisser Meeresströmungen aus Niveau- 
Differenzen andere Erklärungsweisen als nothwendig erkannt, und 
darauf hingewiesen, dass die früher beliebten Voraussetzungen von 
unverhältnissmässig starker Verdunstung wenigstens für das mit- 
telländische Meer ganz unnütz seien, ein Schicksal, das ähnlichen, 
noch im Schwauge‘ gehenden Annahmen. von nichtcompensirten 
Zuflüssen der Nordsee vielleicht in Kurzem ebenfalls bevorsteht. 


* 


1) Annuaire du bureau des Longitudes pour 1836, p- 312. 
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Beiheniiiinen über die Rectification der ne. | 


Pr 3 


Zu Klügel’ 5 math, Wörterb, Sr 2te Abth. S. 838. 


Von - | 
Herrn Director Strehlke 


zu Danzig. 
Hr 


Unter Voraussetzung der dort gewählten BezErehninEET ı ist 
der elliptische Bogen: 


ee 2 ‚N a2cos 92 +5? sin 2. a 
h) AN as 


Wird die Grösse unter dem Quadratwurzelzeichen mit K bezeic 
net, so hat man: ia 


$ 0p.cosgp2 3 p p.sing?.. © 3 a 
ST N ERF- —ı.0 6.2 > 
N. RER VR tee w 9 
wo a die Grenze für die Grössen: 
= ;(a+b), 
—Nab, 

a" = (a +89), 

DIR a'b', 
a — 1(a" A b"), 

N aBe, 


ee 7) 


*) Für die Berechnung von d(r+3) ohne Logarithmen sei bemerkt, 
dass, wenn awW=a+tk, öm)=atk': | 


Er Do 
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z—%(a'? —6'2) +4 (a2 612) + 8(d?— 02) +... 
DEV .C0Sp. sin Da. cos p" ing alr. .cos p" Pi 


! # 
j' el r 
m] =g(a— Pr 
an _#?_1ta= 6) , 
rg ZER S.a” p) 
IL in; Hr Are ai AN — u = 2 AIR 


Fa Ta Sa u m a 


u. sw. 2 


[2 


«. ‚Durch Addition. und Subtraction, der Gleichungen W und (2) 
und Multiplication mit a? und ö2 erhält man: 


=, +2) 4162, 


bie. wenn. man für 2 Se durch a, b, a, b' u. Ss. w. "ausgedrüick- 
ten Werth setzt: 


o a—bN? Ip 7) IN? m UNS 
a ( 2 ) +20 2% pre (an my PI6Z, 


Nach S. 836. a. a. O. ist, wenn tang = a tangp, 


18 
“r 


a(cosy — cos )) 
(a—b)sinp. cos’ 


sin p' ie 


: b | 
und indem man statt des Verhältnisses 7 tangwcotggp setzt: 


cos y—C08p _ siny(P+Y) \ 
sin(P<-Y).  cosilp—p)? 
sinz(p+%) 
t TEE ET tie 
ans N cosp. cosYy 


sinp' = 


! . 
Setzt man: weiter tangı)' = a .tangp', so\hat man: 


BER." k+k (k-k)2 
? a u, 


ar su (k— k')2 (k+k') to 


art + — 


wo a den gemeinschaftlichen Theil von a), dr), % und k’ die Ergän- 
zungen von «@ zu @{R) und d{n) bedeuten, 


Theil XXI. 30 
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„ ı SinypHp) CR ) 

© cos 3(p’ - y') 2 | 

sin 3(' -F aD") 


7 Fi 
N cosp!.cosıy 


sin p 


r tang p” Eu 


1... We 
ge = 0. 
Wenn = 5 ‚ So verschwindet z rd man hat für den ellip- 
tischen Quadranten g den folgenden Ausdruck: 


a=2[ (7°) +30 — a une 4 (ar me Yon bir)» 
| arena... ] 


Berechnet man die Glieder (a" — 6"), 2 (a — 65")? u. s. w. durch 
4", MP,.., so braucht man nur die zur Bestimmung, v von u bereits 
benutzten Logarithmen. 


Für eine Ellipse, derän | I 
a il ER 
b =, 35. AR 
ist: « —=0,5 | 
6 =0,70710 67811 8655...) 
a’ =072855 305 9327. 
b" —=.0,72823 76575 6098... 
a” —=0,72839 55240 771 .... 
6" —0,72839 55069 698 .... Be; 
aA —=0,72839 55155 234... = u. 


“ 


Hieraus ergiebt sich: 


(7 *) = 0,06730 11139 8. u 
na’ = 114366 51285 62... 
— 7. 4@"—02= — 0,00000 02149 77... 


in (a" _ 472 — _ (0,00000 00171 me, % 


und endlich 


” * 
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= g=121105 60275 .9. 

Legendre*) hat 

g=1,21105 60275 68. _ 


In den meisten Fällen wird man bei 7 Decimalen mitdem Ausdrucke 


a 27 
ei ol 


ausreichen. 


RAXEI. 


- Darstellung der algebräischen Gleichung des zten Grades 
Br. durch ihre Ableitungen und constante Funktionen. 


Br 
Von 
n Herrn. L. Mossbrugger, 


Lehrer der Mathematik an der Kantonsschule zu Aarau, 


y 


I. Da jede Ableitung einer Funktion eine Beziehung zu der 
© Funktion selbst hat und jene wieder in Beziehung zu ihren Ab- 
' leitungen steht u. s. f., so geht daraus hervor, dass sich die Funk- 
"tion durch ihre Ableitungen darstellen lässt, wie dieses schon bei 
dem Taylor’schen und Maclaurin’schen Lehrsatz geschehen 
ist; jedoch kommen bei der Entwickelung des erstern die Ablei- 
_ tungen in Verbindung mit der Veränderlichen & und deren Poten- 
zen vor, bei der letztern hingegen kommen jene Ableitungen für 
gewisse Werthe von x, gewöhnlich für z—=0, in Verbindung mit 
der Veränderlichen & vor. In unserer gegenwärtigen- Untersuch- 
urg wollen wir die algebraische Gleichung des nten Grades blos 
durch ihre Ableitungen in Verbindung mit constanten Funktionen 
der Coefficienten jener Gleichung darzustellen suchen. 


") Exercices Tom II. p. 344. 


” | 
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Diese Gleichung ist: 


| y=a"+ta, ar A ta,ar H.... tan-2r?tan-ıztan=0. (1) 
" 


Hieraus folst: 


y= —nar-1+(n— 1a, 2"? +(n—2)ager +... +2 An—2% 4 An, 


9 —n(n—1)ar—2 + (n—)) (n—2) a, 2*-34+(n—2) (n—3) Apart... 
„+3.2.an-3C + 2.lan-, 

n—2 
5 ur PR 3.22 + (n— 1) (n—2)....2a,2 + (n—2) (n—3)....2. 1. .Ag, 
(n—1) » | 
y=n(n—)).... 22 +(n—1) (n—2)....2.1aı, 

(n) 

y=nln—))...2.1. 


u 


® o . .. a [1 
Setzen wir in diesen Ausdrücken = Bar und bezeichnen all- 


gemein das Produkt n(n— 1) (n— 2) .... (n—m+]1) mit [n]'”, = 
erhalten wir: 


Bi. 


Tr 
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(n—1) 
y_u=0, \ 
n , \ 
(n—2) en 3 
2er FD > ai), ö 
(n—3) : n—1)(n—2 3(n—2 
ER - = 2a —3]jn=6 = >\ = = Er oo. a,0,49a; 
(n—4) i (n—]1 ml n—9 A(n—2) (n—3 Un— 
Y:; = = 3[n —4]1r-8 | Be EN u: + en; 3 2 er n Q,4g +4. Sn la, > (2) 
;  _ [a—1]!r 1a,” m[n—2]!m-2 mn —2] [Rn —3 ]!r—3 
= Zee en ee N BT m30, 
(nm) mIm--2leTn—Allm—4 nm _I1m-Afn —n LIN2 
@.. a e= (m— I) [a —m]!»-2m. + Bere, m—4 4,7 eh Abe ee nein . A? Am-a 


ee [r—m+1] 


ee 
| = 2 Rm-ı + m[m—2]r am. 
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Die oberen Zeichen gelten für ein gerades, die unteren für ein 
:ungerades m. 


‚Aus den obigen Gleichungen erhalten wir: 


also ist: 


m 


2a, 2a, ig | qı | 2 ‚ 
'n n(n-—1l) 2 n 
(n-2) 
(n—1) 4 a; 
1 us ]) 2 en RENTEN I n 
+ ann | < oje Hape 
(n—2) Y y\ 12 are. 


Y = anni + 9_ a 


(n— 5) 


BUN 342? , 6agr 6az 


Ars ta, Anode 


Nun ist aber: 


re 


4 


oder auch: 


en 


ge 


+ n(n—1) Yo n 


6a,t Öfz a, m day . 
Der n(n—1) aur Br =(e47, „® n ne: 
27 (n — Day ag 643 


Due + 2a — aD ala) 


6agr 6az zuge 2a, 


aan 23 
en) + n(n—1)(n—2) =(@ Äl BE NT RD) 


2 +7 eg Es 1) 


Rn LEE 
2 (n—1) n—2) 3(n —2) 
oa) n2 ee; 
folglich ist: 
(n—2) 
(n—3) (n—1) (n—2) (n—1) Yy a 
ae y.% 2% = 
[a ]r-3 — ae=T7 Dan ma 
(n—3) 
1 I-5 


1.0 (rn —1)(n— 20) n3j ms’ 
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WOTaus 
Aa) 
ui 
3) ey ) (n—2) 2y u ei war 


IE Ar) 
Me ‚uie + ET ry_2& 
‚= Ferner ist 
Fa 4,23, 12a, 24a 2daz 
_— ERS ee ALS, 3273 ee: 
De r H- n(n—1) + MR Te Dane) (n—2)(n—3) 
oder 
| Er 3 6 6 
Yy er KL Ag 
[n ]'r-2 =(c+, ET, I m- n(n—1) 17 (n—1) Ri) 
3 | 
a TC Road =+, Hase I n I 2424, 
f a, 
62 + —) 
n (n—]) (n—2) Me 
5 n(n—1)(n—2) n? Ir a4,43a; | 
3 (a Yin —M2(n—B)N, 
aan. nen ei 
Mn—2) (n—3 4.2(n — 3 
N RL 


oder wenn wir die Funktionszeichen einführen: 


Kt Nr By y_ (n—1) N 
3 Iy% I-7 
Dose TR Dan: Te n(n—1) \ [m ]R-12° [n—3]r4 
(n—1)(n—3) (n—4) 
3Y » 1 Bei er 
+ ,m- DE HPA ra DR DR IRA 
Weil aber 
Re | 
DDr 
und 
3[n]!r-? 3 
a(n—1) [a —2]r% [2] 122. 3} [n]Ir-1}2° 
3[n]'r = 3 


na Dan ]r-n 3] an ji 


Y 
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und 
n(n—1)(n—2) (n —3) [a —A]r 8 
ist, so ist: | 
2)  (m-Din-y) 
(n-4) BT AR Aut y a) wa 


I — um +43 1771 3ia]jap + Ane=t Hy 2 
Auf gleiche Art finden wir: 


(n—1) (n—2) (n—1) (n-3) 


4ly%3 9% Diva. y- a 


(n—1) (n—4) 


SE 
y= 5npa ta tee 
(n—1) (n—4) 
Yi3 I_ (n—5) 
+ nm Si a 
gr RN one (n—3) 
(n—1) (n-5) iyit.y_ ai 101? y_a 
I BU NER n 
ı = Ip torrent a 
(n—1) (n—4) nnd 


Uyiyaaı- ya ge (a) 
+ 5 ter 12° 


Es ist hieraus das Gesetz der Coefficienten, so wie das der 


= 778 
Funktionen leicht erkennbar, so dass also.allgemein, wenn *B 
den ten Binomialcoeflicienten der nten Potenz bezeichnet: 


cr W, N (n—1) E (n—2) 5 2(n-1) (n-3) 
(n—1l) (n—ın m— Im— a, , m m—3 \ 
mM) yoy PlyiTn Ye BtymT3.y_a 


A m[n]!"—- = ir [m]ir—2} Ten een eNDe 


3 (n—1) In—4) m— 3 Me (a—m+2)f 
m—1)% e7 \Im—4, 3 =. m—1) iy% er = ( 
us [m ]!#-4 [2 rm ut at  m]ztf a]e-127 = 


m—2 (n—1) (n—m-+1). 


m—1)5 Y R Ya a, | 


(n—m) 


TE 


Setzt man hierin m=n—-2, m=n-1l, m=n, so kommt: 
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| 1 (n—1) (n—2) ; 2 (n—1) (n—3) 
ur u er A) In—#, Y. E ehr war! a 

a; + jr] Ir, 51 [nr —2]r-5 In] 

n-5m DPF  m3% ER, a, 
n"—3)% Iy%. Y “ 
. tr + m + Tate 3 
(n—1) (n—2) 2. (n—1) (n—3) 
dal). ,° a2 1 n-3 4 a, (n—2))5 ypi,y a 


y. 
yon t Ripper teen 


4 


n—4 (n—l) ,, n—3 (n—1)\,, 


9» m; N ee N AR 
It eammet ten t3_e 


1 (n—1) (n—2) 2 (n—!) (n—3) 


(n—1) r Brian -2 2 Y. B: n-18 | 1-3, Y_4ı 
| TERN, ip + n 
Be ajajlenı DIDI Re p]e-0pR=3 


| n—3(n—l) „ n—?2 (n—1) r (A) 


n—1) 1 \2 Y_ Rad: Y -Y_ & 
+..t Rlejep Mr GR +9-% 


II. Aus den in I. gefundenen Gleichungen lassen. sich leicht 
| Re: ableiten: 


m + 4 a; 
yv m 1 Ein v. 2 


(n—1)(n—2) 


| PER, RT, sy 9_ = (n—3) 
J 2 [a ]r12 u BIT EIERN um 2 
(nn a (n—!) (n— ir 
(n—4) Iyi yr.y_a dy .y_ =. (a=a) 
, +4 3.2 [aje-u5tg3 ame t An]r-ı" 4 Y- Te 
EN, 2) rare (n— 5) 
(n—5). 171 I y! 4 r 10tyY Me — 
4 543.200 Part Sa FE ® 
ee 
y- a" (n—5) 
+ 5a er "4 J_= 
: 2 ml)  . (n-2) 3 (nl), (a3) 
Ye ON Y_ a n), Iyar, Y_ a 
ö Q 
U Hin]! In—1 im +77 [r]!r-2} le + [ar nr m : 
+ (n—i) (n—4) (n—2) (n—1) „ n—1(n—1l), ( ) 
"5 tyei.y_a Bıyay an TB yy_a 


x De EHTITIzEr 2 4 PIRP re 
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Die Richtigkeit dieser letzten aietöhlie und also auch aller 
vorhergehenden woraus sie entstanden ist, lässt sich leicht durch 
die Maclaurin’sche Reihe bEWeIBENTE denn diese ist allgemein: 


7] 77 r (n—3) 
2 17 & ” Ya Er. 
Y=Yat+ya-(X— ©) 4+5@ 5 te ee) z 
(n d Me (n) 
_2 BR; "9. MOR yn 
+ [In— ar BR n— Dez: Ge a (je? 2 I 


. “ . a n— DE 4 dı alt 
Setzen wir hierin e=—n und bemerken, dass % — (+, el" e 
(n—1) a a | 
1 . ® .. 1 e 
also y. =(e+ 7) [r2]!"-1; dieses aber wird für e=—-, zu Null; 


(r) 


ferner ist für jeden Werth von « gleich 1, und alle nach 


BR; WA 
[r]r-1 
dem letzten Gliede jener Reihe folgenden Glieder werden für un- 
sern Fall zu Null. Es wird also bei unserer Annahme von y und 


«@ die Maclaurin’sche Reihe zu: 


v 
441 


DENN g_° 
yay_atylaat 4 Tg et 
(n—2) n 
(n—3) a - 


+ % Mel Bı(E +- Ara lee (e+ 2 +4 m, 


(n—1) 


. a Y 
Es ist aber nach I. 2 + — =, —-——, also: 
ii nn] 


> yaı (n-1) y_a er 
ir ty? "m 
yayatı ya wat Tat eat 
(n—3) (n—2) 
ai (a—1) 7) aı in) (n—1) 
Am) \yın—3 FR ns Be, iyır 


Nun ist aber 


"3 WR n(n—]) WEN 13 
[n]r 21.2.2 (n —1) (r— 2)... 3.27 (n—2) (n—8)....3.2 
1 1 


— a2 (R—3)....3.2.1 [a — 2a’ 
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folglich ist das vorletzte Glied dieser Reihe mit dem zweiten in 
No. (5) identisch; ferner ist 


2.38 Pl) (Ber Kennt An Garda 
IR]r=3 1.2.9. Re) (a 3)1A An 30 -49..4.3.2.1 
[ 


pri [n — 3]r-3° 


woraus die Identität des dritten Gliedes in No. (5) mit dem dritt- 
letzten dieser Reihe hervorgeht; auf gleiche Weise wird die Iden- 
tität der übrigen Glieder von dieser Reihe mit jenen der Reihe (5) 
hergeleitet. 


II. Um der Auflösang unserer eigentlichen Aufgabe näher 
zu kommen, bemerken wir, dass nach ].: 


(n—1) 
(n—2) (n—2) } ty ı2 
I_I= Y KR, 2fn|!r=1 


(n—2) 4 
ist. Führen wir diesen Werth von y_cı in der zweiten Glei- 
n 


chung II. ein, so erhalten wir: 


’ nn (n—1) (n—2) _y 
n— y ‘ n— 3 
IE RN N ıY 


also ist auch: 


br (n—1) (n—2) (n—1) 
2-3 n— 4 N 3 
Y-.4Y yi 
dı — IE TER ARE 1 7 U... 
Y_ — Y [r rt u la ]e2 


(n—3) j (n—2) 
Dieser Werth von y_ = und den obigen von y_«ı in der dritten 


Gleichung 1. Eneeführk, gibt: 


Gear rer Reime Br BER 
e* Y:9 Yr Y BETEN © BO PETER“. Die 
np Tape traappty_m> 
also 
; (n—1) (n—3) (n—1) (n—2) (n—1) 
lag, Te RN ty? 
3 _A= I TO ppatın Rp amp‘ 
(n—4) (n—3) 
Führen wir ferner diesen Werth von 92% und jene von y_ = und 
(n—2) 


Yy_<ı in der vierten Gleichung von II. ein, so erhalten wir: 


'R 
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(n—1) (n—4)  (n—1) (n—3) | (n—1) (n—2) f 
muB Er Me N 
y nat Tampere 
(n—5) 


Yı 


-532.1pm a ty 


Fahren wir auf diese Weise fort, so erhalten wir allgemein: 


(n—1) (n—m-+1) er (na—m-+-2) jap! (n—m-+3) 


| Y Rem ara: na tr 
en u ui 
He Ren (6) 
hr Im. in-m) 


7 m mem ty_m- 


Das obere Zeichen gilt für ein ungerades, das untere für ein 
gerades m. 


Aus dieser Gleichung lassen sich endlich leicht folgende ab- 
leiten, wenn man m—=n—?2, m=n—1l, m=n setzt: 


(n—1) u Gr IV n—1), V 
AR; yo Y Iyv y 
U Baal 773 er Saab 70 WI T7I Lasst: Bau: 970 TI 173 Te nee 


en n Me) ge 
Yy 1 ar Yy y\ n—2 
Zapf: N [n]!r-3} nm) et Er 


(n—1) “u (n—1) u“ (n—1) IV 


lyhe yalı ya uyr oale ih Ba ee 
y= nei 3.1. [ar F32. nee te 
BR (n—2) (n-—-1) 
ya In—3 Y ıy\ u Pr 2 
ee Teer DI oe ee Y_ = 
(n—l) , (n—1) „ rl) } 
VER Lv KE. : 
I ne-1T72.1 rt. er h 
(7) 


(n—1) R (n—2) (n—1) 


ya .Y ty 
— “pr Er 2]r- 2) [m ]e1R—2 + n|n— 2-2 [n]r-1Rr1 +y_&- 


Das REN Zeichen gilt für ein ungerades, das untere für 
ein gerades m. In der Gleichung (7) ist nun die algebraische 
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Gleichung des nten Grades nur durch ihre Ableitungen und die 
Constante y_ n nn 


IV. Um eine noch allgenteinerd Darstellung der Gleichung I. (1) 
zu geben, behalten wir alle früheren Bezeichnungen bei und neh- 
men an, es sei u eine ganz beliebige ganze oder gebrochene, je- 
doch positive Grüsse, so haben wir nach I.: 


(n—1) 
Be +, 
[rn] = (@ «) +ztu 
oder, da 
(n—1) 
2 I YTl- 
emp 
ist: | 
(r—1) ai 


Ay 
A apatete 


Ferner ist: 


(n—2), 
a Ra en w 20a; 2ark , 20m 
[n]r-2 =* +7 a u N tom—D BT Nr 
— Zux — 2u? + 224 2uc + u? | 
oder 
erh $) ®) In] | 
RER 20% a n "7 | 
et trete 


also auch: 


ur (n—2) (n—1) ' u 
Ya Yu 
AR Di + r]| a + (z-+u)2- 


Um die ferneren Entwickelungen allgemeiner und leichter zu 
machen, nehmen wir wieder den Maclaurin’schen Satz zu Hülfe, 
nach welchem: 


va IH (4) + ke; Tarm® 
nn Bu Ri 


+ tan ji etn" Kenya (z+u)"- Hapetent “ 


ist. 
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Nach diesem finden wir leicht, dass: 


(n—3) (n—3) 
Y In 


a = Rprartnma Di (+ + ST. We> .(z+w2+(c+w°, 


(n—4) (n—4) (n— y ach 

Y u 
In er mi + [ ae @+W +5 ie jr (+W)? 

(n—1) 

Y-u-.(2+ m)? 

: BP nr 2. matt 

ei) (n—m) (na—m+1) (n—m-+-2) (n-m4-3) | R 
1 Yen Ws ale 1 Jula+ WE Bir Y-ulztw)? 
In irn Ta [em FO Ta ]iam 2, nem #32, Ifn]iem 

(8) 

Ars 
_ Yu (a + m)” 


rt [m—1]!» m—ı u m + (a+u)” 3 


On Ir) | Y-ulah «(zru)? —t,. 1 Ieule+W u)" Hat 


m [a]! [a] 2.112]? [? — ARE [nf 
. u \ 
—u —u (% c+u 3 (+ ,)? ’ 
y=y-“+°7- (+0) „late? Dh +- 
(n—1) 


(9) 
Y-u ee + u)r=t | 


V. Wir finden oben aus IV.: 


(n—1) (n—1) 
» er Y IH 
ee 
(n—2) 
Dieser Werth von + u in dem Ausdruck für , in IV. sub- 
stituirt, gibt: | 
FE I ee 
ar’ 9 TI I a] 
Der Werth von z&-} u und dieser letzte von (= + u)? in dem Aus- 
Er . 

druck für nz in IV. eingeführt, gibt: 3 | > 


(n—1) 
1 -(n— 3) (n—3) (n-2) (m2)  y_ 
(+ 4)’= Dias K Yy— Y-W)—(y— Y-u) Di 


(n—1 
(n—1) (n—1) Yu? _ Y-u 
+ ( N Pan, Y-u) [a ]r1 |? mal I; 
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Auf gleiche Art finden wir: 


(n—1) (n—1) (n—2) 
1 (n—4) (n—4)  (n—3) (n—3) 


arm Y- 4 — 9) Dias) 9 —Y-u) 


(n—1) (n—1) 


(a2), * (n—3) 


(n—1) (n—1) (4-4)? 2y—u % Y-u Y Y-u 


— u) 


{fra ]Ir—173 > tfn]r n—1}2 


[r ri 


(n—1) (n—1) (n—2) 
i (n—5) (n—-5) (n—4)(n—4) Y-u (n—3) (n—n) (Y—u)? Tea 
+ W’= [n]1a-5 y—9-)-Y—y =) Ta Jet + (y = 9-u) - 12.77 1 mt 
(n—1) (n—1) (n—2 —_ 
(n—2) (n—2) (y_.u)? $) De 2 1 : 
au y-n) |; {a ]e=13 7 To]jr=172 rt Da | 
(n—1) „aD (n-2) (n-Hin-3) (n=a) (n—2) 
(n—1) (n—1) (Yy-u)t I(y-u)? Yu 2y-u:? Yu Yu_ EN 
+(y — y-u) 1 a]r 74 7 tn ]e=23 In ]a-ı72 7 Da ıe r-12 


“ 


Wir können nach dem bisher Gefundenen allgemein annehmen, dass 


1 (n—m) (n—m) (n—-m-H) (n—m-+H) (n—m-+2) (n—m-+2) (na—m+4-3) (n-m4-3) (n—m 


(4 NZ jem Yy—-y4-)—-(y — y)Ktly — y-)R—(y — y-WRz+ (y 


tH+) (n-m}-4) 


=. Y-u)Kz 


Eee (n—1) (n—1) 


— +... +(y — Yon) Kn-2F (y en 


Y-u) Ka ]- 


} 


1 


(10) 
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Das obere Zeichen gilt für ein zößee, dag untere für ein 
ungerades m. Das Gesetz, nach welchem die Funktionendifie- 
renzen gebildet sind, ist offenbar; das Verfahren, wie jeder fol- 
gende der Coefficienten aus dem vorhergehenden gebildet wird, 
soll in-der folgenden Nummer gezeigt werden. 


VI. Wir haben in V. bereits gefunden, dass: 


(n—1) (n—1) (m) 
Y- U U 
a 


u 
= Ka = ua 


also ist auch: 
(n—?2) ; 


r Yu 


folglich: 


(n—2) 


Y—- 
Da: =K? — Br. 


Da ferner 


(n—1) (n—1) (n—2) . (n—3)} 


| (Yu) 2y-u- Yu, Yu 
K,= Re} 3 [aje-22 2 + ma [r ||? 
oder 
(n—2) er 
> K Bren 
} K,= K, K,— mai (Kı 38), 
Y—-n 
mithin: 
(n— 5) 
y_ 
R—=K,k;-(K2-—k,)K, tm % 
folglich ist: 
(n—3) 
Su Rp, —2Kı Rz + Bı?. 


pa > 
In der Entwickelung von (z-+ u)? in No. V. sehen wir, dass: 
(n—1) (n—1) (n—2) (n—1) (n—3) (n—4) | (n—?2) 
Ka WU You 129 ey In + Yn?_ 
Ebd 1 071 [ec E 7 BET 7 | use HERR AE1 077 1 ss 37 Sel 773 ce BA 13 1 


Hieraus finden wir leicht: 
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AR era Fe 
K,= 17 K, RK; — Ds K, ud [Pen Da (K, — ser en) 
E Yu 
oder 
(n—4) 


KK, Ka—Ky(Ky2— HR OR,K, 7 3)K, — Diaz 


a 


(am —=K,?—3K;,?R, + 2K, K; 7 K,+ K,?- 
Setzt man in V. die Entwickelung von z + u noch eine Potenz 
weiter fort, so findet man: 


1) (n-2) (n—-1) (n-3) (n-1) (n—4) 
gi (y-° Ay). Y-u , Yu)? Yu 2Yy-u Yu 
{ [r |! 4b: [2 ]e1 ‚4 IE 13 [2]! -132 
Bu he Be (n— 3) (n—5) 
Yu Y-u AY- u Yu Y—u 
+ EI a —tfa]e=1} tape 


oder auch: 


(n—2) 958 (n—4) yE, 


Y Y-u Y Yu > 
K,= K, K,— [n ]!r-1 Je Kz ai Du K,— [n ]r—1 (K — 5 a) ? 
Y—u 
woraus 
(n—5) 


K,;=—K,°44K)?R,—3K,?R3+2K, K,—3K, Ka?+2K,K; + ar 
also 


(n—5) 


Ira KıS—AR SRH BR ®R,—oKı Kat 3Kı Rz? OR, Kat Ru, 


Aus dem Bisherigen sehen wir, dass allgemein: 


(n—2) (n—3) u) 

Kn=Kı Km — Da: Kaat Da BE Ga Kark 
Se (n— En . (nm) un 
ru + rm: Tr (Kı — Ban): 

Yu 


wo das obere Zeichen für ein ungerades, das untere für ein 
gerades m gilt. 
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VII. Wenn wir mit einer genaueren N der Werthe 
(n—m) 
qQ 
der DI die Bemerkung verbinden, dass K, eine, K zwei, Kz 


drei etc., Am m Dimensionen hat, so können wir bei den Be- 
stimmungen in VI. auf eine allgemeinere Weise verfahren. 


Zu diesem Zwecke bezeichnen wir der Kürze und besseren 
combinatorischen Uebersicht wegen: 


K, mit 1, also X,° mit 11111, X,° mit 111111, ete., 
K, mit 2, also K,* mit 2222, X, mit.22222, etc., 
so dass z. B. X,’ Aa? K,?=1112244 wäre. 
(n—5) 
Wir sehen aber aus dem Werth von A: ‚_y; dass er aus der 


Verbindung der Elemente 1, 2, 3, 4, 5 zur Summe 5 entstanden 
ist, oder, wenn wir die combinatorische Bezeichnung‘ gebrauchen, 
sich durch 


Pa. = WPu..ıt Pt VangttVagtb 
darstellen lässt, oder da: 
1,1111 +1,112+1,12141,13+ 1,211 +1,22+1,31+1, 1=' Vi. ) 
2,111 +2,12 +2,21+2,3=° „Fun. I 
3,11+3,2= ? ‚Pa... J» 
4,1= Ey ; 


5% 
also 


911... 3„=1,1111411,112+1,121+1,211$2,1113+11,15+1,3143, 11) 
+11,4+4,13+11,22+2,12+ 2,2134 123 #3,2) #5. 
Es ist also nach obiger Bezeichnung und nach dieser Formel, 
wenn wir die Abwechslung der Zeichen wie in VI. berücksichtigen: 


(n—5) 
Di —Kı°—AK °K, + 3Kı? Ka —2K, K,+3Kı Ko?—2K,K; + K,, 
wie oben. 


Zur besseren Verständigung wollen wir noch den Werth von 
(na—7) 


Yu 


auf die ebengezeigte Art herleiten. Es ist: 
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f Fa... FB Fi..+! Pa... Fa. Ar. Vıu..yt7, 


‚Pa.g=1101111 41,1111241,11121 4 1,11211 4 1,121114+1,21111 
+ 1,1122 4 1,12124 1,1221 4 1,21124-1,21214 1,211 +1,1113 
+1,113141,13114+1,31114 1,123-#1,13241,21341.23141,321 
+1,312+ 1,222 41,334 1,1414 1,4114 1,114+41,241,4241,51 
+1,15+1,6, 

°Ya..3= 3111114 2,1112 4 2,1121 4 2,1211 423,211 +2,12 42,22 

- +32214+2,4342,13142,311-#2,32+2,23+2,14+2,414 3, 

*Y4..=3,1111 4 3,1124 3,121 + 3,211 43,13 + 3,314 3,22 43,4, 

°P. 9=411144,12 4421443, 
y Ya..7=5,11+5,2, , 
IYrıa13==6,k, 
N 
AT, 
Nimmt man die gleichbedeutenden zusammen, so hat man: 
1111111 = X, | 

1,1112 4 1,1112] +1,11211 #1,12111 4 1211114 2,11111=6X75R,. 
1,1113 + 1,1131 + 1,13114 13111 + 3,1111 —5K,%K,, 

1,1122 + 1,1212 4 1,1221 + 12112 + 12121 + 1,9211 42,1112 4 3,1121 

+ 2,1211 4 2,2111 == 10K,3%,2, 
L114+ 1,141 + 1411 +11 ZAK SR, 
1,123 4 1,1324 1,213 $ 1,2314 1,321 + 1312 423,113 4 2,131 + 2311 
+3,112 + 3,121 +3,211— 19K,?K,K;, 
1,15 + 151 45,11=3K,°K,, 
2,192 4122242212 + 3921 —4Kz3K,. 
1,24 +1,42 42,14 42,41+44,12 +4,21 =6K, KyK.. 
1,6 +6,1= 2X, K;; 
133 43.13 1331 38,2, 
2,23 +2,32 +3,22 — 3K;2K;, 
2,5452 —2K,k,;, 
34443 — 2K,K,, 


nn 
31" 


/ 
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Berücksichtigen wir die gehörige Abwechslung .der Zeichen, so 

folgt hieraus, dass: 

(n— 7) ) | | 

Ga — KıT—6K5K, +5Ky+ Ks —AK,® K, + 10Kj? Kz? --12K,2KzK, 
+ 3R2R,—4Kı Ry° + OK KK, — DK, Ko + BR? — 2K,K, 
4 3KER, —2K,Kı + Kr. 


Die allgemeine Combinationsform, wornach diese Ausdrücke 
bestimmt werden können, ist: 


u RE zu Pı1...7 + ße, Vri...y+ r=3 Vı.a] + "Pr. 


® 12) 
+... + "TV. tr Pu... TEN 1... 


VIII. Setzen wir in IV. Formel (10) nach einander m=n—2, 
m—=n—1l, m=n, so erhalten wir: 


HU [4 dd [IE IV IV 
(y—Y-W— (y—y-u) Kı +(y—Y-u) Ka 


(n—2) (n—2) (n—1) (n—1) 


= Ruhly Yu) Kn-4+(y — Y-u)Bn-3 | 


1 
(«+ W= DIE 


(y9y-) — (9 Y-W)Kı+(y— yo) Rz 
(n—2) (n—2) (n—1) (n—1) 


1 
(+ W'= DR 
—+...r(y — BEN EBENE Y-u) Än-e 


(n—2) (n—2) (n—1) (n—1) 


a nn 
+—+..4(y — Yy-u) Kn-2 7 (y— Y-u)Kn-ı' 


(Y 
(+ W"= | 


Das obere Zeichen gilt für ein gerades, das untere für ein 
ungeradesn. 


Diese Formel (13) drückt eine mir noch nicht bekannte Form 
des Binomiums aus, die Werthe der A), Äa, Kz etc. können nach 
den obigen Anleitungen bestimmt werden. 


Bemerken wir, dass [2]"[» ]»?=[3]!? [r]? = [4]? [r Jr? 


Be lalr ra [r]!"—1, so folgt aus den Gleichungen in V.: 
(n—1) (n— (n—1) (n—1) 
19 — Y- > [2] pn]rifly - na Ka — y-„K]» 


1) (n— —3) (n—2)(n—2) (n—1) (n—1) 


1) 
Gy BB ]2tfr leg — TE A EDER 
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(n—2) (n—2) 


Yy—Y9-)—-(y—Y-u)Kıt(y— Y-u)Kz 


(n—3)(n— 3) 


)(n—4) 


-[AjPtn]an3[ly. 


Iıy — yt= 


(n—1) (n—1) 


(na—1) (n—1) 


—(y—%-)KR3], 


{ [r |!» jn 


ist: 


| allgemein [n]!"-t: ea le 


wei 


folglich, 


eier 


TE TE a gar — m 1j-afn]in-tn- 


4 444 


(n—1) (n—1) (y ee) — (y —y-) RK + N = = KR— 
Eare (n—1) ' 


= 


Das obere Zeichen gilt für ein gerades, das untere für 


En ELENA 23 


y)R—t—.. | 
, (n—2) (n—2) (n—1) (n—1) - (14) 


..(y = Yon) En (y— yo) Er 


ein ungerades n. 
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IX. Aus den vorhergehenden Gleichungen in VII. erhalten wir: 
| (n—1) (n—1) N 
(n—2) (n—2) 1% — Yy_u) 12 (n—1) (n—1) 


Sr Yyu=pyijnai +19 Y-uKı 


(n—2) | 
folglich, da y-u= [rn] 11%? — K,}, so ist: 


(n—1) (n—Il) 
en (y — y—ul? | ml) (ml) 
= ne = ER. fopzı Y-ulKı + [ra] 1? —K,\. 


Auf gleiche Art finden wir aus jenen Gleichungen; wenn wir 
(n—2) (n—2) (n— 3) 
den Werth von 4 — y-u substituiren und statt y-. seinen früher 


gefundenen Werth [n]"—1!X,3—2K,K,+ &3} setzen: 
(n—1) (n—1) (r—1) (n—1) 
nd. ty galt ig — Yale 
eh BJ IET De PR + (y— y-u) (Kı? —K,) 


+ [RP 9°— 2Kı,K, + Rz}; 


ebenso finden wir: 


(n-—4) ve (n—1) Bi ka (n—1) K ig we 
a RE Ak Yu Y Y-u» Kı W—Y- : 
Y 4] ) fr ]a-1 FE + [3]? [n ]Ia—12 12 + PP] faJP Dias (Ki? ae 2) 


(n—1) n—1) 


Hy Yaullk, ’—2K Ka4-Kz) + [m RK, 2— IRRE RER. 


Wir sehen aber aus den bis jetzt entwickelten Werthen von. 
(n—2) (n—3) (n—4) 
Y% 9%, 9%, dass die Coeflicienten der ‘fortlaufenden Potenzen 
? (n—l) (n—1) r BR 
von !y — Yy—ut nichts anderes sind als die in VI. gefundenen Werthe 
von | 
(n—1) (n—2) (a3) (n—4) 
JR Yu Yu Yu , 
Dan nun ze 


wir können also allgemein. schreiben : 


(n—1) (n—1) | (n—1) (n—1) (n—1) 


I > an an; Ya? ” 1Y Yu ym—1 f Yu \ 
[m It} [a ti Im—1]"2 [2 ]!e 1m 2 [r |!» 7! 
4 (n—1) (n—1) (n—?2) Re (n—1) (n—m-+-2) 
a Ay SYS y —y-u® Ya \ (15) 
me fa] 3 nat et PP RP 
(n—m+-1) 


DS 


des nten Grades nur durch ihre Ableitungen und etc. 467 


. (n—1) (n-=1) In—ı (n—1) (n—1) In (n—1) - 
ıYy — Yu!" Ay — Yu Yn_ 
en a a De ee) Inge 
(na—1) (n—1) SR FR “(n—1) (n—1) & u 
1 SER Mari 2er Y— Yu” Yu 


Be Di Tuer PR "PR]e-i 


(n-1) (n—1) 


a — yulzı A: + Y-u D 


(n-1) (n—1) (a1) SD (n—1) 
meet N Ba aaa Y-u 
IT er (je m ri 
ar (n—1) (n—1) (n—1) " 
ver kA hr Ye BE er AN 27 _Y-4_\,(16) 
+ or „3: Da 2][r jr [n ]|r-1 


(nl (a): 


+iy—y-u)- Oz +Y-u 
X. Will man endlich die Funktion y durch alle ihre Ablei- 
tungen dargestellt erhalten, so hat man aus VIN.: 
Be en, m 
* U— it n— N— n-= 
Yy = per +iy — y-dRı + Yu 


(n—1) (n—1) 


RE { de‘ uw (n—2) (n—2) (n—1) (n—1) (n—3) 
9,5 Bart y—y-4K—ty—y-ulBrty-u; 
m) zu yo mm m 
Y a ats — Y-uKı —-1y—Y-W Rz 
; (n—1) (n—1) (n—4) 
: +y—y-ul Katy, 
= (n—1) (n—1) y . 
u Yy — Y-uyı 3 IP IR v K 
= r—3]r4 [n]r-77—4 at u 
(n—2) (n—2) um 
+—+...41y — Yy-ulKa-5 T I ER Hy 
a ea Lu N vw 


yo I Yu ai gr . 


(n—2) (n—2) 


+—+..T14 TEE Re: el + y=w 
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(n—1) (n—1) 


4 {2 — A1_ n—i1 u a PFF, TR 
y= nn are + 19 y-4Kı—ty—Y-ulKg 


(n—2) (n—2) (a—1) (n—1) 


DEE Kl Yun Fiy-— you Kumat = 


(n—1)(n—1) 
iy — 7} Ba In N) f u au 
y= ler +y—y-u}Kı —1y—Y-ulR (17) 


(n—2)(n—2) - (n—l) (n—1) 


+—+..Tly— VE 


Das obere Zeichen gilt für ein gerades, das untere für ein un- 
gerades n. 


Wir können diesen Gleichungen auch eine andere Gestalt 
geben, wenn wir bemerken, dass nach I. 


(n—1) (n—1) (n) (n) (n) 


Y-ym=[| ydı— | ydaazy yde, 
u 
und ebenso: 


(n—2) (n—2) nn) 


—u 
x 
(n—3) (n—3) (n—2) 
Y — a ydı, 
x a 
g x 
(n—m) (na—m) (n—m-}-1) 
y — Yya-= ef ydı, 
i —# 
: x 
v3 ya 
u 
x 
Yy—Y-u= f ydz, 
u 
2 N 


mithin ist: 


des nien Grades nur durch ihre Ableitungen und etc. 469 


v (n) 
J ydz! 


i (n) 
" ee BIRIT +X ydz, 
—u 


(n)- )3 Br in 
| 3 J: ydz)  z | z 
(n—2) (n—1) (n) 


I ydez =_— BEI. + K, ydz— K, ydı, 
u F 


u 
Si 4 
| (n—3) (n—2) ? (n—1 y 
iR Te : ef uff yde, 
Ele 


un n—3 | 
ff 
V 


y1 
[5 yda=faje: th ae ydz 
—u 


2 (n—1) Rn) 
N + v00. + Kn-z ydıT + af yda, 
a a 


(n) n—2 
/ yda | 
94 
Sea — | NT, ydı— af 


(m) in) 
+... FKn-ı ydz + uf ı ydı, 
—u —u 


(n) n—1 
| 4 ei £ 
IV 


Jrre= an a ydz 


u 

AL 1) T 
+ s... + Kan, Ne FKn- 7 RR 

u —_n. 

mn 
CR | x 7 
Yen t+ Kı Are zu fre | 
Si De Ab (18) 


(a1) 
Her ydı-t Ruf; ydı. 
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(R) m | 
Weil ala] Sin -f ydı, so erhalten wir ‚durch Addition: S.. 


I 


Kf ne 


+2] [2]r1- [3]? [a]? X, + [4 RB, —... + [o]r—ır Bam / "de 
—u 
STE RR TE ER ne Flat Ka-sı | yde 
BR 
x f Hr . fs: | = 
+ [a — 1 ]!r2 [nr 4R-2 — {[n]Ir-1jR X, } IE Ydz + {[n]Ir-ıY7 eg 2 SEE BE - (19) 


Re. (n) 
E f: ydz—1 
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Gelegentliche Bemerkung des Herausgebers. 


Die schöne Abhandlung des Herrn Oskar Werner in dem 
vorigen Hefte, welche auch eine grosse Anzahl sehr bemerkenswer- 
ther goniometrischer Relationen enthält, veranlasst mich zu der 
folgenden gelegentlichen Bemerkung. 


.„ Herr Oskar Werner bedient sich in dieser Abhandlung 
durchgängig der Bezeichnung sinzr, coszr, u. s. w. statt der in 
neuerer Zeit hin und wieder gebräuchlich gewordenen Bezeich- 
nung sin”z, cos”z, u.s.w., und nach meiner Ueberzeugung mit 
dem vollkommensten Rechte. Ich habe schon in mehreren mei- 
ner früheren Schriften auf die Unzweckmässigkeit der von franzö- 
sischen Mathematikern eingeführten Bezeichnung sin"z, cos?z, 
u.s. w. aufmerksam gemacht, und will meine Gründe für diese 
Ansicht in der Kürze hier wiederholen. 


1. Die Bezeichnung sintz, cos"z, u. s. w. ist streng genom- 
men falsch, denn sinz, cosz, u.s.w. sind wie alle ähnliche 
Symbole in der Mathematik einfache Symbole und keineswegs 
als getrennte oder trennbare Symbole aufzufassen, weshalb man 
durchaus sin 22, cos", u. s. w., nicht sin?z, cos®x, u. s. w, schrei- 
ben muss. 


\ 

2. Die Bezeichnung sin"z, cos”, u.s. w. ist unpraktisch 
und unzweckmässig, am allermeisten auch für den Druck, und 
nimmt sich schlecht aus, namentlich wenn die Exponenten zu- 
sammengesetzte Grössen, wie etwa 8m — ?2r +6%+5h u. s. w. sind, 
wie man. hoffentlich bei Vergleichung zweier Ausdrücke wie 


zugeben wird. 
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3. Die Bezeichnung sin?z, cos”z, u. s. w. ist inconsequent, . 
Denn wenn man sin"z, cos?z, u.s. w. statt sinz”, c0s27, u. S. w. 
schreiben will; müsste „an doch der Consequenz wegen wohl auch 


jedenfalls Vkz statt Va), ferner Amy statt Aym *) schreiben, 
da doch Jeder weiss, dass f”y in der Mathematik schon eine 
himmelweit verschiedene, sehr bestimmte und allgemein reeipirte 
Bedeutung erhalten hat. Man schreibt ganz richtig Ayr, weil 
man an dem allgemeinen Grundsatze festhält, dass fy ein ein- 
faches untrennbares Symbol ist. 


4. Die Bezeichnung, sin“, cos”z, u. s.w. ist schädlich für 
junge Mathematiker, namentlich wenn sie auf Schulen sich schon 
dergleichen Dinge angewöühnen, weil gerade diejenigen deutschen 
Mathematiker, welche im trigonometrischen Caleul die 
grösste Gewandtheit besitzen oder besessen haben, 
wie Gauss, Bessel, Encke, J. E. Pfaff **), u. s. w. sich, so 
viel ich weiss, dieser Bezeichnung nie bedient haben, und man 
doch annehmen muss, dass junge Mathematiker sich dereinst zu 
dem Studium der classischen Werke dieser Männer, die in der- 
gleichen Dingen als hauptsächlichste Autoritäten gel- 
ten müssen, wenden werden. Deshalb sollte man am we- 
nigstenaufdeutschenGymnasien,Realschulen, u.s.w 
den Schülern dergleichen Dinge angewöhnen. 


Ich habe dies hier gelegentlich wieder einmal zur Sprache 
bringen wollen, zufällig veranlasst durch die schöne Abhandlung 
des Herrn Oskar Wer ner, werde übrigens natürlich im Archiv 
wie bisher auch fernerhin fortfahren, der entgegengesetzten An- 
sicht ihr Recht widerfahren und jedem Autor bereitwilligst seine 
Art und Weise zu lassen. Meine Schüler in meinen Vorle- 
sungen »verlassen die Schreibart sin”z, cos?zr, u. s. w. immer 
sehr: bald: wieder, wenn.ihnen dieselbe auf der Schule leider an- 
gewöhnt worden: ist, und gerade. diejenigen, welche die meiste ‘ 
Gewandtheit und Eleganz im Calcul sich zu erwerben im: Stande 
sind, kommen immer sehr bald zu der aus völliger Ueberzeugung 
gewonnenen Ansicht, dass sie sich bei sinz”, cosz", u.s. w. 
unendlich weit besser stehen, als bei sin”z, cos”x, u.s.w. Dies 
ist wenigstens meine Erfahrung. Da die Subjectivität des Leh- 
rers bei solchen Dingen immer viel thut, mögen vielleicht Andere 
hiervon abweichende Erfahrungen gemacht haben. G. 


*) Soll es 4(yM) heissen, so schreibt man bekanntlich kurz 4.ym, 
**) Dieser ausgezeichnete Mathematiker eiferte immer sehr gegen 
sin nz, cO8"TT, U. 8. W. 
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Herı Director Strehlke in Danzig schreibt mir unter dem 
21. März 1854 Folgendes: 


„Als eine Ergänzung einer früheren Mittheilung über die 
Zahl x *) lege ich ein Blatt der Elbinger Anzeigen bei, worin die 
Berechnung der Zahl auf 400 Decimalstellen‘ enthalten ist. ‚Pro- 
fessor Richter schreibt mir, dass über die Richtigkeit der 
332sten und 333sten noch ein Zweifel vorhanden ist.“ G. 


Es ist nach Amaliger Berechnung ‚in 400 Decimalstellen: 


. z=3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50988 41971 


69399 37510 58209. 74944 59230 78164 06286 20899. 86280 


"34825 34211 70679. 82148 08651 :32823 06647: 09384. 46095 


50532 23172 53594 08128 48111: 74502 84102. 70193: 85211 
05559 64462 29489 54930 38196 44258 10975 66593 34461 
28475 64823 37867 83165 27120 19091 45648 56692 34603 
48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273. 72458 70066 
06315 58817 48815 20920 09832 92540 91715 3643678025 
90360 01133 05305 48820 46652 13841 46951: 94151. 16094 


Richter. 


Auszug aus einem Briefe des Herrn Professor Dr. Wolfers 
in Berlin an den Herausgeber. 


Für.die Oberfläche der Zone vom Aequator bis zur Breite v 
findet man bekanntlich leicht den Ausdruck: 


+) ; , 2 
22 sinptl-+ 5 e?sin o?+ > e*sinp®+ ; edsingp6.+ etc.}; 
und hieraus für 9=90° die Oberfläche des halben Sphäroids: 
dar 
(1) | —Matltze2 + 2er + Seötete., 


Dieser letztere Ausdruck wird weit convergenter, wenn man 
statt der halben kleinen Axe 5 die halbe grosse a mittelst 
b?=.a?(l— e?) 


einführt, indem alsdann der Ausdruck (1) übergeht in: 


*) Thl. XXI. S. 119. 
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1 N 1 
= )n? As YERn. 10 B a ER ie b 
(2) Ya?ııl ze 35 57€ ete,! 
' Diese zwei Formeln können unter andern als Controlle dienen, 
wenn man einmal die Oberfläche eines Sphäroids zu ERRIURB hat. 


. Berlin den 20. November 1853. 


Herr Professor Grunert hat mir ein Schreiben des Herrn 
Ubbo Meyer mitgetheilt, worin dieser, und zwar mit vollem 
Rechte, in Bezug auf eine von mir veröffentlichte Ergänzung des 
Jacobi schen Theorems die Priorität für sich in Anspruch nimmt. 
Die erwähnte Arbeit entstand beim ersten Studium der elliptischen 
Functionen aus dem Bemühen, den Beweis für das von Jacobi 
hinterlassene Theorem abzukürzen, und wenn Herr Professor 
Grunerf dieselbe aufnahm *), so. ist dies wohl nur deshalb ge- 
schehen, weil der von mir ‚aufgestellte Ausdruck nicht ganz con- 
form mit demjenigen des Herrn Meyer ist, und weil vielleicht 
auch der von mir gewählte Gang für einen solchen, der sich lie- 
ber der bisherigen Darstellungsweise anschliessen will, einiges 
Interesse haben könnte. ui Essen. 


Schreiben des Herrn Ubbo H. Meyer an den Herausgeber. 


Eine Abhandlung des Herrn Essen über die „Ergänzung des 
ersten Jacobi’schen Theorems von den elliptischen Functionen“ 
in Ihrem Archive T. XXI. Nr. 20. hat mir Veranlassung zu eini- 
gen Bemerkungen gegeben, welche ich die Ehre habe, Ihnen 
hiermit mitzutheilen. | 

Wie Sie wissen, kann man, dem Jacobi’schen Theoreme 
gemäss, die Constanten u, k, & , @, .... &p-.ı So bestimmen, dass 
a», als Function von p gegeben durch die Gleichung 


A) 
“ur sin ?p 1° sin ?9 a sin?op 
sing ( sin ?a, A sin2a, "sinn 


’ 


Aue u (1—c2sin?a,sin?p)(l—c2sin2e,sin2p).. .(1—c?sin?o7- _sin2p) 

*) Ich habe diese und einige andere, auch spätere, Arbeiten des Herrn 
Essen aufgenommen, weil ihre Selbstständigkeit unverkennbar und 
weil sie mir eben wegen dieser Unabhängigkeit von anderweitigen Untersu- 
chungen lehrreich zu sein schienen. Sehr lieb ist es mir auch jetzt, dass, 
auf diese Weise die Aufmerksamkeit auf Herrn Ubbo H. Meyer’s, 
dem jedenfalls die Priorität der Erfindung gebührt, treffliche Arbeiten 
von Neuem hingelenkt wird, G. 


w 
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der Gleichung 


np m. 
4 Vi-esnp VI—Rsin®y 


. Genüge leistet. Es gilt diess aber nur, wenn p eine ungerade 
Zahl ist. Das Jacobi’sche Theorem würde deshalb ergänzt 
sein, wenn man durch eine ähnliche Gleichung wie (1) der Glei- 
chung (2) genügen könnte für eine gerade Zahl p. 


Nun hat Herr Essen sefunden, dass, wenn für eine gerade 
Zahl p % als Function von @ gegeben ist, durch die Gleichung 
3 


‘sin? sin ?p 


1— —,—), — — 

( sin ?&; sin ap 
0osVy = : a a a 
nz (1— e?sin ?«, sin 9)... (1—c?sin?e,_]sin?p)” 


...(1— 
dadurch nicht der Gleichung (I), sondern der Gleichung 


p do iyiers f" dıy Kuh 
A VI-esiny % i VI—?cos2y 
genügt wird. 

Hieraus geht hervor, dass dadurch keine Ergänzung des Ja- 
cobi’schen Theorems gefunden ist, obschon es keine Schwie- 
rigkeit hat, aus dem gefundenen Satze eine Ergänzung zu errei- 
chen. Man braucht nämlich nur zu setzen: 

Pe coso 
c Se pen. nn 
v1-—R2sin2o 


woraus 


3 Age par IR ER LTR ER 
u VI-Rsin2o 

1 Er.“ 
VIl—- 2sin®o. 


NI—- Resy—=N I—- 2 

und es findet sich leicht: 
er Rah =” da) 
0. Nies? J NI-Rsno 


Also wird der Gleichung 


f* do iR, A . do Bi, 
A 1-2 sing 3 N 1-Asin29 


476 Miscellen. 


Genüge geleistet durch 
sin a sin?» 
cos Se pr DE 
vVi_2sno (d-c2sin2e, sin FH .(1—ec?sin ?op- sin2p) ’ 


und: um: die Ergänzung des Jacobi’schen Theorems zu vollen- 
den, muss man noch aus der letzten Gleichung den Ausdruck von 
sin» in sm o ableiten. | 

Es scheint mir aber durchaus nutzlos, eine solche Transfor- 
mation vorzunehmen,, indem ich glaube, diese Sache im Archive 
(Thl. XVII. S. 85. sqq.) ziemlich erschöpfend dargestellt zu-haben.‘ 
Das erste der dortigen Theoreme (S. 85. u. 86.) gilt allgemein 
für jede ganze Zahl; das zweite (S. 95. u. 94.) gilt für eine 
gerade Zahl und: das dritte (8. 94.) für eine ungerade Zahl. 
Dieses ist’ das nämliche wie das Jacobi’ sche, Ep so. ist das 
zweite — wenn man es so.nennen will — die Ergänzung: denn 
beide sind im ersten enthalten und werden daraus abgeleitet 
durch die Zahl, im Besonderen entweder als eine gerade oder 
als eine ungerade zu betrachten. Aus dem zweiten T'heoreme 
müssen sich#also die Resultate des Herrn Essen ableiten lassen. 
Wirklich braucht man bloss seine Bezeichnung einzuführen. 


Setzt man nämlich sing=P;, cosp= Qr, VI - e2sin 2p=R;, 
sin@=P6:,k, C0S0=@e6r,k; V1-—-/2sin?29 — Rex,k, so hat man, 
da d-Pı=QrR:z u. folglich d,9=Y 1—e?sin2p, 8,0—0V 1—%?sin?® 


‚ist, sogleich 


ww do 


y 
a en 
J Y1—c?sin2p x v1—42sin?® 


Schreibt man überdiess p, u und sin«m statt n, 2 Pm > so gehen 
\ n 


die Formeln des zweiten Theorems über in: 


sin *p 8 Saar 


sin 2a’ ” sin Zap—o 


1 sinpcosp 6 


1 N I-c?sin2p (1—c?sin 2a, sin?p)... In er 1) mern 
„... sin? sin?p sin ?p 
dl sin ?a, Era sin2ay’ " iR sin ?ap_ y 


‚cosV = a Ws er 
N 1--c2sin ?p.(1—c? sin 2a, sin 29)... en Sing) 


N 1-2 sin?®® 
(1—.c?sin?e, zum (rge sin a: sin rl mer sin2p), 


(En nn | 
en rn 
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woraus 
w coso 
cos en  ; ; Sm msn 
V 1-72 sin?2® 
( sin 2) , sin 2p ( sin ?p 
sin ?oy, ( sin ?« Aueh 1 


een ET VER DTE R IEE JeCHEE ERBE, FIRE TED IF; BLENDE HOHER VRERRGERE Zar. RAN 


und diese ist die nämliche Gleichung des Herrn Essen, welche 
also ohne Transformation bloss. durch Hinschreiben aus den vori- 
gen Formeln abgeleitet wird. 


Ich habe diese Bemerkungen nicht gemacht, um die Arbeit 
‚ des Herm Essen zu schmälern; denn er wird Mühe genug 
gehabt haben, die richtige Formel durch Tatonniren zu finden. 
Mit mir war diess anders, da die Theoreme nicht wie das 
Jacobi’sche aus der Luft gefallen‘ erscheinen, sondern im 
Zusammenhange mit dem Vorhergehenden sich wie von selbst 
ergaben. (Archiv. T. XVI.S. 395. sqq.) ‘Nicht also um den Herrn 
Essen zu tadeln, schreibe ich Ihnen, vielmehr möchte ich ihn 
seiner Geschicklichkeit wegen auffordern, seine Untersuchungen 
auf diesem Gebiete fortzusetzen; aber damit er sich nicht die 
Mühe gebe, zu suchen, was ein Anderer schon gefunden hat, 
würde es ihm vielleicht zu empfehlen sein, auf meine Aufsätze 
(Archiv. T.XVI. No. 33. T. XVII. No. 3. und No. 19.), die er nicht 
gelesen zu haben scheint, Rücksicht zu nehmen. Aus dem letz- 
ten Aufsatze wird er z. B. sehen können, dass auch für die ellip- 
tischen Functionen der zweiten und dritten Art ähnliche Theoreme 
gefunden sind. 


Dass ich nicht dem Herrn Essen, sondern Ihnen diese Be- 
merkungen mittheile, geschieht erstens, weil ich voraussetze, dass 
Sie mit dem Herrn Essen in Correspondenz stehen oder wenig- 
stens mit ihm bekannt sind, und es ihm angenehmer sein wird, 
solche Bemerkungen von einem Bekannten, als. von einem Unbe- 
kannten zu erfahren; zweitens weil ich doch auch Ihnen die Sach- 
lage vorzulegen wünschte, damit Sie als Herausgeber des Archivs 
die Veranlassung zu einem Prioritätsstreite, dem ich ganz ab- 
geneigt bin, beseitigen möchten *): Sie sind um so mehr darauf 


 *) Herr Ubbo H. Meyer wird aber gewiss entschuldigen, dass 
ich mir die Erlaubniss genommen habe, diesen seinen lehrreichen Brief, 
den ich vorher auch Herrn Essen mitgetheilt habe, im Archive ab- 
drucken zu lassen. ' G. 


Thl. XXI. 32 


- h 
5 
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angewiesen, weil beide Abhandlungen in Ihrem Archive abgedruckt 
erschienen sind. 


- Schliesslich erlaube ich mir noch eine Bemerkung über die 
„Berichtigung“ (Archiv. T. XXI. S. 344.). Ich habe die Abhand- 
lung des Herrn Professor Dienger (Archiv. T. XI. Nr. 50.), wo- 
von in der Berichtigung die Rede ist, nicht zur Hand, und kann 
also nicht beurtheilen, ob die dort gefundenen Formeln richtig 
sind; so viel ist aber gewiss, dass die in der Berichtigung mit- 
getheilten Formeln es nicht sind. | 

dna\? 


Es ist nämlich nicht bloss Ba sn a)?, sondern Huch a 


eine Wurzel der Gleichung 
2 „1 -.en2a 
cu a EP Iran 


Die richtigen Formeln und deren Herleitung habe ich‘ gezeigt im 
Archive 'T. XVIl. S. 103.: man: braucht bloss sn a, ena, dna, m 
statt Pa, Ra; Ra, € zu schreiben, um in der Bezeichnung. des 
Herrn Dienger zu bekommen: 


ah le rar 

(na) —1+dn2a  m21-+ cenda’ 

„.. dn2d-tch2a 7 I--m® 1—dn 2a 
ei 14+dn?a 7 m? dn2a—cn?a’ 
dn?2a-ten2a 1— cen?a 

VER he le Ei ikea a aa ne ui... 
(daa) m l1-++cn2a Zn dn2a — un 2a 


Eine Correctur der Berichtigung wird also jedenfalls nothwen- 
dig sein *). # 


Groningen, 23. März 1854. UÜbbo H. Meyer. 


Von dem Herausgeber. 


Wenn man die auf den drei Seiten a, d, e eines sphärischen 
Dreiecks ABC senkrecht stehenden Höhen dieses Dreiecks respec- 
tive durch «, ß, y und etwa die Entfernungen des Fusspunktes der 
Höhe « von den Spitzen C und B des Dreiecks respective durch 
z und a— x, welche Differenz positiv oder negativ sein kann, 


*) Man vergleiche auch Archiv, Thl. XXII. S. 362. G. 


* 
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bezeichnet; so hat' man nach den Lehren der sphärischen Trigo- 
nometrie die beiden Gleichungen: 


c0oSA=CO0S«COST, 


C0SC —C0Ssac0s(a—T); 
oder 


CoSd=COS«RCosT, 
COSC—=COSA@COSACOST+ COS Sin@sin zT. 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 


cosb . cose—cösacosb 
COST ae BEN I a arg 
cos« cos asina 
Also ist 
cos b er cosc—cosaecosbN” 1 
COS « cosasin a n7 
oder 
sina?2cosb?+ (cosc— cos acosb)?= cos «sin a?, 
folglich 


cosb2+ cose?— ?cosacosbcosc — cosa?sin a?. 
Hieraus ergiebt sich auf der Stelle: 
sina2sin aa —=1— cosa?— cosb?—cosc?-+2cosacosbcosc, 


und folglich zugleich auch für die beiden anderen Seiten und die 
denselben entsprechenden Höhen: 


. . E Ba 2 Sara ee Denn Bond de 
sinesina—= N 1—cosa?— cosb?—cose?+?2cosacosbcosc, 


» . MM u ——— 
sinßsind= N I—-cosa?— cosb?— cosce?+?2cosacosbcosc, 


siny sine = Y1— cos a?— cosb?—cosc?+2cosacosbecose. 


Also ist 
sin«sina=sin ßsind=sinysine 
oder: 
sine:sinß=sinb:sina, 
sin ß:siny=sinc:sinb, 


siny:sing = sina:sin c. 


“ a 
[7 
A “ ] 
A, 
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Im  spbärischen Dreieck: verhalten -sich also die 
Sinus der Höhen umgekehrt .wie.die Sinus der ent- 
sprechenden Grundlinien, d.h. wie die Sinus der Sei- 
ten, auf denen die Höhen senkrecht stehen. 


Im ebenen Dreieck verhalten sich bekanntlich die Höhen um- 
gekehrt wie die entsprechenden Grundlinien. 


Ueber den drei Seiten des Dreiecks ABC (Taf. VI. Fig. 5.) 
seien ausserhalb. desselben Quadrate beschrieben und deren. Mit- 
telpunkte 4’, B’, C’ durch gerade Linien verbunden, wodurch das 
Dreieck 4’B’C' entsteht. Man soll die Flächenräume der beiden 
Dreiecke ABC=A und 4'B'C'—=4' mit einander vergleichen. 


Man bezeichne wie gewöhnlich die Seiten des Dreiecks ABC 
durch a,d, c und ihre Gegenwinkel durch A, b,C, so ist 


LER Dr FREE PR N REED 
AB=40= 75: B'C=B'A= 9: C'4=C'B= 


Y2 
und | 


ZB'AC' =W"+A, ZC'BA' =90°+B, <4'CB'=%W° + Ü. 
Nun ist offenbar: 


AB CABC—=4+ 


und. 


v 


ABCABC'= 443. -_ 05. sin (0° 4 A) 


ae 73. sin (90°4 ) 


1 
+ 5° 
=104 ie cosA-+cacosB + ab cos C). 
Dies giebt die Gleichung: 


14 (a +24) A2'+ 1 becos A+cacos.B +.abcosC) 
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oder 
2 — 4=1 (a? + 52 TE = OEEORA — cacosB — Bann C)% 


Nun ist aber bekanntlich 
a?—b?+c2—2bc cos A, 
6?—=c?+a?—2cacosB, 
e?—=a? +52? —2abcosC; 

also 

a+6b+02= (024 PER PR TRKOEE cosA-+ cacos B+ abcosC), 
folglich 
a?+5°+0°—= 2%(becos A+cacosB+abcos C). 
Daher ist nach dem EN 


d—-4A= 1 I lbeöh.a +eacosB-+abcos C). 


Nun ist \ 
ET ) A i R-: bsinC 
—ydesin A=5casnB=zabsinC, 


also, wenn’ man hiermit in die ‚vorstehende Gleichung dividirt: 


di. eu -1=} (cot A+cotB+cotC); 


folglich 
2’ 
w; RE 5 (cot A HeotB 4cot C)- 
Diese Relation findet man aus dem „Programme de l’uni- 
versite de Dublin. 1848.‘ mitgetheilt in den Nouvelles An- 


nales de Mathematiques par Terquem et Gerono. T. vi. 
Aus p- 47. 


Weil A+ B+C=180° ist, so ist 


sn(4+B) cos(A+B) 
sindsind " sin(4+ 2) 
_ sin (4A+ B)?— sin Asin Beos(4 + B) 
sin Asin B sin C 
„_ Izeos(4+B)}eos(4+B)+sin4sinB) 
snAsinBsinC 
1+cos AcosBcosC 
— "GimdsnoBsmC 


cot A+ eotB+cot C—= 
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Also ist auch 


Arcing 1-+cos A cos BeosC 
22 Pop A 2sin Asin Bsin C 
oder 


3 | 
= —1} 5 (eosee Acosee Beosec C+ cot Acot Beot ©). 


Ist A=90°, so ist 


T 1 
T =l+gc0secB eosec Cs Hype 
EN 
Ru Isa Boos Bi nl 
1 1 
FB ht ande 
‚14 sin2B _1+sin2C 
—sasin2 2. = Senat 
1-++ cos(90°—2B) , 1-+cos (90°— 2C) 
nr TnginaB des sin2C 


u I mn m  —  _ ——— . 


Für B=C=45% ist im vorhergehenden Falle 


Pr 
- a VE 
7=: A=9IA 


Ist das Dreieck ABC gleichseitig, so ist A=B=C0=60?, also 
1 . 
sin A=sin B=sin (=3Y3, cos A=eosB=eosl=5, 


1 
ct A=cotB=ct C = v3’ 


also 


Die Gleichung einer Ellipse oder Hyperbel sei 


BEE: 


al 


* 
» 
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und z, y seien die Coordinaten eines gegebenen Punktes in der: 
selben, so ist bekanntlich 


die Gleichung der durch den Punkt (z%) gehenden Berührenden. 
Fällen wir nun vom Mittelpunkte der Curve auf diese Berührende 
ein Perpendikel, so hat dessen Gleichung die Form 


v— Au, 
und nach den Lehren der analytischen Geometrie ist 
302 
1 Hs a2y AU), 
also 
% 2 
A=4 = ’ 
7 


folglich die Gleichung des in Rede stehenden Perpendikels: 
e— + ai U. 
Daher hat man jetzt, wenn z, v die Coordinaten des Durchschnitts- 


punkts des Perpendikels und der Berührenden bezeichnen, zu deren 
Bestimmung die beiden Gleichungen: 


Yu YO L 
ae ir N a 


Will man nun die RD des geometrischen Orts des 
Durchschnittspunkts des Perpendikels und der Berührenden finden, 
so muss man aus diesen beiden Gleichungen & und % bestimmen 
und die erhaltenen Werthe in die Gleichung 


+0 


einführen. Man bringt aber die beiden obigen Gleichungen leicht 
auf die Form: 


oder auf die Form: 
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und erhält: hieraus sogleich durch Multiplication: 


2 
ae en, = 1: 
also 
a?u ri b?v 
Fr ITEZETRR’ 
folglich 
0 Na Biber 
a2 \u2+v2 + 5% u? -+ v2 Frl 
d. i 
ne 
(u2 +22 — 
oder 


a?u? +b2v? = (u? + v2)2. 


Für a=b, d.h. für den Kreis oder die gleichseitige Bee 
wird diese Gleichung: 


a? (u? 4.02) = (u? +22). 
Für den Kreis ist also 
a—UT 0, 


d. h. der Ort ein dem gegebenen Kreise der Grösse und Lage 
nach gleicher Kreis, wie es sein muss. Für die gleichseitige 
Hyperbel ist 


a2 (u2— v2) = (u2 4 v2)2 
oder 
+2 =aN WR, 


d. h. der Ort eine Lemniscate. 
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Literarischer Bericht 
LXXXV. 


DT — 


Nautik. 


Leitfaden für den Unterricht ın der nautischen 
Astronomie an der k. k. Marine-Akademie. Von Dr. F. 
Schaub, prov. Professor der nautischen Astronomie 
an der k. k. Handels- und nautischen Akademie und 
der k. k. Marine-Akademie in Triest. Triest, Buch- 
druckerei des Oesterreichischen Lloyd. Triest. 1853. 8. 


Es ist höchst erfreulich zu sehen, wie mit dem Aufschwunge 
der Schifffahrt in Deutschland auch die nautischen Wissenschaf- 
ten eine immer grössere Anzahl von Bearbeitern in unserem Va- 
terlande gefunden haben. Ein neues Zeichen dieser Wahrneh- 
mung ist der vor uns liegende trefflliche „Leitfaden für den 
Unterricht in der nautischen Astronomie an der k.k. 
Marine-Akademie zu Triest von Herrn Professor Dr. 
Schauk daselbst“, den wir daher etwas ausführlicher, als sonst 
in diesen Literarischen Berichten zu geschehen pflegt, besprechen 
wollen. i 

Jeder, wer mit den nautischen Wissenschaften nur etwas 
näher bekannt ist, weiss, dass der Schiffer den Ort des Schiffes 
auf dem Meere auf doppelte Weise zu bestimmen pflegt: einmal 
durch Messungen auf der Erde mittelst der Logleine, des Kom- 
passes und des Stunden- oder Minuten-Glases; und dann durch 
Beobachtungen am Himmel mittelst des Sextanten, des Spiegel- 
kreises, Prismenkreises u. s. w. und des Chronometers. Die erste 
Methode, deren Bestimmungen natürlich immer nur relative sein 
können, ist in gewisser Rücksicht den Operationen des Feldmessers 
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vergleichbar, dessen Messkette und Boussole der Logleine und 
dem Kompass des Schiffers entsprechen; die zweite Methode ent- 
spricht den astronomischen Ortsbestinimungen, welche der Astro- 
nom auf seiner Sternwarte vornimmt, und unterscheidet sich von 
diesen nur dadurch, dass das Observatorium des Seefahrers auf 
einem sehr schwankenden Grunde errichtet ist, wodurch natürlich 
auch eine besondere Eigenthümlichkeit der astronomischen Instru- 
mente des Schiffers bedingt wird, die, weil sie bei den Beobach- 
tungen nur mit freier Hand gehalten und gebraucht werden können, 
sämmtlich auf das Prineip der Reflexion gegründet sein müssen, 
wobei der Meerhorizont die Stelle des künstlichen Queck- 
silberhorizonts des Astronomen vertritt. Der Inbegriff aller der 
letzteren Methoden nnn, durch welche der Ort des Schiffes mit- 
telst astronomischer Beobachtungen am Himmel bestimmt wird, 
verbunden mit der für den Schifier höchst wichtigen genauen 
Kenntniss ' der Einrichtung und des Gebrauchs der betreffenden 
Instrumente, ist die „nautische Astronomie‘, eine überaus 
wichtige Wissenschaft, von welcher ein grosser Theil des Glücks 
und der Wohlfahrt des Menschengeschlechts abhängt, wobei nicht 
unbeachtet bleiben darf, dass die Resultate der Methoden der 
nautischen Astronomie weit genauer sind als die durch Messun- 
gen auf der Erde mittelst des Logs, nebst dem Minutenglase, und 
des Kompasses erhaltenen relativen Ortsbestimmungen, das soge- 
nannte Besteck, weshalb auch diese letzteren von dem Schiffer 
nur die Gissung (Schätzung), ja wohl auch die todte oder 
blinde Rechnung genannt zu fan pflegen, wonach er zwischen 
gegisster und beobachteter (d. h. astronomisch bestimmter) Breite 
und Länge zu unterscheiden gewohnt ist. 


Der so eben in ihrem Verhältniss zu den übrigen Theilen 
der Schifffahrtskunde etwas näher charakterisirten nautischen 
Astronomie ist nun der vorliegende Leitfaden lediglich gewid- 
met, und wir müssen gestehen, dass wir demselben in Bezug auf 


zweckmässige Kürze, Einfachheit und Deutlichkeit der Darstel- 


lung, dem Gegenstande ganz angemessene strengwissenschaäftliche 


Anordnung, überhaupt in Bezug auf den in demselben uns in sehr | 


erfreulicher Weise überall entgegen tretenden wissenschaftlichen 
Geist, der in den Lehrbüchern der Schiffiahrtskunde leider nur zu 
oft vermisst wird *), endlich in Bezug auf höchst verständige Aus- 


+) M.s.2.B. A complete Epitome of Praetical Navigation 
by. J. W. Nerie, welches in England so beliebt ist, dass uns schon die 
fifteenth (stereotype) Edition (London 1852) vorliegt, aber in 
der That eigentlich die ganze Schifffahrtskunde zu wenig mehr als 
einem blossen Gedächtnisskram macht. 


| 
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wahl des praktisch wirklich Brauchbaren, ein geeigneteres Coin- 
A 

pendium für den Unterricht in der nautischen Astronomie auf 

Marine- Akademieen und ähnlichen Lehranstalten nicht zur Seite 

zu stellen wissen. Freilich aber nimmt dieser Leitfaden auch Mi 

ziemliches Maass mathematischer Vorkenntnisse in Anspruch, 

dem er ausser einer’ vollständigen Kenntniss der sogenannten Ele, 


mentar -Mathematik — natürlich und hauptsächlich mit Einschluss 
der sphärischen Trigonometrie — auch eine genügende Bekannt- 


schaft mit den Aufangsgründen der Differentialrechnung und der 
Lehre von den Kegelschnitten voraussetzt, woraus zugleich ein 
sicherer Schluss auf die Vortrefllichkeit der Lehranstalten,. wel- 
chen der Herr Verfasser seine Kräfte in erfreulichster Weise 
widmet, und auf die tüchtige wissenschaftliche — theoretische und 
praktische — Bildung der kaiserl. österreichischen Marineofüziere 
gezogen werden kann. Uebrigens sind im Interesse derjenigen 
nautischen Lehranstalten, welche sich dieses Leitfadens bedienen 
wollen, aber nur ein geringeres Maass mathematischer Vorkennt- 
nisse als die k.k. Marine-Akademie zu Triest bei ihren Zöglingen 
vorauszusetzen sich berechtigt halten dürfen, alle diejenigen Par- 
tieen des Buchs, welche die Kenntniss der Differentialrechnung, 
der Lehre von den Kegelschnitten, u.s.w. in Anspruch nehmen, 
mit kleinerer Schrift gedruckt, und die ganze Darstellung ist so 
gehalten worden, dass alles Uebrige auch ohne diese, höhere 
Kenntnisse voraussetzenden, Theile des Buchs vollständig .ver- 
ständlich ist, so wie denn überall, wie wir schon bemerkt haben, 
der Herr Verfasser sich einer möglichst einfachen und leichten, 
aber doch überall strengwissenschaftlichen, Darstellung befleissigthat. 


Um nun noch den Inhalt dieses allen nautischen Lehranstalten 
sehr zu empfehlenden Leitfadens etwas genauer anzugeben, be- 
merken wir, dass der Herr Verfasser mit einer sehr deutlichen 
Erläuterung der nothwendigsten astronomischen Lehren — natür- 
lich und vorzüglich auch der verschiedenen Arten der Zeit, der 
Zeitgleichung u. s. w. — beginnt. Hierauf wendet er sich zu der 
Einrichtung und dem Gebrauch der Ephemeriden, wobei er mit 
Recht als ein in Bezug auf Vollständigkeit und praktische Zweck- 
mässigkeit, auch nach unserer Meinung, noch wunübertroffenes 
Muster den Nautical Almanac zu Grunde legt, und hierbei 
zugleich auch in $. 23. auf S. 22— 8. 26. der Theorie der Inter- 
polation seine Aufmerksamkeit widmet, letzteres in sehr einfacher 
und verständlicher Weise. Weil nun alle astronomische Beob- 
achtungen auf der See hauptsächlich auf, Höhenmessungen) der 
Gestirne beruhen, so werden zunächst die verschiedenen Correc- 
tionen: Refraction, Kimmtiefe, Parallaxe (diese auch mit Rück- 
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sicht auf die sphäroidische Gestalt der Erde) und Halbmesser, 
welche an jeder unmittelbar gemessenen Höhe, bevor sie in die 
Rechnung eingeführt werden darf, angebracht werden müssen, in 
einer für den hier beabsichtigten Zweck völlig ausreichenden Weise 
deutlich besprochen und späterhin die zur Höhenmessung erfor- 
derlichen Instrumente, hauptsächlich der Sextant und die trefflichen 
patentirten Pistor’schen Reflexions-Instrumente, natürlich mit 
besonderer Rücksicht auf die Fehler, denen dieselben unterwor- 
fen sind, und die erforderlichen Correctionen, ihrer Einrichtung 
und ihrem Gebrauche nach beschrieben. Sehr zweckmässig hat 
der Herr Verfasser der sorgfältigen Betrachtung des so wichtigen 
sphärischen Dreiecks zwischen Zenith, Pol und Gestirn, auf wel- 
ches fast alle astronomischen Beobachtungen zurückkommen, und 
das wir selbst daher schon längst in unseren astronomischen Vor- 
lesungen, in Ermangelung eines besseren, mit dem besonderen 
Namen des charakteristischen sphärischen Dreiecks 
auszuzeichnen uns erlaubt haben, — gewiss zum grossen Vor- 
theil für seine Schüler, — ein besonderes Kapitel gewidmet. Dann 
folgen die verschiedenen Methoden der Zeitbestimmung: A. Ge- 
brauch der Chronometer. B. Zeitbestimmung durch eine einzelne 
Höhe. C. Zeitbestimmung durch correspondirende Höhen; und 
hierauf die verschiedenen, für den Gebrauch auf der See zweck- 
mässigen Methoden der. Breitenbestimmung: A. durch eine Me- 
ridianhöhe; B. durch Circummeridianhöhen; C. durch zwei Höhen 
ausser dem Meridian und die Zwischenzeit (Methoden von Dou- 
wes und Littrow, mit Rücksicht auf die Veränderung des Orts 
des segelnden Schiffes während der Zwischenzeit der: Beobach- 
tungen); durch den Polarstern. Hieran schliessen sich, in natür- 
licher organischer Gliederung, die beiden auf der See vorzugs- 
weise anwendbaren Methoden der Längenbestimmung: A. durch 
Chronometer; B. durch Monddistanzen. Zur Reduction der Mond- 
distanzen sind als besonders einfach die Methode von Bremiker 


(Astron. Nachr. Nr. 716.) und dievon Witschell gelehrt worden, 


wobei wir jedoch den Wunsch auszusprechen nicht unterlassen 
wollen, dass es dem Herrn Verfasser gefallen haben möchte, die 
Borda’sche Methode nicht ganz zu übergehen, wenn auch nur 
ihrer historischen Merkwürdigkeit wegen, da sie, — zuerst in :der 
für die Geschichte der nautischen Astronomie höchst wichtigen 
Schrift: Description et usage du cercle de reflexion ete, 
Par le Chevalier de Borda. ‚Paris. 1787. 4. p. 76-p. 80. 
entwickelt, — sich fast in allen späteren Lehrbüchern der Schifl- 
fahrtskunde findet; wobei es uns aber nicht in den Sinn kommen 
kann, dem Herrn Verfasser wegen dieser Auslassung einen Vor- 
wurf zu machen, indem unsere Meinung nur ist, dass manchen 
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Lehrern an nautischen Lehranstalten die Aufnahme auch dieser 
Methode angenehm gewesen sein würde. Den Beschluss des 
Buchs machen die Bestimmung der Variation des Koumpasses, wo- 
bei wir für weniger kundige Leser bemerken, dass der Schiffer 
das Variation nennt, was man sonst mit dem Namen der Deecli- 
nation oder Abweichung der Magnetnadel zu bezeichnen pflegt; 
endlich das Hauptsächlichste über Ebbe und Fiuth, die für den 
Schiffer so wichtige Bestimmung der Hafenzeit, d. h. der Zeit, 
um welche an einem gegebenen Orte an den ‚Neu- und Voll- 
mondstagen die Fluth später eintritt, als der Meridiandurchgang 
des Monds an diesem Orte, so wie überhaupt alles Dasjenige, 
was in dieser Beziehung für die Schifffahrt von Bedeutung ist. 
Alle vorgetragenen theoretischen Lehren sind durch vollständig 
ausgerechnete Beispiele genügend erläutert worden. 


Man wird aus dem Vorhergehenden entnehmen, dass in dem 
vorliegenden, in jeder Beziehung, auch in Rücksicht auf seine 
äussere Ausstattung, sehr ansprechenden und zweckmässigen 
Buche, welches wir als Leitfaden für den Unterricht in der nau- 
tischen Astronomie sehr geeignet und für einen Beweis von der 
Vortrefllichkeit der Lehranstalt, für welche es vorzugsweise be- 
stimmt ist, überhaupt für ein erfreuliches Zeichen der Zeit hal- 
ten, Nichts übergangen ist, was für den betreffenden Unterricht 
irgend von Bedeutung sein kann, weshalb wir nur unserer voll- 
kommensten Ueberzeugung folgen, wenn wir dasselbe nochmals 
allen Lehrern der Nautik zur sorgfältigsten Beachtung empfehlen. 


Aber Etwas, und zwar etwas sehr Wichtiges, möchte auf 
den ersten Anblick doch mancher Lehrer der nautischen 
Astronomie in diesem Leitfaden vermissen. Es ist nämlich allge- 
mein gewöhnlich geworden, den Lehrbüchern der Navigation eine 
grössere oder geringere Anzahl nautischer Tafeln beizufügen. 
Dies hat unser Herr Verfasser unterlassen, und zwar nach unse- 
rer Meinung mit vollstem Rechte. Denn erstens gehören diese 
Tafeln an sich nieht in das Lehrbuch, und es wird sowohl der 
Gebrauch des Lehrbuchs durch die angehängten Tafeln, als noch 
vielmehr der Gebrauch der Tafeln durch das denselben voran- 
gehende Lehrbuch, wegen des grossen Umfangs, den das Buch 
durch diese Verbindung nothwendig erhalten muss, sehr unbequem 
gemacht. Zweitens aber, und das ist in diesem Falle die Haupt- 
sache, lag dem Herrn Verfasser bei Abfassung seines Leitfadens 
eine treflliche Sammlung nautischer Tafeln schon vor, die er sei- 
nem Buche in zweckmässigster Weise zu Grunde legen, an welche 
er das Lehrbuch anschliessen konnte, was er auch in der Vor- 
rede besonders zu bemerken nicht unterlassen: hat. Hierin finden 
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wir eine natürliche Veranlassung, mit der ‚vorstehenden Anzeige 
die Anzeige des folgenden Werks zu verbinden: 


Nautische Tafeln, der k. k. Kriegsmarine gewidmet. 
Triest. 1853. 12°. 


Wenn auch der hohe Herausgeber dieser in jeder Beziehung 
trefflichen und ausgezeichneten Tafeln Sich auf dem Titel nicht 
genannt hat, so glauben wir doch, da die Sache in österreichischen 
Zeitungen offen besprochen worden ist, die schuldige Bescheidenheit 
und Ehrerbietung nicht zu verletzen, wenn wir den Namen desselben 
hier nicht verschweigen. Der Herausgeber dieser Tafeln, welche 
alle Offiziere der k. k. österreichischen Kriegsmarine als Geschenk 
erhalten, ist Seine kaiserl. königl. Hoheit, der Durch- 
lauchtigste Herr Erzherzog Ferdinand Maximilian von 
Oesterreich, der Bruder Seiner Majestät des jetzt regierenden 
Kaisers von Oesterreich, welcher in der k. k. österreichischen 
Marine den Rang eines Fregatten-Kapitains bekleidet. Möchte 
es auch in diesem Falle fast unbescheiden erscheinen, über das 
vorliegende Werk ein Urtheil abzugeben und näher zu begründen, 
so können wir uns doch nicht versagen, hier auszusprechen, wie 
sehr sich jedes deutsche Herz erhoben fühlen muss, wenn es bei 
Personen, welche die Vorsehung auf den höchsten Gipfel der 
Macht und der Ehre gestellt hat, eine so tiefe theoretische und 
praktische Kenntniss eines wissenschaftlichen oder technischen 
Fachs, so vielen Eifer für dessen allseitige Förderung. erblickt, 
wie aus dem uns vorliegenden obigen Buche in deutlichster Weise 
hervorleuchten. 


Diese, in kleinem, für ihren Zweck äusserst bequemem For- 
mat gedruckten Tafeln haben folgenden Inhalt: I. Logarithmen 
der Zahlen. Diese Tafeln erstrecken sich, natürlich mit Einschluss 
der nöthigen Proportionaltheile, von 1 bis 10000. U. Logarith- 


men der Sinus, Cosinus, Tangenten und Cotangenten von Minute 


zu Minute. — Die Logarithmen in diesen beiden Tafeln sind fünf- 
stellige und die Tafeln selbst sind äusserst einfach und bequem 
eingerichtet, so dass sie auch bei andern als nautisch-astronemi- 
schen Rechnungen sehr vortheilhafte Anwendung finden können, 
indem es längst anerkannt ist, dass fünfstellige Logarithmen für 
nautische und auch für viele andere Zwecke vollständig ausreichend 


sind und besondere Bequemlichkeit gewähren. Die meisten an- 


deren nautischen Tafeln enthalten, um den Schiffern die Kenntniss 
‚der Rechnung mit Logarithmen zu ersparen, auch die sogenannten 
‚natürlichen Linien; dass diese hier ganz weggelassen werden 
konnten, ist wieder ein Beweis von der tüchtigen wissenschaftlichen 


. 
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Vorbildung der Offiziere der k.k. österreichischen Marine. II. Ver- 
wandlung der mittleren Zeit in Sternzeit. IV. Verwandiung der 
Sternzeit in mittlere Zeit. V. Verwandlung des Bogens in Zeit. 
VI. Verwandlung der Zeit in Bogen. VIE. Winkel der Compass- 
striche mit dem Meridiane. VIII. Breitenunterschiede und Ab- 
weichungen nach Strichen. IX. Verwandlung der Abweichung in 
Längenunterschied. X. Vergrösserte Breiten. XI. Mittlere Re- 
fraction. XH. Correction der Refraction für Temperatur. XUI. Cor- 
rection der Refiaction für Barometerstand. XIV. Halbmesser und 
Höhenparallaxe der Sonne. XV. Kimmtiefe. XVI. Logarithmen 
für correspondirende Sonnenhöhen. XVH. Zur Reduction auf den 
Meridian. _XVIlI. Breitenbestimmung durch den Polarstern. 
XIX. Vergrösserung des Mondhalbmessers XX. Verkürzung des 
verticalen Halbmessers. XXi. Verkürzung des schrägen Halbmes- 
sers. XXIJl Correction der Horizontal -Parallaxe des Mondes 
wegen Abplattung der Erde. XXIII. Unterschied der geographi- 
schen und geocentrischen Breite. XXIV. Höhenparallaxe des 
Mondes. XXV. Erste Verbesserung der durch Approximation be- 
rechneten wahren Monddistanz. XXVI. Zweite Verbesserung der 


* durch Approximation berechneten wahren Monddistanz. XXVIH. Halbe 


Tag- und Nachtbogen. XXViIll. A. Morgen- und Abendweiten. B. Cor- 
rection der Morgen- und Abendweiten wegen Refraction und Kimmtiefe. 
XXIX. Zeitgleichung im mittleren Mittage.e XXX. Mittlere Rec- 
tascension der Sonne. XXXI. Declination der Sonne. XXX. 
Halbmonatliche Ungleichheit der Zeit des hohen Wassers. XXX. 
Breite und Länge der vorzüglichsten Seestädte und Landspitzen, 
Hafenzeiten und Höhe der Springfluthen. XXXIV. Vergleichung 
einiger Längenmaasse. Anhang. Kurze Anleitung zur Auflösung 
der wichtigsten nautischen Aufgaben. 


Eine sehr deutliche Erklärung der Tafeln, in welcher auch 
die Formeln, auf die. ihre Berechnung sich gründet, angegeben 
werden, ist denselben vorangeschickt. 


© Jeder Kundige’ sieht auf den ersten Blick, mit welcher Voll- 
ständigkeit, Umsicht und tiefen Kenntniss des praktischen Be- 
dürfnisses in diesen schönen Tafeln, — die selbst den Gebrauch 
einer Ephemeride zum Theil entbehrlich machen, ja auch bei 
nicht bloss für das nautische Bedürfniss angestellten astronomi- 
schen Beobachtungen mit Nutzen gebraucht werden können, — 
‘ohne über den Kreis des wirklich Anwendbaren und Anwendung 
Findenden hinauszugehen, Alles zusammengestellt ist, was dem 
Seefahrer irgend erwünscht sein kann, und wir wüssten in der 
That, um sich eine gründliche wissenschaftliche Kenntniss der 
nautischen Astronomie, in theoretischer und praktischer Rücksicht, 


+ 
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zu erwerben, keine bessern Hülfsmittel zu empfehlen, als den 
obigen Leitfaden der nautischen At diese ausgezeich- 
neten Tafeln. % 


Ganz besondere Freude macht es uns im Interesse unserer 
Leser endlich, diese Anzeige mit den folgenden Worten des Herrn 
Verfassers des Leitfadens für den Unterricht in der Nau- 
tischen Astronomie aus der Vorrede zu demselben schlies- 
sen zu können: ‚Die im Texte citirten Nummern der Tafeln be- 
ziehen sich auf das Werk: „„Nautische Tafeln, der k. k. 
Kriegsmarine gewidmet“‘, welches sich in den Händen 
aller Offiziere, Cadetten und Zöglinge der k. k. Kriegsmarine be- 
findet. Durch die hohe Gnade des Herausgebers jener Tafeln bin 
ich in die Lage gesetzt, auch denjenigen Lesern des Leitfadens, 
welche die Tafeln noch nicht besitzen, dieselben unentgeltlich zu 


‚verabfolgen, wenn sie sich durch ihre Buchhandlung an mich wen- 


den wollen.“ 


Mögen diese Werke den von ihren Herausgebern beabsich-_ 
tigten Nutzen im vollsten Maasse und in den weitesten Kreisen 
stiften ! 
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. Geschichte und Literatur der Mathematik und 


. 


Physik. 


Almanach der Kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften (zu Wien). Dritter Jahrgang. 1853. — Vierter 
Jahrgang. 1854. Aus der k.k.Hof- und Staatsdruckerei. 


Die beiden ersten Jahrgänge dieses Almanachs sind im Lite- 
rarischen Bericht Nr. LXVIII. S. 873. und Nr. LXXVI. S. 961. 
“angezeigt worden. So wie jene beiden ersten Jahrgänge enthalten 
auch diese beiden neuen Jahrgänge, ausser den an sich interes- 
‚sanften Nachrichten über die k. k. Akademie der Wissenschaften, 
reichhaltige Beiträge zur mathematischen und naturwissenschaft- 
lichen Literatur, und verdienen in dieser Beziehung jedenfalls 
sorgfältige Beachtung. Ferner enthält der Jahrgang 1853 einen 
interessanten Aufsatz des Herrn Professor Kreil: „Die Meteoro- 
logie in Oesterreich“, so wie, neben den Verzeichnissen der 
Schriften anderer Mitglieder der Akademie, auch ein vollständiges 
Verzeichnissaller Werke und Abhandlungen Leopold v. Buch’s. — 
Jahrgang 1854 enthält einen schönen Vortrag Sr. Excell. desHrn.Mini- 


austers v. Baumgartner: „Ueber die Wissenschaften des 


Geistes und deren Verhältniss zu den Wissenschaften 
der Natur; ferner eine sehr interessante Rede des Herrn Pro- 
fessor Unger: „Die Pflanze und die Luft“ und den sehr 
ausführlichen Bericht: des General Sekretärs der Akademie, des 
Herrn Prof. Dr. Anton Schrötter, über die Wirksamkeit der 
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Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften und diein 
derselben seit 30. Mai 1852 vor sich,gegangenen Ver- 
änderungen, welcher von den Arbeiten Fler Kaiserlichen. Aka- % 
demie ein höchst erfreuliches Bild liefert und deutlich zeigtz; wie 
kräftig und eifrig durch dieselbe seit der Zeit ihrer Gründung die I 
Wissenschaften nach den verschiedensten Richtungen hin geför- 
dert worden sind. Wir empfehlen diese Almanache wegen ihres 
mehrfach intere ssaliten Inhalts nochmals der Beachtung unserer Leser. 


In den Gelehrten Anzeigen, herausgegeben von Mit- 
gliedern der Kön. bayerischen Akademie der Wissen- 
schaften. 1853. Nr.:68., Nr. 69. und Nr. 70. ist die Rede ab- 
gedruckt, welche der stand der Kön. Akademie Kae Gehe r 
Rath v. Thiersch, am 26sten Novenber zur Vorfeier des auf 
den 28sten November fallenden Geburtstages Sr. Majestät des 
Königs von Bayern gehalten hat. In dieser sehr schönen R 


von Bayern Majestät den Wissenschaften in grossartigster a 
za Theil werden lassen, in würdigster Weise schildert, werd 

auch die wissenschaftlichen und. sonstigen Verdienste des jüngst 
verstorbenen Dominique Francois Jean Arago, geboren i in 
der Nähe von Perpignan am 26. Februar 1786, zwar kurz, aber 
doch in so interessanter Weise geschildert, dass wir unsere Le- 


ser darauf hinzuweisen nicht unterlassen können. K. 109 


ey 


v 
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In den Unterhaltungen für Dilettanten und A. 
der Astronomie, Geographie und Meteorologie, hera 
gegeben von Dr. G. A. Jahn. ‚Jahrgang 1853. Nr. 19 
21.22. 24. 26. 27.28. 31..35..38. 39.40.43. 44. findet m: 
ausführliche Lebensbeschreibung des der Wissens E 
früh entrissenen trefllichen Jos. Joh. v. Littrow welcl 
wir,unsere Leser aufmerksam machen. Dieselbe ist ein Auszug 
aus der von Herrn Director C. L. v. Littrow in Wi n Verfa 
ten Lebensbeschreibung seines verstorbenen Vaters, die si 
II. Bande von „J. J. v. Littrow. s vermischten S schrif 
Stuttgart 1846.“ findet. | 


Arithmetik. 


Die unbestimmte Analytik. Vol )oc 
Scheffler. Erste Abtheilung. 1 Rtlr. 5 Sgr. Zweite 
Abtheilung. 1 Thlr. 10 Sgr. Hannover. Helwing:'1854. 8. 
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Der Herr Verfasser hat in diesen empfehlensy then Werke 
die’unbestimmte Analytik mit Einschluss der The: der Zahlen 
einer neuen Behandlung unterworfen, insbesondere ‘ein neues 
Lehrbuch dieses interessanten Theils der reinen Mathematik ge- 
liefert, welches auch an eigenthümlichen Untersuchungen nicht 
arm ist, und dadurch einen neuen erfreulichen Beweis von dem 
schon bei verschieden anderen Untersuchungen bewährten Scharf- 


sinne des Herrn Verfassers liefert. Die fünf ersten Abschnitte 


enthalten den mehr elementaren Theil und sind in der ersten Ab- 
theilüing zusammengefasst worden, welche auch für sich verkäuf- 
lich ist, was jedenfalls der zu wünschenden weiteren Verbreitung 
des Werkes sehr förderlich sein wird. ‘Die zweite Abtheilung 

ält den höheren Theil, hauptsächlich die eigentliche Zahlen- 
lehre oder Theorie der Zahlen. Ausser diesen allgemeinen Ur- 

le müssen wir uns leider mit der folgenden Anzal des Haupt- 
ala begnügen: I. Endliche Kettenbrüche. 1. Auflösung der 
est finmten Gleichungen vom ersten Grade mit ganzen Zahlen. 
Theorie der Ungleichheiten vom ersten Grade. IV. Unend- 
> ‚e periodische Kettenbrüche. W. Auflösung der unbestimmten 
eichungen vom zweiten Grade mit zwei KnbekAnnlen in ganzen 
Zahlen. VI. Die Congruenz ‚der Zahlen. VH. Auflösung 1) der 
homogenen Gleichungen vom zweiten Grade mit drei Unbekann- 


ten sowohl in ganzen, wie in rationalen Zahlen und 2) der allge- 


meinen Gleichungen vom zweiten Grade mit zwei Unbekannten in 
rationalen Zahlen. WIE. Allgemeine Gleichungen vom zweiten 
Grade mit drei und’mehr Unbekannten. IX. Komplexe Zahlen 
und die daraus gebildeten Kettenbrüche und unbestimmten Glei- 
8 n vom ersten Grade. X. Unendliche Kettenbrüche, 'unbe- 
te Gleichungen vom zweiten Grade und Grundlehren der 
ıgruenz in komplexen Zahlen. | 

en thut uns leid, den Inhalt nicht noch näher angeben zu 
‚was eben wegen seiner grossen Reichhaltigkeit in den 

nen Tbeilen uainsaliah ist. Wir empfehlen das Buch noch- 
mals ‚sorgfältiger Beachtung, und ‚sind der Meinung, dass es jetzt 
kein geeigneteres Hülfsmittel als das vorliegende Buch giebt, wenn 
man sich eine möglichst streng systematische Uebersicht der ge- 
samimten unbestimmten Analytik und: Zahlenlehre nach ihrem neue- 
ren Zustande verschaffen will, da die Untersuchungen über diesen 


wichtigen Theil der Analysis in einer grossen Menge einzelner 


Akhandlungen zerstreut sind. Mag dem Herrn. Verfasser auch 
vielleicht Einiges entgangen sein, so wird man ihm deshalb eben 
wegen der grossen Menge noch vereinzelt, dastehender Untersuchun- . 
gen ‚einen Vorwurf zu machen nicht geneigt sein. Möge das Werk 
also, insbesonder Lehrbuch, die verdiente Beachtung. finden. 
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Die merkwürdigen Eis n SCHEN der Pythagori- 
schen Zahlen, ihr Bildungsgesetz und ihr Gebrauch 
in der unbestimmten Analytik. Von €. A. W. 'Berkhan, | 
Oberlehrer am Gymnasio zu Blankenburg. Eisleben. 
Reichardt. 1853. 8. 10 Sgr. 


Zahlen a, b, c, welche der Bedingung a? +02? = ce? genügen, 
nennt der Herr Verfasser pythagorische Zahlen, und mit den Eigen- 
schaften dieser Zahlen beschäftigt sich das von uns mit Verenü- 
sen gelesene Schriftchen, in welchem der Herr Verfasser s@ßen 
Gegenstand mit Liebe und Sorgfalt in ganz elenientarer Weise — 
und eine andere war ja hier auch gar nicht angebracht — behan- 
delt hat. Wir sind der Meinung, dass die in diesem Schriftche 
bewiesenen Sätze und aufgelösten Aufgaben, wenn dieselben I; 
nicht sämnilich neu sind, manches Interessante darbieten, und 
namentlich auch auf Schulen sehr zweckmässig bei dem | 
richte in der Algebra und unbestimmten Analytik als Ueb ng 


Hlliren in. Na" PORN: um sollieber utellene je "mehr + ch 
dergleichen kleine Schriften öfters der Beachtung zu entziehen pflegen. 


» Sammlung von Formeln, Aufgaben und Beispielen 
aus der Arithmetik und Algebra nebst vier Tafeln über 
die Vergleichung der vorzüglichstenMaasse, Gewichte 
und Münzen mit den österreichischen und französi- 
schen. Herausgegeben von Dr. Joseph Salomon, .ö. 0. 
Professor am k. k. polytechnischen Institute zu W 
Vierte verbesserte und vermehrte Auflage. 2 
Gerold. 1855. 8 1 Rthlr. 15 Sgr. FR er Y; 

Eh 


Da diese verdienstliche, sehr reichhaltige Aufgabensar 
längst von der vortheilhaftesten Seite bekannt und vielfach 
brauch ist, so elauben wir uns hier mit der Anzeige von Er. 
scheinen einer vierten Auflage, zu der. wir dem vielfach verdienten 
Herrn Verfasser von Herzen Glück wünschen, begnügen zu kön- 
nen. Möge dieselbe noch lange fortfahren, zur Förderung des 
mathematischen Unterrichts auf höheren Lehranstalten beizutragen! 


Aufgaben aus der Differenzial- und Integral-Rech“ 
nung nebst den dazu gehörigen Auflösungen von James 
Haddon und James Hann, Lehrern der Mathematik an 

der King’s College School in London. ” us dem Eng- 
lischen übersetzt von Herrmann Breit ‚pt. Mit einem 
Vorwort von Julius Weisbach. Freiberg. Wolf. 1854: 8. 
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Die vor uns liegende erste Abtheilung hat auch den beson- 
deren Titel: en 


Aufgaben aus der Differenzial-Rechnung nebst den 
dazwgehörigen Auflösungen von James Haddon. Mit 
4 Figurentafeln. Freiberg. Wolf. 1854. 20 Sgr. 


Diese Aufgabensammlung enthält, ‚wie sich bei einem engli- 
schen Buche von vorn herein erwarten liess, besonders viele Auf- 
gaben zu der Lehre von den Maximis und Minimis und zu der 
Lehre von den Curven, überhaupt vorzugsweise geometrische Auf- 
gaben. Die reine Differentialrechnung ist eher dürftig als reich 
bedacht. Auf Seite 21. ist der allgemeine Ausdruck des. Restes 

sr Taylor’schen Reihe zwar angegeben (bei dem Maclaurin- 
schen Satze, Seite 24., fehlt er), aber Beispiele für die Beurthei- 


lung der Grösse des Restes in besonderen Fällen, die bei dem 


wärtigen Zustande der höheren Analysis nach unserer An- 
sicht, von so grosser Bedeutung. sind, finden wir nicht; vielmehr 
‚sind die Reihenentwickelungen nur in der ahnen alten un- 
Belletändigen Weise ausgeführt, und über die Convergenz und Di- 
Fgenz der Reihen findet. sich, so weit unsere nur flüchtige 
Durchsicht reicht, nirgends ein Wort. Wir glauben uns daher 
mit der Anzeige der. Existenz dieses Buchs begnügen zu können; 
sind es nicht vielleicht die allerdings in ziemlich grosser Anzahl 
vorkommenden geometrischen Aufgaben, welche die Veranlassung 


zu der Uebertragung desselben auf deutschen Boden gegeben 


haben, oder etwa der Grund, dass man eigentlich überhaupt nicht 
genug solche Aufgabensammlungen haben kann: so wissen wir 
uns, bei den we vorhandenen, in mehrfacher Beziehung ausge- 

ichneten Aufgabensamnilungen von Sohncke, Rogner u. A. 
eine rechte Veranlassung zu dieser Uebersetzung zu denken. 


Wahrscheinlich wird uns aber darüber Herr Julius Weisbach 


in seiner bei der zweiten Abtheilung zu erwartenden, unzweifel- 
haft sehr lehrreichen Vorrede, vielleicht gar mit besonders dan- 
kenswerther Rücksicht auf die aus seinen Grundlehren der 
hö heren Analysis. Braunschweig. 1849. hervorgehenden 
Ansichten über wahre mathematische Strenge und Evidenz, die 
jedoch wohl schwerlich den Restbetrachtungen in der Differential- 
a4, SR die wir nun einmal unbedingt für den wesentlichsten 

"heil der neueren BR eotiäfrechnung: halten, Gnade zu Theil 

den lassen dürften, genügende Auskunft geben, bis zu deren 
Erscheinen wir daher unser unmaassgebhliches Urtheil mit gewohn- 


ter Bescheidenheit zurückhalten wollen. 
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der Schüler ist es sicher wünschenswerth, dass die Beorifie 
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Unter dem Titel: „Elementare und analytische Be- 
"handlung der verschiedenen Cycloidem u. s. w. ist von 
dem Director der Provinzial- Gewerbeschule zu Hagen, Dr. Zehme, 
bei Julius Bädeker (Iserlohn und Elberfeld) ein kleines Buch 
erschienen, welches den Freunden der Mathematik empfohlen zu 
werden verdient. Der Verfasser nennt wohl mit Recht eine spe- 
cielle Behandlung der Cycloiden, deren Bedeutung un Wichtig- 
keit in der Technik bekannt sind, ein ditlaktisches Bedürfniss für 
technische Schulen. Allerdings wird Jeder, der die Eigenschaften 
dieser Curven studirt hat, sich leichter in viele technische Arbei- 
ten und Constructionen hineinfinden, deren Begründung ihm sonst 
fehlen würde. Hierzu kommt, dass die technischen Lehrbücher 
viele Constrüctionen angeben, ohne nur eine derselben elementar 
zu begründen. Daher muss die Erläuterung’der Eigenschaften de 
Oycloiden in synthetischem Zusammenhange wohl als Bedürfü 
namentlich für technische Schulen änerkanntvwerden. Auc 
anderer Beziehung dürfte das Buch von Nutzen sein. Aut 
ren Gewerbeschulen werden die Kegelschnitte gelehrt, sie It 
eine specielle Klasse von Curven, die an ihnen auftretenden. Krü 
mungskreise, Evoluten und Evolventen hingegen haben eine allge- 
meine Bedeutung. Wegen des Mangels analytischer Vorbildung 


tz- 


terer Curven an einzelnen Beispielen festgestellt werden, und 
. .. “..fr . e 2a 
kann man kein besseres wählen, als diewCyeloiden , wie 


Verfasser durch die elementare Behandlung derselben ze st. 


hat die Curvenbehandlung auf elemeutaren technischen Sch ıle 


durch das Buch eine Erweiterung und Verallge neinerung erh | 
ten. Die Art und Weise der Behandlung ist als eine dure 

gelungene zu, bezeichnen, in welcher Beziehung wir nament 
auf die eigenthümliche Beweisführung zu den $$. Ii., 12., 26. und 
27. aufmerksam machen. Den Inhalt betreflend, so scheint sich 
neben Bekanntem auch manches Neue zu finden, z. B. die | 

monischen Beziehungen der Evolute zur Curve, die einfac| 


RN 50 a ;: } 
struction des Krümmungsmittelpunktes der Epi- und 


Ypoeyecloi- 


den u. dgl. Haben wir bisher hauptsächlich auf den elementaren 


Theil des Buches Rücksicht genommen, so finden wir di An- 
reihung des zweiten analytischen Theiles keineswegs unangemes- 
sen, da es namentlich für Anfänger von Interesse und Nutze 
sein muss, zwei vollkommen parallel gehende Behandlungsweisen 
desselben Gegenstandes zur Vergleichung neben einander zu haben. 
Die Ausstattung kanu eine treflliche genannt werden. | 
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2 Ale 

"Wunder des Himmels oder 'gemeinfassliche Dar- 
stellung des Weltsystems. Von J.J.v. Littrow. Vierte 
Auflage. Nach dem neuesten Zustande der Wissen- 
schaf bearbeitet von Carl von Littrow, ‘Director der 

'%k. Sternwarte zu Wien. Sechste Lieferung. Stutt- 

sgart. Hoffmann. 8. 


Dierfünf ersten Lieferungen dieses Werks sind im» Literari- 
schen Berichte Nr. LXXIV., Nr. LXXVIIL und Nr. LXXXIH. 
angezeigt worden. “Diese sechste Lieferung bildet den Schluss 
des Werkes und enthält die schon in der fünften Lieferung, als 
vierten Theil der gesammten Astronomie, begonnene Beobach- 
tende Astronomie, also hauptsächlich die Beschreibung und 
den Gebrauch der astronomischen Instrumente und die Darstellung 
m eieenen N ethoden, Wir wüssten ‚in der 


asnen Be lachen eirente nach ihrem neuesten Zu- 
stande und von den. verschiedenen ‘Einrichtungen, welche man 
auf Sternwarten findet, verschaffen könnten, als aus dem vorlie- 
genden, in. so vielen Beziehungen ausgezeichneten Werke. Nach- 
‚dem der Herr Verfasser den Leser mit len unvollkommenen Werkzeu- 


gen, deren sich’ die Astronomen des Alterthums bedienten, dem 
eG Triquetrum des Ptolemäus, ‚dem Astrolabium, den Ar- 
millarsphären oder Armillen bekannt gemacht und die Natur 


und den Zweck der am häufigsten vorkommenden astronomischen 


Beschreibung s Mauerquadranten, der dioptrischen Fern- 
röbre, elersen Spiegeltelescope von Herschel: und 
Rosse, die,so wie alle übrigen Instrumente auch in sehr schönen 
Abbildungen dem Leser zur ‚deutlichsten Anschauung gebracht 
werden; "zu dem Mittagsrohr oder Passagen-Instrumente, 
dem lt  . von Dent, dem Passagen-Prisma von 


na den Sonnenuhren, dem Gnomon, wobei diegrosse 


Delhi Srtichtete Sonnenuhr, deren zur Weltaxe paralleler, durch 

"Mauer, auf welche eine grosse Treppe hinaufführt,. darge- 
Bilter Stift nicht weniger als 118 englische Fuss beträgt, abge- 
bildet ist; ‚dem Meridiäukreise oder Mauerkreise von Rei- 
chenbach und Troughton, dem Theodolit, dem Aequato- 
rial, dem: Spiegelsextanten, den verschiedenen, Arten der 


Mikrometer, endlich zu den Pendeluhren und Chronome: 


Ben ei 


jeobachtungen - ‚sehr deutlich erläutert hat, geht er über zu der .- a 
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tern, dem Log und anderen nautischen Instrumenten, dem Ver- 
% nier oder Nonius, u. s. w. Alle diese Instrumente sind nicht 
' bloss im Allgemeinen, sondern nach alleu ihren: einzelnen Theilen | 
nebst ihren Nebeninstrumenten: Niveau’s,Fadenkreuzen, u.S.W. } 
2 % sehr genau beschrieben, und die Bestimmung aller einzelnen Theile D 
s ist überall nachgewiesen worden. Ausserdem beschreibt der Herr 
Verfasser noch die Einrichtung einer ‘Sternwarte in allgemeiner 
‚baulicher Beziehung, und hat dazu sehr zweckmässig als Beispiele 
die grösste und kleinste der jetzt bestehenden berühmteren Stern- 
R warten, nämlich die 'Sternwarten zu Pulkowa und Altona, 
deren Grundrisse, so wie auch die äussere Ansicht der ersteren, 
" mitgetheilt worden sind, gewählt. Mit Betrachtungen über den 


D . f r 

Ed Nutzen der Astronomie wird ‚das Werk geschlossen. Dann folgen ° 
aber noch eine grössere Auzahl von Nachträgen, in welchen die 
© während des Drucks gemachten neuen astronomischen Entdeckun- 


Ri gen sehr vollständig mitgetheilt werden. | Bi 
Wir können am Ende dieser Anzeige nur nochmals ‘wiederho. 
len, dass wir das vorliegende, nun heendigte Werk in seiner 
neuen Gestalt für das vollständigste Werk über Astronomie in 
2 populärer Darstellung halten, aus welchem jeder nur mit den aller- 
? ersten Elementarlehren der Mathematik bekannte Liebhäber der 
Astronomie sich auf die leichteste, lehrreichste und angenehmste 
Weise eine sehr vollständige Kenntniss dieser herrlichen Wissen- _ 
schaft erwerben und einen sehr deutlichen Begriff von allen Arbei. 
ten der Astronomen verschaffen, ja auch sich selbst zu sehr vielen 
_ astronomischen Beobachtungen ,- zu deren Benutzung nicht tiefer 
gehende mathematische Kenntnisse erfordert werden, geschickt 
% machen kann. Jedenfalls hat der Herr Verfasser durch diese neue 
EN Bearbeitung eines der ausgezeichnetsten Werke seines um die 
m Wissenschaft hochverdienten, leider derselben zu früh entrissenen 
Vaters, so wie auch durch die neue Herausgabe. des Himmels- 
atlasses (s. Literar. Ber. Nr. LXX XII. S.3.) ein grosses; die wärnste 
m Anerkennung hervorrufendes Verdienst um unsere Literatur im ji 
R' Allgemeinen, um alle die, welehe durch astronomische Studien 
„ohne tiefe mathematische Vorstudien eine höhere geistige Ausbil 
‚dung sich anzueignen beabsichtigen und eben dadurch um die sehr 
zu wünschende allgemeinere Verbreitung Geist, und Herz so sehr 
veredelnder astronomischer Kenntnisse unter den gebildeten N 


us den erworben. Indem wir dem Herrn Verfasser zu der glücklichen  . 
2 Vollendung dieses so sehr verdienstlichen Werkes: von Herzen 
Glück wünschen, geben wir uns der zuversichtlichen Hoffnung hin, 
” dass seine, auf die Ausarbeitung desselben verwandte grosse 
© Mühe durch den Nutzen, den das Werk unzweifelhaft in den wei- 
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testen Kreisen stiften wird, im reichlichsten Maasse belohnt wer- 
den wird. 


Entwickelung des Products einer Potenz des Ra- 
ectors mit dem Sinus oder Cosinus eines Viel- 
Fler wahren Anomalie in Reihen, die nach den 


Sinussen oder Cosinussen der Vielfachen der wahren, 


excentrischen oder mittleren Anomalie fortschreiten. 
Von P. A. Hansen. Aus den Abhandlungen der mathe- 
matisch-physischen Classe der Königlich Sächsischen 
Gesellschaft der Wissenschaften. Leipzig. Hirzel. 
1853. 1 Rthlr. 


Wir müssen uns, dem Zwecke dieser Literarischen Berichte 
gemäss, leider begnügen, im Folgenden nur den Hauptinhalt die- 


ser an eleganten analytischen Entwickelungen überaus reichen Ab- 


handlung, welche wir mit dem grössten Vergnügen und der viel- 
fachsten Belehrung gelesen haben, mit den eigenen Worten des 
geehrten Herrn Verfassers in der Kürze anzugeben: „Es zerfällt 
diese Abhandlung in mehrere Theile, die mit einander in Verbin- 
dung stehen. Bezeichnet man den Radius Vector der Ellipse mit 
r; die wahre, excentrischeund mittlere Anomalie bezüglich mit 
f; z und g, so werden im $. I. die Producte r* cosınf und rrsinmf 
in Reihen entwickelt, die nach cos if und bez. sin if fortschreiten. 
Im $. U. wird die Entwickelung von cosufund sinuf nach cosie 
und sinie, so wie die entgegengesetzte Entwickelung ausgeführt. 
Im $. I. die Entwickelung von r"cosmf und rrsinmf nach cosie 


und sinie, die sowohl durch die Verbindung des Inhalts der bei- 


den vorigen Paragraphen, wie direet erhalten wird. Der $. IV. 
giebt die Entwiekelung von cosie und sinie nach coshg und sinhg, 
so wie die entgegenzesetzte Entwickelung. Der $. V. enthält die 
“ Entwiekelung von cos uf und sinuf nach cosig und sinig, so wie 
die. entgegengesetzte Entwickelung, und zwar werden diese eines- 
theils durch den Inhalt der vorigen Paragraphen und anderntheils 
unmittelbar erhalten. Im $. VI. endlich entwickele ich rrcosmf 
und r=sinmf nach cosig und sinig, und zwar auch einestheils 
aus dem Inhalte der vorigen Paragraphen und anderntheils unmit- 
elbar. — Bei diesen Entwickelungen bediene ich mich stets der 
zu den Anomalien gehörigen imaginären Exponentialfunctionen, 
urch an Einfachheit viel gewonnen wird und neue Formen 
aufgefunden werden, die ohne diese Hülfsmittel schwer zu finden 
sein würden.“ 
An diese Angabe des Hauptinhalts der vorliegenden wichti- 
gen Abhandlung erlauben wir uns die folgende. gelegentliche all- 
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gemeine Bemerkung zu knüpfen. ' Abhandlungen, welche ‚wie » 
vorliegende eine astronomische Grundlage haben, werden von den 


sogenannten reinen Mathematikern gewöhnlich als für sie unver- 
ständlich und wohl gar auch unwichtig bei Seite gelegt und nicht 
gelesen. Mag diese Ansicht nun auch zuweilen mehr od 'eni- 
ger: gegründet sein, so sollte man doch dabei einen so 
Unterschied machen. Der Inhalt der vorliegenden, in jeder Be 
ziehung trefflichen und ausgezeichneten Abhandiie, a ist ‚im 
er so rein mathematisch, ‘wie nur der Inhalt irgend einer, im 
eigentlichen Sinne rein mathematischen Abhandlung s se: kann, 
und für Jeden verständlich, wer nur die allgemeinen Formeln 
kennt, durch. welche auf Grundlage der Kepler’ schen Gesetze 
die Planetenbewegung dargestellt oder charakterisirt wird, eine 
Kenntniss, die wahrlich‘ Jeder sich mit leichter Mühe erwerben 
kann, wenn ihm nur die allgemeine Theorie der Kegelschnitte 


nicht fremd ist. Wer aber diese Kenntniss sich. zu he sie 


nieht die Mühe nimmt, und dadurch des ‚Genusses, welchem da ; 


‚Studium einer an eleganten Entwickelungen so reichen Abhandlung 


wie die vorliegende verlustig geht, schadet seiner allgemeinen 
mathematischen Ausbildung sehr, und lernt‘ sehr viele Hälfsmittel, 
die ihm bei änderen Untersuchungen‘sehr wesentliche Dienste zu 
leisten geeignet: sind, nicht kennen. Möchten ‘diese Bemerkungen 
nicht bloss Astronomen, sondern namentlich auch recht viele so- 
genannte reine Mathematiker veranlassen, sowohl der vorliegende len, 
als auch noch manchen anderen trefllichen Abhandlungen von ähn- 
licher Tendenz des von uns hochverehrten Herrn Verfassers ein 


‚sorgfältiges Studium zu widmen, was Jedem gewiss einen eben 
'so grossen Genuss gewähren wird, wie uns das Studium dieser 


Abhandlungen schon häufig gewährt hat, was wir/hier mit beson- 
derem, dem Herrn Verfasser von uns gezollten Danke auszur | 


sprechen nicht unterlassen wollen. ' 
> 


Schliesslich möge noch bemerkt werden, dass der Herr 


ten Formeln auch die schöne Auflösung des Kepler’schen Pro- 
blems ableitet, welche er schon früher in den von ihm selbst i in 


Nutzen der gesammten astronomischen Wissenschaft so TeBlieh, 


ei einer ihres ersten Begründers, des leider zu früh ‚vestorhehen) 1 
chumachers, vollkommen würdigen Weise redigirten As 3% 
mischen Nachrichten. Nr. 836. veröffentlicht hat, ea 3 | 
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L eluchu rd der Physik mit mathematischer Begrün- 


“dung, zum Gebrauche in den höheren Schulen und zum Weg # 


ae Unterrichte, von Dr. August Kunzek, k.k. ord. 

rofessnr der Physik an der Universität in Wien 
us. w. Mit 387 eingedruckten a Wien. Brau- 
müller. 1553. 8. 3 Rthlr. 10 Sgr. 


‘Jedes neue „Lehrbuch der Physik mit mathematischer 
Begrü ndung“ macht uns besondere Freude. Namentlich ‚sollte 
in den oberen“ Klassen der Gymnasien und noch mehr der Real- 
schulen der pbysikalische Unterricht nie ohne strenge mathema- 
tische Begründung ertheilt werden, weil nach unserer Ueberzeu- 
gung derselbe erst dadurch wahrhaft bildend und zugleich zu einem 
‚kräftigen Förderungsmittel des eigentlichen mathematischen Unter- 

chts wird. In der That scheint man sich auch dieser von uns 
‚schon oft aısgesprochenen Ansicht immer mehr und mehr zuzu- 
"neigen, ‚weil die meisten neueren Lehrbücher der Physik offenbar 
'eit mehr Rücksicht auf mathematische Begründung nehmen, als 
dich | den älteren der Fall war, welche sich gewöhnlich mit der 
Aufstellung der wichtigsten Naturgesetze ohne alle mathematische 
Begründung und der bloss historischen Angabe einer Menge von 
Ehen begnüsten, die bei dieser Art und Weise der Behandl 1g 
der Physik den Schülern nur wie Hieroglyphen erscheinen muss- 
ten. Nach unserer Ansicht soll man kein Gesetz ohne strenge 
Melkemätische Begründung in das Lehrbuch aufnehmen und sich 
Br mit wenigen sicher begründeten, ‚Naturgesetzen begnügen, 
als dass man ‚dem Schüler eine Menge unbegründeter Sätze und 
Fe vorführt, die ihm unter dieser Form doch nichts nützen 
und nur dienen, ihn zu .verwirren. "In einer diesen Ansichten voll- 
kommen entsprechenden Weise ist das vorliegende Lehrbuch ver- 
fasst. Dasselbe enthält eine, so weit es mit Hülfe der Elenien- 
tarmathematik möglich ist, streng theoretisch begründete Da 
stellung der gesammten Physik, einschliesslich der Lehre vom 
Lichte, von der Electrieität und: vom Magnetismus und'd streng 
mathematischen Erklärung der wichtigsten meteorolod Er- 
Sscheinungen. Die DE iatischen Demonstrationen sind, was wir 
mit ganz besonderem Lobe hervorheben, in der älteren, strengen, 


thetischen und zugleich constructiven, d. h. überall an deut- © 


lich gezeichnete und in Holzschnitten ausgeführte Figuren sich 
enden Weise, die sich oft der bei diesen Lehren so _ 
wichtigen und erfolgreichen Gränzenbetrachtungen bedient, geführt, 


und nicht in derleichtfertigen Weise, die man in manchen neueren, u 
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zum Theil sehr beliebten Lehrbüchern der Physik antriflt, welche ' 
sich eigentlich nur das Ansehen einer mathematise chen 
Begründung geben wollen, ohne dieselbe wirklich zu erzie- 

_ len, und dadurch dem Lehrlinge eher schaden als nützen. Dem 
"0° vorliegenden Lehrbuche dagegen sieht man es auf jeder $ ite an, 
wie sehr der Herr Verfasser überall nach mathematischer 8 
und Gründlichkeit gestrebt hat; und fast immer. ist dieselbe von 
ihm auch ohne zu grosse Weitläufigkeit erreicht worden, | 


a empfehlen daher dieses Lehrbuch der Physik allen Lehrern A 
» Mathematik und der Naturwissenschaften auf das Dringendste zur 

& sorgfältigsten Beachtung. Auch sind wir der Meinung, dass der 

m Titel den Zusatz: „und zum Selbstunterrichte‘ mit vollem 
” Rechte trägt, da die Darstellung so verständlich gehalten ist, dass 
rw Jeder, wer nur die erforderliche Bekanntschaft mit der sogenann- 


ten Elementarmathematik mitbringt, das Werk ohne Beihülfe eines 
Lehrers vollständig zu verstehen im Stande ist; ja, wir sind der 
Meinung, dass Jeder, wer das Studium der BD entarithemaiil 
beendigt hat, sich mit dem grössten Vortheile unmittelbar an das 
Studium des vorliegenden Werkes machen w ird, indem er, neben 
den daraus zu schöpfenden gründlichen. und umfassenden physi- 
kalischen Kenntnissen, durch das Studium desselben sich auch in 
seinen mathematischen Kenntnissen zum grössten Vortheil für seine 
gesammte mathematische Ausbildung fester setzen und die viel- 
fachen Anwendungen, welche sich von der Mathematik machen 
lassen, kennen lernen wird... Je mehr wir" uns selbst über. die 
grosse mathematische Gründlichkeit dieses Werkes‘ ‚gefreut ‚haben, 
desto mehr wünschen wir dem Herrn. Verfasser Glück, dass 
er bei den Hörern seiner eignen Bhasikafseheg Vorlesungen 
ge ein solches Maass mathematischer Vorkenntnisse ‚voraussetzen 
* kann, welche es ihm möglich machen, denselben dieses in mehr 
als einer Beziehung, vorzüglich aber wegen der in demselbe: 
gemachten sehr Taler und endlichen Anwendung der 
Mathematik, ausgezeichnete Pehrkuh als Compendium zu Grunde 


zu legen. # 


Grundriss des photometrischen Calcüles. Von Dr. 
August Beer, Privatdocenten an der Universität Bonn. 
Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten. uw 
schweig. Vieweg. 1854. 8. 1 Rthlr. | 
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Es ist jedenfalls ein sehr verdienstliches Unternehmen, He 
der schon durch mehrere optische und andere, auch rein mathe- 
“ matische Arbeiten auf die vortheilhafteste Weise bekannte Herr 


Be | 
Verfasser die seit ziemlich langer Zeit, wenn: auch nicht fast ver- 
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gessene, aber doch seit fast 100 Jahren nicht wieder systematisch 
bearbeitete Photometrie einer neuen Bearbeitung unterzogen und 
in dem vorliegenden Grundriss ein sehr ansprechendes und für 


“ den Unterricht äusserst geeigneies Lehrbuch derselben geliefert 


hat. 3esonders geireut-hat uns die grosse Sorgfalt, welche der 


Herr Verfasser auf die Entwickeiung der Grundbegriffe und die 


‚Darstellung der Grundformeln verwandt hat, weil wir glauben die 
Bemerkung gemacht-zu haben, dass man namentlich in der Pho- 
tometrie Bch öfters mit ziemlich vagen und unbestimmten Begrif- 
fen begnügt hat. Im-Uebrigen hat sich der Herr Verfasser haupt- 
sächlich an Lamberts im Jahre 1760 erschienene Photometria 
sive de mensura et gradibus luminis, calorum et um- 


brae gehalten, ohne dass dadurch ‚seine Darstellung der Eigen- 


thümlichkeit verlustig gegangen wäre, indem wir vielmehr in dem 
Buche manche eigenthümliche elegante analytische Anwendungen 
gefunden haben, die auch dem Anfänger zu einer sehr zweck- 
mässigen Uebung in der; Analysis dienen können ‚und werden. 


Der Hauptinhalt "RR: Werkehens, mit dessen Angabe wir uns hier 


begnügen müssen, ist folgender: Einleitung. — Grundsätze 
der Photometrie. — Die directe Erleuchtung. I]. Erleuch- 
tung im Allgemeinen. I. Erleuchtung einer Fläche durch einen 
leuchtenden Punkt. IM. Erleuchtung einer Fläche durch eine 
Fläche. IV. Erleuchtung durch eine Gasmasse V. Mittlere Hel- 
ligkeit einer’ Fläche. — Die indirecte Erleuchtung. 1. Von 
der Helligkeit dioptrischer und katopfrischer Bilder. .1I. Absorption 
des Lichts. — Die sichtbare Helligkeit. I. Von der sicht- 
baren Helligkeit. ‘II. Von der Beurtheilung der sichtbaren Hel- 


Hupeit. 


Je mehr Me: Herr Verfasser durch dieses Werkchen einen 


neuen, sehr erfreulichen Beweis von seiner Gewandtheit in der 


Pr ‚eleganten analytischen, natürlich auch die Differential- und Inte- 


gralrechnung durchgängig in Anspruch nehmenden Behandlung 
physikalischer Objeete gegeben hat; je mehr sich diese Schrift 
auch durch Reichthum ihres Inhalts auf einen verhältnissmässig 
kleinen Raume auszeichnet; je fühlbarer endlich der gänzliche 
Mangel einer neuen systematischen Behandlung der Photometrie 


bisher gewesen ist: desto mehr verdient die vorliegende Schrift 


der sorgfältigen Beachtung der Mathematiker und Physiker empfoh- 
len zu werden, _ 


€ 


Blicke in das Universum mit specieller Beziehung 
auf unsere Erde. Bearbeitet von L. Gruson, Königlich 


Preussischem Ingenieur-Major a.D. Mit 42 Holzschnit- 


# 


* 


Y .,,. Ä 
1 


« 1ad- 8. 1 Rıthlr. 10 Sgr. 


lich ankommt; wenn. man. ‚freilich ohne alle. w. 


erlangte Endgeschwindigkeit von 30 Fussen. ‚durch’g, s 
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ten und 3 lithographi ten Tafeln. en B 


"Win Pr rare „Blicke in das N Eu hier.e 
Besprechung nicht unterziehen, wenn der He m Verfass d 
die vielen eingeflochtenen, ja fast auf allen Seit vork 
mathematischen Betrachtungen sich nicht das Ale hen 
beliebte, als wenn bei diesen „Blicken“ ihm „mathe oh 
0 gedient hätten. Freilich haben. ihm dabei nat! 1 | 
und wenn dei Herr Veh der in dem Vorkäre. an une Leser 
sich mit der Bitte wendet: ‚‚dass- diejenigen, die vielleicht in 
ihrer mathematischen Aus bildung icht so weit fortgeschrit- 
ten sein sollten, um mit Erfolg die on aufgestellten mathe- 
matischen Formeln und Rechiähe gen verfolgen zu könner 
deshalb keireswegs von einer nähe Bekanntschaft mi 
übrigen Inhalte des Buchs abhalten lassen möchten“; so könne 
wir an unsere Leser, d.h. die Leser des Arch s, nur die hö 
dringende Bitte richten, dass keiner derselben sich die ie ie 
men möge, sich mit den mathematischen Rechnungen und Demon- 
strationen des Herrn Verfassers den Koj f zu zerbrechen Wie 
es mit der mathematischen Strenge und idenz des Herrn Ver- 
fass ers steht, sieht man u. A. gleich aus der Seite 22. 8. 
n mathematischen Entwickelung der‘ Erz des Falls, 
der auf das Deutlichste hervorgeht, dass derselbe eg 
hat, worauf es bei diesem ganz elementare ‚Geg 


dung Schlüsse macht wie den folgenden auf S & 22.: Re: 
zeichnen wir der. Kürze wegen die nach Ablauf d sten Secut 


der von ihm zurückgelegte Raum gleich $%, dann kann m 
Ch 


dings in der Mathematik uherall sehr kurz wegko 


‚ergötzlich ist auch die auf an: 179.. Kin u Kuribeun der 
bung ui g ' i 
B Pi: a sch EIORE 
RR 1 BED ET a ae Te 


die wir doch mittheilen müssen, um unsern jesern einen 
von der ungemeinen analytischen Gewandtheit den Herrn 
Sers zu ht: Sie ist wörtlich folgende: 


382.22 = 60—.2)% be 
Eu & 882. 22 00° _ 1202 4 2° 
88,2, 22 — 22 60-1202 | 


u 
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Ionen AaranggBA, 2 rvidhre,n Al m. 


. RA En 
£ -1,372 —=41,2. und. ‚hierzu 0,182 addirt, ” We; 
os + ‚37x40, 18?= 11,240, ‚182, daraus Ns |  % 
ke ST var, ee 
| zäh 
. “ er ‚ade 160, 68 — 3,78. Ge ver 2 % 1 
Solle ir nach! ein Wort verlieren über solche Älge- ° 
bra®! Wir fragen . einen uns gerade in den Wurf kommenden 7 
Real- Tertianer. Der antwortet uns sogleich: Aus | | 
BEN 
' üszichung der Wurzel auf beiden Seiten; ’ u 
„ A N 82= 60— x, “ * di 
% x 60: * * 
eV “ 
und damit Puoktum. Bei Erklärung” er neenatsahd Refrac- ws 
ion scheint auf S. 113. die Refractions- Curve'ganz verkehrt < gezei Ar 


pet, da doch der Ber, ‚Verfasser ganz w örtlich sagt, „dass 


Lichtstrahl ab ein ME A, schichtenweise an Dichte F N 
"zunimmt, ‚gehen solle, * — Wenn man in $, 44. die Erklärung Pr 
der Dämmerungsers cheinungen liest,. so muss man in der That: 
über die Grossartigkeit: der Auschauungsweise des Herrn Verfas- re % 
R: von dem Däm: jerungsphänomer ‚staunen. Nun, wir können Pr . 
5” Bat WREERN> geucih en, uns _ Magen noch weite ‚mit die- ” \ 


‚unyerdaulichen Speis se,zu verderben. Das_ Archiv hat durch‘ a = 
| er ‚seine Pflicht erfülit, nämlich die: seine K " 
Dri art diesem allerneuesten Baodu ce 


„ut astronom isch-physikalisch- chemisch- -mineralogisch- seo » ; 
h - mathematischen ‚Literatur zu warnen. ne | 
Die Rortschritte der Physik im Jahre 1849, a x 
Beet vor der physikalischen Gesellschaft zu Berlin. z 
k "Jahrgang. en von Professor Dr. W. Beetz und RG 
er Ri; 6. Karsten. Berlin. Reimer. 1853. 8. r u L, 
rn 1 Sen Kr e | yo 7» 
ir] jaben schon einige Mal in diesen Literarischen Berich- 5 
2 Verdienstlichkeit .des_ vorliegenden Werkes. hingewie-" aus 
hu un ges jetzt von Neuem zugleich mit dem ah e:; 
kr Br Au d 
u® 5 
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dass die einzel Jahrgänge schneller als bisher wu 
möchten, damit das Werk bald bis zum Jahre 1853 fortgeführt 
wird und auf diese Weise mit den Fortschritten. der Wissenschaft 
möglichst gleichen Schritt hält. So weit unsere Kenntniss “ 
auch, weil das Jahr 1849 jetzt schon vier Jahre hinter lie 
unsere Erinnerung reicht, haben in diesem Jahrgange wich. 


tigeren Arbeiten Berücksichtigung gefunden, wie schon die Ansicht. 


des reichhaltigen, 16 Seiten einnehmenden,, ‚Inhaltsverzeichnisses 
zeigt. Die Hauptrubriken, unter welche das reiche Material ge- ; 
bracht ist, mit deren Angabe wir uns hier begnügen'müssen, : sind 
folgende: Allgemeine Physik. Akustik. Optik. Wärmelchre. Elek- 
trieitätslehre. Meteorologie. Physikalische Geographie. — Möge 
das Unternehmen auch fernerhin glücklichen Ds haben und 
die verdiente Beachtung immer‘mehr finden. _ Pr 


we 


Vermischte Schriften. 


Bulletins de!’ 1 edlen Wöyale des sciences, de 
lettres et beaux-arts de Belgique.’ (Vergl. Literar. Ber. 


Nr. LXII. S. 821.) hr u h 


Tome XVil. Ile Partie. 1850. und Tome XVIIL FrePar 
tie. 1851. enthalten grössere mathematische Aufsätze nicht, wo 
aber manche interessante alegtoloBlECHe und: andere Mittheilun- 
gen, namentlich. von Herrn Quetelet. ge ; Br N iR € FR w 


Tome XVII. Ile Partie. 1851. p. 14. Sur piles ä acides 
et alcalis, separes par des corps poreux, par M Martens. E. m 
p- 41. Quelques proprietes deseriptives, des surfaces gauches. lu 


second degre demontrees par la geometrie, par M. J. “ k Tas sseur 


— p. 137. Memoire; sur la telegraphie electri u . Gloe- + | 
sener. — p. 144. Note sur la division’ 'ordon e de Fourier et sur 
son application ä Pextraction de la racine “carreß, par M.S aar. 
— p. 157. Note sur ’eclipse solaire du 28 yonter 1851, par R A. 
Quetelet. — p. 279.  Aurore boreale du‘2 octobre, note Ay M. 
Quetelet. — p. 305. Notice sur le Foo £ 

demie de Munich par M. Lamont sur "hypsomei ie € et 
logie de la Baviere, par M. Deleros. —p5 94. 
observations de temperature faites & Bastogne DE 
M. Crahay. 


“ 
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Geschichte der Mathematik und Physik. 


Notice sur des traductions arabes de deux ouvra- 
ges perdus d’Euclide. par M. le Docteur Woepcke. 
© Paris. Imprimerie nationale. 1851. 8. 


Herr Doctor Woepcke in Paris hat sich schon durch die 
Herausgabe der im Literar. Ber. Nr. LXVIl. S. 861. angezeigten 
Algebra des Omar Alkhayyami ein grosses Verdienst um die 
Geschichte der Mathematik erworben. Ein neues Verdienst er- 
wirbt er sich durch die obige höchst interessante kleine Schrift, 
ı welcher er zwei verloren gegangene, nur in arabischen Ueber- 
setzungen vorhandene Schriften des Euklides, die erste in der 
arabischen und in einer danach angefertigten französischen Ueber- 
setzung, die zweite nur in einer französischen Uebersetzung aus 
dem Arabischen, publicirt. 


Die erste dieser beiden Schriften ist eine aus vier Propositio- 
nen und einigen vorangeschickten Axiomen bestehende Abhand- 
lung über den Hebel, in welcher die Gesetze desselben in 
eigenthümlicher Weise erläutert werden. Herr Dr. Wöpcke be- 
merkt mit Recht, dass man zweifeln könne, ob diese dem Eu- 
klides zugeschriebene Schrift demselben wirklich angehöre, führt 

@jedoch auf der anderen Seite auch Gründe an, die das Letztere 
allerdings wahrscheinlich machen. Jedenfalls würde es sehr in- 
teressant sein, wenn sich mit völliger Bestimmtheit nachweisen 
liesse, dass die angeführte Schrift wirklich dem Euklides an- 
gehöre und derselbe also die Gesetze des Hebels schon’vor Ar- 
were gekannt habe. Herr Dr. Wöpcke, auf dessen sehr 
interessante Schrift selbst wir dringend verweisen, sagt allerdings 


Thl. XXI. Hft. 3. 1 
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S. 2.: „Un passage. du manusecrit latin no 8680 A de la B..; 
theque nationale, manuscrit du XIVe siecle, semble corroborer 
cette supposition et constater que c 'est ä BE que 
remonte la demonstration du principe du levier.‘ " 
Die zweite hier in einer französischen Uebersetzung aus dem 
Araligchen publieirte, dem Euklides zugeschriebene Schrift ist 
ein Tractat über die Theilung ebener Figuren, die, von: 
dem Herrn Herausgeber mit lehrreichen Anmerkungen bereich h 
mehrere interessante Aufgaben und Auflösungsmethoden aus der 
angegebenen Lehre enthält, und gleichfalls allen unseren Lesern, 
die an der Geschichte der Mathematik Interesse nehmen, zur 
Beachtung empfohlen werden muss. ! 


\ 


Notice sur une theorie ajoutee par Thabit ben 
rah ä l’Arithmetique speculative des Grees, palr M.' 
Woepcke. # 


Der Titel der hier jedoch nur im Auszuge in französischer 
Uebersetzung mitgetheilten Schrift ist: Traite compose par 
Aboül Hacan Tbhäbit ben Korrah sur la maniere de 
trouver des nombres amiables d’apres une methode 
facile. — Auch diese Schrift ist sowohl in allgemeiner histori: 
scher Beziehung, als auch wegen der darin enthaltenen Metho: 
den, amicable oder it Zahlen zu finden,5 interessant. 
Ueber den Begriff befreundeter Zahlen und die von Michael 
Stifel in seiner Ausgabe der Coss Christoph Rudolphs, von 
Schooten (Exercitationes mathematicae. L. V. Sect. 9. 
von Krafft (Commentarii Novi Acad. Petrop. T. I.) un 
Euler (Opuscula varii argumenti. T. ll. p. 23.) gegebenen 
Methoden, solche Zahlen zu finden, wird man am Besten be- 
treffenden Artikel im Mathematischen a Bes 1. 
S. 246. nachsehen. Von der obigen, jetzt erst aufgefundenen 
Schrift des Thabit ben Korrah konnte natürlich in diesem 
Artikel keine Rede sein. Die Vergleichung der Methoden des 
letzteren mit denen der neueren Mathematiker dürfte mannigfalti- 
ges Interesse darbieten, und wir kommen vielleicht imgr iv 
auf diesen Gegenstand zurück. ’ 

Für jetzt nur Herrn Doctor Wöpcke unsern wärmsten Dank 
für diese neuen werthvollen Beiträge zu.der nur allzüßeht ver- 
nachlässigten Geschichte unserer Wissenschaft. ia 4 
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Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


Herr Ingenieur Joh. de lasCamp zu Hamburg hat mir nact 
stehende Anzeige der verschiedenen Lehrbücher des Herrn Lü 
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sen zugesendet, mit dem Wunsche, dass dieselbe‘ im Archiv ab- 
gedruckt werdenmöchte. Wegen der Verdienstlichkeit der genannten 
Lehrbücher habe ich diesem Wunsche gern entsprochen. G. 


- In dieser Zeit, in der durch die eminenten Fortschritte, welche 
die unermüdlichen Bestrebungen auf dem Gebiete der Tech- 
nik und der Industrie zur Folge gehabt haben, das Bedürfniss 
immer dringender wird, die mathematischen Wissenschaften einer 
grösseren Ausbreitung unter dem Publikum fähig zu machen, ist 
es wohl nicht ungeeignet, auf einen kleinen, noch keineswegs ge- 
schlossenen Cyklus von Büchern aufmerksam zu machen, die, 
sämmtlich von einem Verfasser herrührend, nach und nach alle 
Holsweige der Mathematik umfassen werden. Es sind dies 
folgende fünf Bücher: 


I. Ausführliches Lehrbuch der Arithmetik und 
Algebra, zum Selbstunterricht und mit Rücksieht auf 
die Zwecke des praktischen Lebens, von H. B. Lüb- 
sen. 3. verb. Aufl. Hamburg 1853. 1, Thlr.» 


* I. Ausführliches Lehrbuch der analytischen oder 
höheren Geometrie, zum Selbstunterricht, mit 121 
Figuren im Text, von H. B. Lübsen. 2. verm. u. verb. 
Anl. Leipzig 1849. 1%, Thir. 

IH. Ausführliches Lehrbuch der Elementar-Geo- 
metrie. Ebene und körperliche Geometrie. Zum 
Selbstunterricht, mit Rücksicht auf die Zwecke des prak- 
tischen Lebens. Mit 180 Figuren im Text, von H. B. 

- Lübsen.. Hamburg 1851. 1 Thlr. Ä 


IV ausführliches Lehrbuch der ebenen und sphä- 
"gischen Trigonometrie, zum Selbstunterricht, mit 
Rücksicht auf die Zwecke ‘des praktischen Lebens. Mit 
58 Figuren im Text, von H. B. Lübsen. Hamburg 1852. 
21 Ngr. 
“V. Ausführliches Lehrbuch der Analysis, zum 
jelbstunterricht, mit Rücksicht auf die Zwecke des prak- 
" tischen Lebens. Mit 6 Fig. im Text, von H. B. Lüb- 
sen. Hamburg 1853. 


"Die Recensionen der vier ersteren (von dem letzten eben’ erst 
erschienenen ist mir noch keine bekannt), die sämmtlich vortheil- 
haft ausgefallen sind, sind leider theilweise in Blätter eingesetzt 
worden, die vom grossen Publikum sehr wenig gelesen"werden. 
H ır Lübsen hat sich weniger darum Mühe gegeben, der Wis- 
senschaft Neues hinzuzufügen, er führt in seinen, Büchern nicht 


er 
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in vorher noch unltretene Gebiete der Mathematik; ihm u viel- 
mehr das gewiss nicht geringere Verdienst zuzuerkennen, die 
schon bekannten Gebiete für Jedermann leichter vzugänglich zu 
machen. Er hat seinen Büchern das Prädicat ‚Ausführlich‘ ge- 
geben, obgleich er darin keineswegs eine vollständige Erschöpfung 
der behandelten Disciplinen giebt, sondern, und deshalb mit vol- 
Rec ht, weil die von ihm als für den Praktiker brauchbar. er- 

annten und deshalb in die Bücher aufgenommenen Themata mit 
un "Deutlichkeit und Ausführlichkeit behandelt sind, nothwendig, 
um dem Anfänger eine klare Anschauung davon zu geben. Die 
Herertungeweiae der Sätze und die Beweisführung, die Herr Lüb- 
sen innehält, ist so evident, dass, der Anfänger den Eir Iruck 
empfängt, als habe alles so eben Erlernte schon längst in ihm 
gelegen, und es habe nur an dem richtigen Mittel gefehlt, es. zu 
erwecken. Professor Grunert sagt in Band XX. seines Archivs 
für Mathematik und Physik über die vier ersten Bücher 
Folgendes: ‚Alle diese Lehrbücher zeichnen sich durch eine un- 
gemeine*Deutlichkeit sehr vortheilhaft aus und enthalten überall 
in sehr verständiger Auswahl von den betreffenden Wissenschaf- 
ten allemal das, was für das praktische Bedürfniss nöthig ist 
und zu demselben in nächster Beziehung steht, ohne die für tüch- 
tige praktische Anwendung der Mathematik bestimmte Kraft des 
Knaben und Jünglings durch eine Menge oft sehr unnützer Sätze 
und Sätzchen eher zu schwächen und zu ermüden, als zu stär- 


ken, wie leider viele unserer Lehrer immer noch thun. .... r 


„Herrn Lübsen’s in vieler Beziehung sehr zu empfehlende Le 
bücher scheinen uns ein interessanter und sehr Fr 
Ausdruck dieses gewiss sehr richtigen pädagngischen u 
thodischen Grundsatzes zu sein, weshalb wir sie hier all 11 
rern, die solche Knaben und Jünglinge’zu unterrichten "ha 
welche für ein praktisches Fach, das auf einer mathematischen 
Basis ruht, bestimmt sind, bestens haben empfehlen wollen.“ M 


Ueber das Lehrbuch der Trigonometrie sagt Professor Dien- 
ger an der polytechnischen Schule zu Carla seiner 
Recension unter Anderm: „Das vorliegende Buch enthält eine 
vollständige und klare Darstöllhur der ebenen und sphärischen 
Trigonometrie nach einem Plan, a uns in jeder Beziehung vor- 
trefllich erscheint.“ Und nach specieller Besprechung des Inhalte: 
„Man wird aus dem Obigen ersehen, dass das hier angezeigte 
Lehrbuch die Grundiehken der ebenen und sphärischen Trigono- 
metrie ziemlich vollständig enthält. Die Darstellung ist, dem " 
achten des Referenten nach, sehr zweckmässig und du R 
deutlich, überall durch, wenn auch nicht zahlreiche Beispiele un- 
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terstützt, so dass dieses Buch Jedem enpitöhleh werden kann, 
der sich mit diesem Gegenstande bekannt machen will. Referent 
kann dies mit'um so grösserer Ueberzeugung, als er selbst bei 
seinen Vorträgen einen ganz ähnlichen Gang einzuschlagen pflegt 
und so den hier angegebenen für zweckmässig schon früher er- 
gi hat.‘ RR 
Pi ” "he 
"Das Lehrbuch der analytischen oder höhern Geometrie recen- 
sirtt nach einigen allgemeinen Betrachtungen der Prof. Sch ei- 
bert in der „Pädagogischen Revue“ folgendermassen: „So 
‚ist denn dem Lehrer ein Buch willkommen, wie dies des Herrn 
Uleen, welches wirklich das Nothwendigste und Wichtigste 
heraushebt, bei den Anfängerschwierigkeiten DIE nöthige Zeit ver- | 
"weilt, sich über die eigenthümliche eg in der ana- 
Iytischen Geometrie an den gehörigen Orten Ban Weiteren ergeht, 
mit sehr interessanten und überraschenden Anwendungen und Auf- 
gaben anlockt, veranschaulicht und dem Anfänger Muth macht, 
andererseits durch rasches Hinwegführen über mehr der Vollen- 
dung der Wissenschaften nur dienende Partieen den Gang be- 
 schleunist und so die Wanderer frisch erhält, und so endlich auf 
212 Seiten den Anfänger so weit führt, dass er Ahnung und An- 
schauung von der reichen Welt erhält, welche ihm durch diese 
neue Sprache der Mathematik aufgeschlossen ist. Das Buch ist 
in seinem Vortrage durchweg so plan gehalten, dass es für einen 
‚gehörig vorbereiteten Schüler nicht schwer werden wird, durch 
öetteuien diesen Zweig der Wissenschaften kennen zu lernen 
d sich einigermassen in ihm heimisch zu machen. “ 


„In „der „Allgemeinen Schulzeitung‘“ vom 9. Juli 1846 
wirkt rt das Lehrbuch der Arithmetik und Algebra Folgendes 
gesag : „Das Buch zeichnet sich durch viele gute Eigenschaften 
vor manchen anderen Schriften ähnlichen Inhalts und ähnlichen 
‘Zweckes so vortheilhaft aus, dass die beurtheilende Feder Micht 
anders, als gern bereit sein kann, belobend das Wort zu neh- 
men. ....° Ferner: ‚Hat nun unser Verfasser sein Lehrbuch, 
‚wie er es offen erklärt, nur für den’ Selbstunterricht bestimmt, so 
müssen wir gestehen, dass er es mit Glück und Geschick, mit 

‘ Erfahrung und Umsicht gethan hat. Wenn ferner Herr Schu- 
“macher, der bekannte grosse Astronom in Altona, in dem em- 
"nfeh enden Vorworte von unserm Verfasser sagt:. „‚‚dass er mit 
‚Erfolg gegen sich gearbeitet habe, indem das Buch die Hülfe des 
Lehrers, also auch seine eigene, überflüssig macht““, so liegt 
„allerdings darin die von uns ebenfalls erkannte und anerkannte 
Wahrheit, aber zugleich auch noch der starke Schein einer ande- 
ren, wonach sich nämlich das Buch für den Handgebrauch nicht 
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einem suten Schulbuche, und das hauptsächlich für solche Leh- 
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eignen dürfte. een die Richtigkeit dieses Scheines mi sen 
wir uns streng erklären. Das Buch ist sogar wie geschaffen z 


rer, welche in dem zum Unterrichte benutzten Hülfsbuche ‘ohne 
beleidistes Selbstgefühl einen mit ihnen auf derselben Bildungs- 
stehenden Gehülfen neben sich ertragen können; für Leh- 


| acktes Rüstwerk zu einem von ihnen selbst aufgebauten Ge- 
bäude. haben wollen, für solche ist unser Buch nicht passendvein- 
gerichtet... ... « Die Ausführlichkeit wird nirgends beschwer- 
lich weitläufig oder gar übertrieben gründlich, Hl der Verfasser 
ist eigentlich nur für den Lehrer ausführlich, für den Sehen 
meistens noch kurz, oft so kurz, dass ihm des Lehrers Hülf‘ day 
bei sh sehr wesentlich nothwendig erscheinen dürfte. “ e. 


4, ! 
Das Bekanntwerden dieser Recensionen, he u Arc 


Bedürfniss nach Lehrbüchern der Art wird den vorliegenden Bü chern 
gewiss in kurzer Zeit eine bedeutend grössere Ausbreitung sichern, 
als die, deren sich dieselben jetzt schon, wenigstens im west- 


>he in dem Schulbuche weiter nichts als ein Skelett, als 


lichen Deutschland, erfreuen, und ist dies im Interesse der all- 


gemeinen Bildung allerdings nur zu wünschen. 
Hamburg, den 22. August 1859. 


Joh. de la Camp, Ingenieur. 


® Arithmetik. 


« & 
Integration der tat Differentialgleie 
mit constanten und veränderlichen Coefficienten. 
Joseph Petzval. Auf Kosten der kaiserlichen Akade 
mie der Wissenschaften. Erster Band. Wien. Brau® 
müller. 1853. 4. 


Dieses ausgezeichnete Werk gehört jedenfalls zu IE 
tendsten neueren Erscheinungen ‚auf dem Gebiete der deu ein. 


mathematischen Literatur, und verdient daher hier Ba. Weg 


ar 


besprochen zu werden, als sonst in diesen literarischen Beri hte 
zu geschehen pflegt. Was zuerst den allgemeinen Charakte “ 
selben betrifft, so hat der Herr Verfasser, rücksichtlich 
halts oder des Objects der Betrachtung, wie auch schon. 1 PB ö 
in ganz bestimmter Weise ausspricht, sich auf:die linear 

Differentialgleichungen mit constanten und veränderlichen ‚Coe - 
cienten beschränkt, weil bei Weitem die meisten Untersuchungen 
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auf den Gebiete der Mechanik, Astronomie, Physik, als erstes 
Res Itat ,. oder als Ausgangspunkt, auf eine Differentialgleichung 
dieser Form „oder auf ein System solcher Differentialgleichungen 
führen, was, nach der sehr richtigen Bemerkung des»Herrn Ver- 
fassers, in der Vorrede, wenigstens und vorzugsweise in.Bezug 
auf ee. in das Gebiet der eigentlichen Physik gehörenden. [ 
suchungen, seinen Grund im Wesentlichen darin. hat, © ass m 
entweder schwingende Bewegungen von sehr kleinen Amplitud 
zu erörtern, Ber zu bereits in erster Annäherung bekannten Be- 
wegungselementen sehr kleine Correctionen zu rechnen hat, und 
daher jedesmal, die Glieder höherer Ordnung vernachlässigend, 

zur neuen Form gelangen muss. Rücksichtlich der Art .d 
Abfassung ist zu bemerken, dass das Werk in höchst zweckm; R 
siger Weise eine gewisse Mitte hält zwischen einem ausführlichen 
Han buche und einer Darlegung der dem Herrn Verfasser ganz 
eigenthümlichen Entwickelungs- und Rechnungsmethoden.” Der- 
selbe hat es daher in der anerkennungswerthesten Weise nicht 
verschmäht, z. B. die Methode der Variation der Constanten;, die 
von Fourier, Liouville u.s.w. herrührenden Formeln, das 
‚aplace’ sche und andere Integrale, einem grossen Theile nach 

in neuer Darstellungsweise, zwischen seine i in grossem Reich- 
thume auftretenden ganz eigenthümlichen Rechnungs- und Auflö- 
sungsmethoden einzuschalten, um dadurch sein Werk, ohne Bei- 
bülfe grüsserer Bibliotheken, zugänglich zu machen, woraus sich 
Ei ergiebt, dass dasselbe für den angehenden und gereif- 


Analytiker in gleicher Weise lehrreich FR anziehend ist und 
s durch die Herausgabe desselben in beiden Beziehungen der 
Herr Verfasser sich jedenfalls ein wesentliches Verdienst ferwor. 
ben ‘was die folgende, freilich leider nur kurze, auf das Ein- 
Be 'so viel als es uns hier der Beschränktheit des Raumes 
wegen möglich ist, eingehende Inhaltsangabe noch weiter bestä- 
tigen wird. ” % 
In ‚einer, den ersten Abschnitt des Werkes bildenden, sehr 
lehrreichen Einleitung entwickelt der Herr Verfasser die noth- 
en n fundamentalen Lehrsätze über die Existenz’ und Form 
der Integrale linearer Differentialgleichungen, so wie über den Bau 
der letzteren, und zeigt, dass der Gegenstand in steter Analogie 


r Theorie der algebraischen Gleichungen fortschreite, worin 
2 nlassung findet, diese Analogie auch fernerhin festzuhal- 


. die den Lehren dermisben in Abschnitte zu thei- 
ss ‚einem jeden derselben ein analoges Kapitel auf dem 
False der algebraischen Gleichungen entspricht. Es aolt daher: 


ie der zweite Abschnitt die Lehre enthalten von den- 
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teren durch geschlossene Formeln möglich ists wohin z 
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tem Coefficientenbau, deren Integration in Folge dieses “ 
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gehören, und noch einige andere, wobei wir bemerken, dass. der. 
Herr Verfasser für v“ 


EN 


dz’ dx?’ dar 


AN. Pe 
Herr Verfasser, entspricht auf dem Gebiete der algebraischen, 
Gleichungen die von den binomischen, reciproken u.s. w. Glen 
chungen, welche, in Folge ihres Coefficientenbaues, eine Auflö- 
sung durch geschlossene Formeln zulassen. 


%. 
Zweitens. Der dritte Abschnitt enthält die Forme 


der Kürze wegen y’, y”,....y® schreibt. Dieser Lehre, 


a 


dns der 
‚linearen Diflerentialgleichungen, deren ÜOoefficienten algebraische 
und rationale Functionen von x sind, und stellt die Kennzeich 
auf, nach welchen die Formen der Genüge leistenden particulä 
Integrale aus jenen der Coefficienten abgeleitet werden. auipse 
Abschnitte entspricht auf dem Felde der algebraischen Gleich 

gen eine Reihe von Lehrsätzen, wie die von Descartes, Fo 
rier, Sturm. 


„Drittens. Ein vierter Abschnitt hat die Transformati 
der Differentialgleichungen zum Gegenstande, und lehrt, aus ah 
gegebenen Gleichung eine andere abzuleiten, deren particuläre In- 
tegrale mit jenen der ersteren in einem gewissen a 


 Zusammenhange stehen. 


Viertens. In einem fünften Abschnitte werden Methoden 
entwickelt, die, der Form nach bereits bekannten particulären In 
tegrale wirklich zu berechnen, und, da oft ein und dass 
ticuläre Integral unter verschiedenen Formen erscheinen kan 
Methoden, diese Formen in einander zu verwandeln, 
man aus denselben die vortheilhafteste, etwa die geschlo s 
oder eine andere, den Vorzug der Durchsichtigkeit io 
Grade besitzende; zu wählen im Stande sei. Endlich _ 
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inftens s in einem sechsten. Abschnitte, we Systemen 
n mehreren Differentialgleichungen und den partiel- 

h iffrehtiälgleichungen besondere Aufmerksamkeit ge- % 

nt werde | # * 


sser der den ersten Abschnitt bildenden Einleitung „liegen 
in diesem ersten Bande noch der zweite und dritte all ek 
vorher näher charakterisirten Abschnitte vor, und wir niet 
kennen, dass wir durch dieselben in vielen Beziehungen 
% friedist worden sind und vielfache Belehrung aus densel x 
BA haben. Die Einleitung beschäftigt sich insbesondere mit 
der Integration der linearen Differential- ua Differenzen-Gleichun- 
Se Ordnung, mit dem Beweise der Existenz und de 


al inen Form des Integrals einer linearen Ditereninllichäg) 
der. nten Ordnung, mit der Bildung der Diflerentialgleichung au 
“den articulären Integralen und mit der Methode der Variation 
de Constanten. Der Inhalt des zweiten Abschnittes ist oben schon 
wit hinfeichender Ausführlichkeit angegeben, der Inhalt des drit- 
ten Abschnittes aber so reichhaltig, dass eine nur einigermassen . 
vollständige Angabe desselben hier leider nicht möglich ist. Ueber- 

haupt i De Werk so reich an neuen Methoden und dem Herru 
Verfasser eigenthtimlichen Darstellungen älterer Methoden, dass 

man nur durch ein sehr sorgfältiges und . Bawanik Studium 
desselben sich einen ganz deutlichen Begriff von seinem Wesen 

und seiner Bedeutung verschaffen kann. 


E; 


Wir wünschen sehr, durch diese kurze Anzeige die Aufmerk- 

eit der Mathematiker, sowohl in Deutschland, als auch im ” 
slande auf dasselbe hinzulenken, indem wir selbst nochmals 

it besonderem Danke bekennen, aus demselben vielfache Be- 

lehrung geschöpft zu haben. Möge. der Herr Verfasser die Wis: 
senschaft recht bald mit dem zweiten heile beschenken und ihm 

der Beifall und die Anerkennung im reichsten Maasse zu Theil „ 
werden, die er durch dieses Werk von Neuem in Anspruch, zu 


nehmen’so sehr berechtigt ist! | Mr 
| # 
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: Vermischte Schriften. 


Tl etine de "’Academie Royale des sciences, des 
eriren et beaux-arts de Belgique. (Vergl. Literar. Ber. 
XXXVI S. 16.) 


Tone XIX. Tre Partie. 1852. p. 16. Note sür le deve- 
angpent des pessiohs de la forme Ye en fraction conti- 
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nue; par M. Behgar. — pP. 28. Note sur les &xpressiöns d 
cines et des puissances d’un nombre en produits infinis; par M. 
Liefrangois. — Procede; pour rendre perceptibles et pour comp- 
ter les vibrations d’une tige elastique; par M. Monti se 
p. 513. Sur Ja valeur la plus probable d’un cöte s6odesiglenm- 

na deux triangulations; par M. Liagre. — p. 534. Variations 
la deelinaison et de liinclinaison magnetique & Bruxelles de- 
| quart de siecle; par M. Quetelet. — p. 537. Demon- 
slementaire de la vitesse de deviation du plan d’oscilla- 
tion ndule, & diverses latitudes; par M. Crahay. — p. 543. 


Sur les moyens de faire donner aux plantes leurs feuilles, leurs 
fleurs et leurs fruits A des epoques determinees d’avance, 

aM. Quetelet (ein sehr interessanter Aufsatz). E 4 

Tome XIX. Ile Partie. 1852. p. 161. Sur le theorem 

d’Euler, relatif A Ja decomposition du nıouvement de rotation des 
corpsz; par M. Pagani. — p. 300. Rapport de M. Que let sur 
une note de M. le professeur Montigny, relative aux fluet us 
de la bulle des niveaux. — p. 303. Sur quelques ronätee len. 
ses que presentent les resultats d’une serie ‚d’observations, faites 
dans la vue de determiner une constante, lorsque les chances de 
rencontrer des ce en plus et en moins sont egales et inde- 
pendantes les unes des aufres; par M. A. Quetelet. — p. 476. 
Rapport de M. Schaar sur un memoire de M. Montigny relatif 
aux experiences pour determiner la densite de laterre. & p. 490. 
Rapport de M. Lamarle sur un memoire de M. Fingenieur Mani- 
lius, relatif ä l’emploi de l’infini dans les mathematiques. — p. 
Sur l’eleetricite de Yair, d’apres les observations de Munie 
‚de Bruxelles; lettre de M. Quetelet &M. Lamont.'— p: 502. 
Sur la repartition des hauteurs barometriques, par rappart a la 
hauteur moyenne, par M. Liagre. au 


Tome XIX. IlePartie. 1852. p.31., Sur la nouvelle expe- 
rience de M. Leon Foucault. Keclamation de priorite par,M. La- 
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marle. — p. 49. Nemoire sur le mouvement d’un’point materiel 
rapporte A trois axes fixes dans un corps mobile autour d’un point; 
par M. Paganik — p. 71. Examen des cas douteux dans les ‚tri- 


angles spheriques; par M. Carboneble. — p. 82. Influenee de 
ja temperature sur l’epoque de la floraison; par M. A. © wete- 
let. — p. 272. Memoire sur les medianes; par M. Ernest ue- 
telet, ofücier du genie. Rapport de M. Timmerm Y sh 
dieser Abhandlung kommt u. A. das folgende interessante Theor 
vor: „Detx surfaces d’un degre m se touchent suivant une eourbe 
plane, toute transversale intercepte, & partir du plan, dans.e 
cune des surfaces, m segments tels que la somme ı leurs 
r . 
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pn egale de part et daufre,“ — p. 274. Resume general 


presentant les bases du calcul relatif aux eflets que  produit la 
zotation de la terre sur- le mouvement gyratoire des corps entrai- 
"nes dans la Fotation diurne. Lettre de M-'Lamätle”& M. Qu Mi 
telet. — p. 289. Sur le calcul‘des''tables de mortalite; ‘par M. 
A. Quetelet. — p.296. Notice concernant Pemploi de Fair echauffe; 
sau lieu de vapeur d’eau, comme moteur* dans les mach 
M. De Vaux. — p. 436. Resume general presentant: 


le Mouvement gyratoire ' des ‘corps 'entraines dans la rota 
diurne. Suite ä la lettre adressee par M. Lamarle &M.Q 
“telet. — p. 408. Notice sur Michel Florent Van: Langren, cos- 
mogra et mathematicien des archidues; Albert et Isabelle , 
ensuite de Philippe IV., roi d’Espagne; par le chevalier Mar- 
E hal. — p. 497. Sur l’astronome Langren; par M. Quetelet. # 
(Interessante historische Mittheilung.) | 


„Tome XX. Ir Partie. 1853. p. 145. Sur la theorie des 
ehe quadratiques; par M. Angelo Genoechi. Rapport de y 


M. Schaar. —-,p- 148. Sur les temps des revolutions. des satel- 
"lites de Jupiter et de Saturne; par M. A. Quetelet. — p: 150. 

Sur des Re... par M. A. Quetelet. — p.15l. Notice 

sur Fhiver de 1852 a 1853; par M. A. Quetelet. (Höchst inter- 

essante Mittheilungen über den so vielfach merkwürdigen Winter 
185258.) — p. 317. Sur nn memoire de M. Möntigny intitule: 
Correlation des hauteurs du barom£tre etdela pression | 
du vent. „Rapports par M. M. Crahay et Duprez. — p- 324. 
Sur la mesure des distances au moyen de la Stadia; par M. Lia- 
'gres — p. 471. Sur un appareil photo -electrique, invent&par M. 

J. Jaspar. Rapport de M. Crahay. — p. 473. Sur la tempera- 

ture et l’etat de la vegetation pendant les mois de fewtier et mars 
1853; ,par M. A. Quetelet. — p. 748. Description d’un appareil 
hoto,- electrique br la.lumiere au mene point, invente et 
eonstemit par M. J. Jaspar a Liege. 


eure et de l’azimut par des passages observes dans"deux ver- 
E a : 


E: 
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de l’Observatoire royal de Bruxelles; par M. Liagre. — p. 12. 
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x; par M. Houzeau.., Rapport'de M. Nerenbürge#— 3. 
ur l’erreur probable d’un passage obserye a la lunette meridienne 


jur l’ouragän du 28. Juin 1853; par M.A. Quetelet. — p.39%, 
Demonstration el&mentaire d’une formule logarithmique de M. et; 
A ‚ngelo Genocchi, de Turin. — p. 397. Sur une pro- 

ietE des nombres; paf M. Angelo Genocchi, de Turin. — 

0. Sur l’eniploi du fer de fonte dans la ‚confeetion d’aimants 
; par M. Crahay. — p. 405. Sur les chaleurs des 7., 8 
llet 1853, et sur leurs eflets desastrueux; par M. A. Quetelet. 


 Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademi | 
Wissenschaften zu Wien. (S. Liter. Ber. Nr. LXXXIVISEB.) 


Jahrgang 1855..XIl. Band. 1. Heft. 8.9. Schab 
Krystallform des Zinkoxydes. — 8. 46. Grailich: AN © 
gen über den ein- und zweiaxigen Glimmer. — S. 87. v. nn 
Ueber die Beschaffenheit der Lava des Aetna von der Eruption 
im Jahre 1852. — S. 121. Kreil: Geographische und magnetische: 
rg aus dem Nilthale. Von Ritter von Fridau. — 

‚213. Brücke: Ueber die Wirkung complementär gefärbier 
ee beim binoculären Sehen. 


Jahrgang 1853. XI. Band. 2. Heft. S. 307. PRINT 
Die Austheilung. der Oberflächenfarben am Murexid. — S. 375. 
Petrina: Ueber eine Vereinfachung beim tilerrabhizchN Corre - 
spondiren in grosse Entfernungen. — S. 393. Haidinger: 
Farben des Mausits. — S. 397. Derselbe: RR la 
Pehalnalliake verändert. 
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Arithmetik. 


Sammlung von Aufgaben aus der Arithmetik und 
Algebra, fürı&ymnasien und Gewerbeschulen bearbei- 
tet von Friedrieh Hofmann, Professor der Mathematik 
am Gymnasium zu Bayreuth. In drei Theilen. Erster 
Theil. Bayreuth. Grau. 1852. Zweiter und dritter Theil. 
Daselbst 1853. 


. 
“ 


Der erste, die arithmetischen Aufgaben enthaltende Theil die- 
ser sehr reichhaltigen Aufgabensammlung ist im Literar. Bericht 
Nr. LXXV1. S. 953. angezeigt worden. ‘Jetzt sind nun auch die 
beiden letzten Theile, welche die algebraischen Aufgaben enthal- 
ten, erschienen. Wir haben es uns schon a.a.O. angelegen sein 
lassen, auf die Verdienstlichkeit des ersten Theils dieser Aufga- 
bensammlung aufmerksam zu machen und denselben den Lehrern 
der Mathematik dringend zur sorgfältigsten Beachtung zu empfeh- 
len. Ein ganz gleich günstiges Urtheil müssen wir auch über den 
zweiten und dritten Theil fällen. Die grosse Reichhaltiskeit die- 
ser beiden Theile zeigt sowohl ihr Umfang, da der zweite Theil 
205, der dritte Theil 310 Seiten umfasst, als auch die folgende 
Angabe des Inhalts nach seinen Hauptabschnitten: Die vier Grund- 
operationen mit Buchstabengrössen. Potenzen mit positiven gan- 
zen Exponenten. Wurzelgrössen. Reductionen (sehr viele lehrreiche 
Aufgaben). Gleichungen vom ersten Grade mit einer Unbekann- 
ten. » Aufgaben zur Anwendung der Gleichungen des ersten Gra- 
des mit einer Unbekannten. Wurzelgrössen (Fortsetzung). Po- 
tenzen mit allgemeinen Exponenten. Vermischte Reductionen. 
Logarithmen. Kettenbrüche. Unbestimmte Gleichungen. (Sollte 
wohl heissen unbestimmte Aufgaben.) Gleichungen vom ersten 
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(Grade mit mehreren unbekannten Grössen. Gleichungen vo Brci- 
ten Grade. Aufgaben zur Anwendung der Gleichungen an 
"Grades mit mehreren unbekannten Grössen. Aufgaben zur, An- 
wendung der Gleichungen vom zweiten Grade. Arithmetische und 
geometrische Reihen. Zinseszinsen und Rentenrechnung. 


Jedenfalls ist dies die reichhaltigste Aufgabensammlung, welche 
die mathematische Literatur bis jetzt besitzt, und auch bei diesen 


beiden letzten Theilen haben wir uns eben so wie bei dem ersten 


über die Präcision des Ausdrucks der Aufgaben gefreut, welche 
natürlich bei einer solchen Sammlung ein Haupterforderniss ist. 
Auch halten wir die Aufgaben fast sämmtlich für Re. 
‚sig, und sind der Meinung, dass ein nur einigermassen guf vor- 
bereiteter Schüler sie sämmtlich ohne grosse Schwierigkeit zu 
lösen im Stande sein wird. Denn vom pädagogischen Standpunkte 
aus sind wir der Meinung, dass namentlich Aufgaben zur Anwen- 
dung der algebraischen Gleichungen so gefasst sein müssen, dass 
der-Schüler, um demselben. wahres Interesse an der Sache einzu- 
flössen und seine Liebe zu derselben dauernd zu erhalten, den 
Wortausdruck der Aufgabe ohne besondere Schwierigkeit in die 
Sprache der Algebra übersetzen kann, und dass die Aufgaben auch 
nicht zu: viele bloss numerische oder auch Buchstaben-Rechnungen 
in Anspruch nehmen, was bei manchen Aufgabensammlungen- der 
Fall ist, selbst bei dem sonst recht empfehlenswerthen Buche von 
Heis, wie wir neuerlich uns zufällig hin und wieder bei dem 
Gebrauch dieses letzteren Buches zu überzeugen Gelegenheit ge- 
habt haben. In beiden obigen Beziehungen steht das jedenfalls 
mit dem grössten päd agogischen und mathematischen Takte ver- 
fasste Buch von Meier Hirsch nach unserer Meinung immer 
noch oben an; aber das vorliegende Buch von Hofmann eifert 
demselben in würdiger Weise nach und übertrifft es an Reich- 
haltigkeit. 


Wir wünschen daher dieser neuen arithmetischen. und .alge- 
braischen Aufgabensammlung, die sorgfältigste Beachtung von Sei- 
ten, der Lehrer, können aber auch bei diesen beiden neuen Thei- 
len. den schon früher ausgesprochenen Wunsch nicht unterdrücken, 
dass es dem Herrn Verfasser recht bald gefallen möge, in einem 
besonderen ‘Hefte die Resultate aller Aufgaben ‚herauszugeben. 
Für, den Lehrer sind dieselben She nr da man ihm nicht 
zumuthen kann, alle Aufgaben, ehe er sie aufgiebt, erst selbst 
zu‘rechnen, und für den fleissigen und: verständigen ‚Schüler ist 


die Kenntniss der Resultate jedenfalls nützlich, . damit ‘er sieht, 


ob das von ihm gefundene Resultat das richtige,ist; der unfleis- 
sige und .unverständige Schüler wird sich doch verbotene Hülfs- 


Be 


Literarischer Bericht LXXXVII. 3 


. 


6 


mittel anderweitig genug zu verschaffen wissen, wogegen, wie 
gegen absoluten Unverstand überhaupt, nun’ doch einmal nichts zu 
machen ist. 


Geodäsie. 


Handbuch der höheren und niederen Messkunde 
oder gründliche Unterweisung in der gewöhnlichen 
Feldmesskunst, so wie zu grösseren geodätischen Auf- 
nahmen, zu geogra nlssch en Iriangmlirungen. barome- 
trischen Höhenmessungen, zu Nivellements und zum 
Gebrauch der Instrumente. Nach dem neuesten Stand- 
punkte der Wissenschaft bearbeitet von Dr. Fr. W. Bar- 
fuss. Dritte verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 
15 lithographirten Foliotafeln. Weimar. Voigt. 1854., 8. 


Die erste Auflage dieses Handbuchs der Messkunde ist im 
Literar. Ber. Nr. IX. S. 140. angezeigt worden. Die Anlage des- 
selben ist im Ganzen und im Wesentlichen völlig unverän- 
dert geblieben, so dass wir auch jetzt das von uns a. a. O. ge- 
fällte allgemeine Urtheil, dass uns in demselben ein systematischer 
Faden, welcher sich durch das ganze Werk hindurch zieht, nicht 
festgehalten zu sein scheint, wiederhölen müssen; und bei wie- 
derholter genauer Durchsicht des Buchs haben wir uns von der 
Richtigkeit dieses Urtheils von Neuem überzeugt. Dagegen aber 
wiederholen wir aber auch das, was wir a. a. ©. zur Empfehlung 
des Buchs gesagt haben, und fügen zu weiterer Empfehlung noch 
bei, dass der Herr Verfasser wenigstens auf einige der von uns 
dort gerügten Mängel Rücksicht genommen zu haben scheint, in- 
dem er z. B. jetzt eine ziemlich ausführliche Entwickelung der 
Methode der kleinsten Quadrate beigefügt hat, bei der wir nur 
noch ein specielleres Eingehen auf die Anwendung dieser Methode 
in der Geodäsie, was doch hier die Hauptsache ist, gewünscht 
hätten. Eine sehr werthvolle Bereicherung hat ferner diese neue 
Ausgabe in der Theorie und Beschreibung des ursprünglich von 
Oppikofer angegebenen, von Wetli wesentlich verbesserten 
(m. s. Literar. Ber. Nr. LVI. S. 774.) und von Hansen zur Vollen- 
dung gebrachten Planimeters erhalten. Was die Darstellung im 
Allgemeinen betrifft, so können wir nicht sagen, dass sie uns be- 
sonders angesprochen hätte, indem sie offenbar in einem älteren 
Geiste gehalten ist und vielfach an Tobias Mayer erinnert. In 
der Instrumental-Kenntniss ist diese neue Ausgabe gegen die erste 
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im Jahre 1842 erschienene fast gar nicht fortgeschritten‘, ‚und es 
sind zum Theil noch verschiedene, gegenwärtig als veraltet zu be- 
“trachtende Instrumente beschrieben. Was z. B. die Boussole'.be- 
trifft, so ist ein Instrument dieser Art mit Fernröhren — und wer 
braucht jetzt wohl andere? — gar nicht beschrieben, und das von 

dem Herrn Verfasser auf S. 273. gefällte ungünstige Urtheil über 
dergleichen Instrumente beruht geradezu auf Unkenntniss der Sache, 
indem wir selbst ihm mehrere Fernrohr-Boussolen vorlegen könn- 
ten, die an Leichtigkeit des Transports und der Handhabung ge- 
wiss gar nichts zu wünschen übrig lassen. Auf die neueren Ver- 
besserungen der Messkette (m. s z. B. in Schneitler’s Instru- 
mente und Werkzeuge. Zweite Auflage. Leipzig 1852. 
S. 7. die Messkette vonOldendorff, undim Archiv. Thl.IV.'8.68. 
die Messkette von Berlin, sowie über diese Messketteauch Schneit- 
ler a.a. ©.) ist in höchst auffallender Weise gar keine Rücksicht 
genommen, da diese Verbesserungen eines bei den allergewöhn- 
lichsten Operationen der Feldmesskunst "unausgesetzt in Anwen- 
dung kommenden und deshalb in jeder Beziehung höchst wichtigen | 
Instruments gewiss von der grössten Bedeutung sind; und sollte 
etwa der Herr Verfasser diese Verbesserungen der Genauigkeit 
der Messungen für nicht eben förderlich halten, so müssten wir 
gestehen, dass dies uns keinen sonderlichen Begriff von der Ge- 
nauigkeit, die der Herr Verfasser bei seinen Messungen zu errei- 
chen strebt, beibringen würde. Eben so auffallend ist es uns 
gewesen, dass statt des, oder wenigstens neben dem älteren 
Theodoliten nicht auch der Theodolit mit gebrochenem Fernrohr 
beschrieben worden ist, da diese neueren Instrumente in jeder 
Beziehung die wesentlichsten Vortheile gewähren und daher jetzt 
fast allgemein gebraucht, auch in mehreren der grösseren und besseren 
mechanischen Werkstätten fast nur allein angefertigt werden, in wel- 
cher Beziehung der Herr Verfasser sich nur etwa die Cataloge 
des polytechnischen Instituts in Wien (m. vergl. z.B. auch das 
in jeder Beziehung treflliche und ausgezeichnete Handbuch der 
niederen Geodäsie von Hartner. Wien. 1850.) hätte an- 
sehen sollen. Das Heliotrop ist nur nach der ursprünglichen Ein- 
richtung von Gauss beschrieben, und auf die neueren vereinfachten. 
Einrichtungen dieses Instruments von Steinheil, Stierlin und 
Anderen ist gar keine Rücksicht genomnien, was wenigstens bei einem 
Handbuche der höheren Geodäsie nicht gebilligt werden kann. 

Noch mehr,einzelne Beispiele dieser Art anzuführen, fehlt uns 
der Raum; auch wird das Bisherige schon kinreichen, den Nach- 
weis zu führen, dass man aus dem vorliegenden Buche keine dem 
gegenwärtigen Standpunkte der Wissenschaft entsprechende Instru- 

mentalkenntniss schöpfen kann. Eben so wenig hat der Herr Ver- 
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fasser auf die neueren Fortschritte der Geodäsie in theoretischer 
Beziehung besondere Rücksicht genommen. Wenn wir auch fast 


fürchten müssen, der Eigenliebe beschuldigt zu werden, wollen 


wir doch bemerken, dass in den bis jetzt erschienenen 21 Bänden 
des „Archivs“ eine Menge der Geodäsie gewidmeter Aufsätze von 
sehr verschiedenen Verfassern enthalten sind,‘ die von neueren 
Schriftstellern über Geodäsie keineswegs so gänzlich unberück- 
sichtigt gelassen worden sind, wie der Herr Verfasser des vor- 
liegenden Buchs gethan hat, und daher doch wohl etwas zur För- 
derung der betreffenden Wissenschaft beigetragen haben müssen, wie, 
um nur Einiges zu bemerken, z. B. die AufSätze über die Fehler 
der mit verschiedenen Instrumenten gemessenen Horizontalwinkel; 
über die Theorie der terrestrischen Strahlenbrechung (die S. 423. 
in der Note vom Herrn Verfasser gegebene Darstellung ist wenig- 
stens höchst schwerfällig und berührt keineswegs die Punkte, auf 
die es hier vorzüglich ankommt); über das trisonometrische Höhen- 
messen mil ganz besonderer Berücksichtigung der Strahlenbrechung; 
über die vielen neuen Methoden zur graphischen Auflösung des 
Pothenot’schen Problems; über die elegante Methode zur ge- 
nauen Aufstellung des Messtisches, oder vielmehr eines gegebenen 
Punktes auf demselben, über einem gegebenen Punkte auf der 
Erde, welche alle die künstlichen Einrichtungen ‚des Messtisch- 
blattes, die der Herr Verfasser Seite 144. bei seinem nicht sehr 
zu empfehlenden Messtische beschreibt, durch welche die so über- 
aus wichtige Festigkeit und Unverrückbarkeit des Instruments, 
auf welche bei dem genauen Arbeiten mit diesem Instrumente so 
ungemein viel ankommt, nur beeinträchtigt werden muss, völlig 
überflüssig und ganz und gar unnütz macht, u. s. w. u. s. w. 


Unser Gesammturtheil über das vorliegende, in ‚‚dritter ver- 
besserter und vermehrter Auflage“ erschienene, „nach dem 
neuesten Standpunkte der Wissenschaft bearbeitete“ 
Handbuch der höheren und niederen Geodäsie geht daher dahin, 
dass dasselbe den neueren Zustand dieser wichtigen Wissenschaft 
darzustellen nicht geeignet ist, wenn wir auch sonst seine Brauch- 
barkeit für untergeordnetere Arbeiten nicht verkennen wollen, 


Handbuch der niederen Geodäsie nebst einem An- 
hange über die Elemente der Markscheidekunst. Zum 
Gebrauche für technische Lehranstalten, sowie für das 
Selbststudium bearbeitet von Friedrich Hartner, Pro- 
fessor der höheren Mathematik und praktischen Geo- 
metrie am steierm. ständ. Joanneum zu Gratz. Wien, 


Seidel. 1850. 8. 
Die erste Lieferung dieses Handbuchs der niederen Geodäsie 
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ist schon'im Literar. Ber. Nr. LVIIl. S. 287. kurz angezeigt worden: 
Nachdem jetzt: alle vier Lieferungen erschienen 'sind, erfordert ‚die 
Auszeichnung, welche das Buch seiner inneren Tüchtigkeit und 
seiner Brauchbarkeit wegen für sich in Anspruch zu nehmen be- 
rechtigt ist, eine vollständigere Anzeige. Schon a. a. ©. haben wir 
darauf hingewiesen, dass uns sowohl die grosse Deutlichkeit der 
Darstellung im Allgemeinen, als auch insbesondere der sehr sorg- 
fältig. von dem Einfacheren zunı Zusammengesetzteren Iortächfer 
tende Gang in der Beschreibung und Beurtheilung der Instrumente, 
wobei auch die nothw ehiligieöh optischen Hülfslehren nicht über- 
gangen worden sind angesprochen habe. Jenes Urtheil wieder- 
holen wir jetzt nach dem Erscheinen 'des vollständigen Werkes 
aus. vollster Ueberzeugung und fügen demselben noch Folgendes 
hinzu. Was zuerst die Toten betrifit, so bemerken wir, dass 
sowohl die Instrumente zum Zeichnen auf dem Papier als auch 
die Instrumente zum Messen auf dem Felde sehr sorgfältig beschrie- 
ben und in schönen Holzschnitten ‘dargestellt worden sind. Der 
Herr Verfasser hat sich aber nicht bloss mit der Abbildung der 
ganzen zusammengestellten Instrumente begnügt, sondern hat auch 
alle wichtigeren einzelnen Theile derselben in grösserem Maass- 
stabe besonders abgebildet und 'natürlich‘'auch äusserst. deutlich 
beschrieben, was dieses Buch vor vielen anderen Lehrbüchern der 
Geodäsie höchst vortheilhaft auszeichnet, und den Lehrling in den 


Stand setzt, sich von der Einrichtung der Instrumente in allen 


ihren einzelnen Theilen eine höchst deutliche Anschauung’ zu ver- 
schaffen. Bei der Beschreibung der Instrumente hat der Herr 
Verfasser ferner auf die neueren Fortschritte sehr sorgfältig’ Rück- 
sicht genommen, und daher z. B. auch den verbesserten Einrich- 


tungen der Messkette,, dem Theodoliten mit gebrochenem Fernrohr, 


den verschiedenen Arten der Distanzmesser, den neueren vortrefi: 
lichen Nivellir-Instrumeuten aus der Werkstätte des polytechnischen 
Instituts in Wien, den verschiedenen Arten der Markscheider- 
Instrumente, u. s. w., besondere Aufmerksamkeit gewidmet, so 
dass wir nicht wüssten, was der Lehrling in dieser Beziehung 
noch wünschen sollte. _ Eben so sorgfältig sind die‘ Instrumente 
nach ihren Fehlern, mit deren mathematischer Bestimmung, charak- 
terisirt worden, und überall hat der Herr Verfasser die am leich- 
testen praktisch ausführbaren und zugleich genauesten Methoden 
zur Berichtigung der Instrumenten gelehrt. Was ferner die Mes- 
sungsmethoden betrifft, so sind alle Methoden gelehrt worden, 
welche in die niedere Geodäsie, der ja auch das Buch nur ge- 
widmet sein soll, gehören. Bei den Höhenmessungen hat das 
geometrische, trigonometrische (natürlich mit Rücksicht 'äuf’ die 
Krümmung der. Erde und ‚die Refraction S. 231. :232.), das baro- 
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metrische und thermometrische Höhenmessen, so weit’ diese Ope- 
rationen in den Kreis der niederen Geodäsie gehören, Berücksich- 
tigung gefunden, so wie auch die zu forstlichen Baumhöhenmes- 
sungen u. s. w. erforderlichen und jetzt gebräuchlichen Instrumente, 
die, so wie ein einfaches, zu Höhenmessungen brauchbares‘ Ge- 
fässbarometer gleichfalls abgebildet worden sind. Endlich hat der 
Herr Verfasser auch der Coordinatenmethode bei der Berechnung 
der Messungen seine besondere Aufmerksamkeit gewidmet, und 
über die Methode der kleinsten Quadrate so viel beigebracht, als 
die niedere Geodäsie irgend zu fordern berechtigt ist. 


Wir schliessen diese Anzeige mit der Bemerkung, dass wir 
gegenwärtig in der That kein Handbuch der niederen Geodäsie 
und Markscheidekunst wüssten, welches wir einem Anfänger in 
der Geodäsie mit grösserer Zuversicht als das vorliegende empfeh- 
len könnten. Wir wünschen dem Buche die grösste Verbreitung 
und sind der Meinung, dass es zu einer besseren und gründliche- 
ren Bildung der Feldmesser, als dieselbe wohl jetzt hin und wie- 
der angetroffen wird, wesentlich beitragen wird. Möge es uns der 
Herr Verfasser nicht übel nehmen, wenn wir schliesslich uns den 


"Wunsch auszusprechen erlauben, dass wir in einer neuen Auf- 
eY a% ' . . ‘ . . . 
lage, die recht bald anzeigen zu können wir mit Zuversicht hoffen, 
wohl ein Urtheil eines so sachkundigen und praktisch geübten 


Geodäten, wie der Herr Verfasser ist, über die im Archiv. Thl. XV. 
gelehrte Methode zur genauen Aufstellung des Messtisches, oder 
eigentlich eines bestimmten Punktes auf demselben, über einem 
auf der Erde gegebenen Punkte, welche nach unserer Meinung 
alle künstlichen, die Festigkeit des Messtisches nur beeinträch- 
tigenden Einrichtungen zur Bewerkstelligung dieser Aufstellung 
völlig entbehrlich macht, lesen möchten. 


| Vermischte Schriften. 


Mittheilungen der näturforschenden Gesellschaft zu 
Bern. Nr. 231—309. (Vergl. Literar. Ber. Nr. LXXII. S. 923.) 


Wir bedauern, mit den Auszügen aus diesen, der allgemeinen Beachtung 
in jeder Beziehung höchst werthen Mittheilungen so lange in Rückstand ge- 
blieben zu sein, was wir nur durch den Mangel an Raum entschuldigen kön- 
nen, Wir beeilen uns jetzt, das Versäumte nachzuholen., 


C. Fischer-Ooster, Beschreibung eines neuen einfachen Bathometers, 
mit einer Abbildung. Nr. 233—235. - 

R. Wolf, Notizen zur Geschichte der Mathematik und Physik in der 
Schweiz. ı Christian Wursteisen von Basel, Nr. 237 und 238, 

C. Brunner, Ueber Trennung. von Kupfer und Zink bei Analysen, 
Nr. 237 und 238. 

"BR. Wolf, Beitrag zur Lehre von der Wahrscheinlichkeit. Nr, 239 u. 240. 
R. Wolf, Nachrichten von der. Sternwarte in’ Bern. Nr, 241 u. 243. 
C.Fischer-Ooster, Beschreib, eines neuen Hypsometers, Nr, 243 u, 244; 
Derselhe, Beiträge zur Höhenkenntuniss des. Cantons Bern, enthaltend 

die Bestimm, einiger zweifelhaften Punkte mittelst des Baromelers, Nr.243 u.244: 
BR. Wolf, Nachrichten von. der, Steruwarte in Bern. ‚Nr. 245 u, 247, 
Derselbe, Notizen zur Geschichte der Mathematik ‚und Physik, in ‚der 

Schweiz. Simon Lhuilier. (Zweiter Artikel.) Nr. 245 und 247. 

C. Brunner, Ueber die Bestimmung von Gasgemengen, Nr, 252 bis 254, 


& 
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Derselbe, Chemische FEN IT. BRIM Nr, 252 bis 254, 

R. Wolf, Neue Untersuchungen über die Periode der Sonnendieckat 
und ihre Bedentung, Nr, 255 bis257. (Sehr interessante u, wichlige Abhandlung.) 

Derselbe, Nachrichten von der SISERERER in Bern, (Ueber Stern- 
schnuppen.) Nr. 262 bis 264. 

Derseibe, Notizen zur Geschichte der Mathematik und Physik in der 
Schweiz. (Sonnenfiusterniss von 1706, Vertheilung der Gewitter in. Zürich 
1683—1718.). Nr. 262 bis 264. 

Derselbe, Versuche zur Vereleichung‘ der Erfahrungswahrscheinlich- 
keit mit der mathematischen Wtscheiafichkeit, Sechste Bar ekorexie: 
Nr. 268 und 269. ER f 

Derselbe, Nachrichten von der Sternwarte in Bern, Nr. 268 und 269. 

M. Hipp, Ueber 'Translatoren. Nr, 279 und 280, 5 

R. Wolf, Nachrichten von der Sternwarte in Bern, Nr. 279 und 280. 

Derselbe, Notizen zur Geschichte der Mathematik und Physik in der _ 
Schweiz. Jahr-Rodel von Haus und Abraham Wieniger, Schulmeistern zu 
Bedderkinden. 1716—1770. Nr. 281 bis 283. | 

Derselbe, Nachrichten von der Sternwarte in Bern. Nr. 281 his 283, 

-F. May, Ueber die Ausstreuuzg der Sterne am Himmel oder das Milch- 
strassensystem als Ganzes Nr, 284 und 285. (Interessanter Aufsatz.) 

R. Wolf, Ueber den jährlichen Gang der magnetischen Declinations- 
Variation. Nr. 292 bis 293. 

Derselbe, Nachrichten von der Sternwarte in Bern, Nr, 292 bis 293. # 
Nr. 294 und 295. je 

C. Brunner, Chemische Mittheilungen über die Analyse der -atmo- 
sphärischen Luft und mehreres Andere, Nr. 296 bis 298, 

R. Wolf, Nachrichten von der Sternwarte in Bern. Nr..296 bis 298, 

"Brunner von Wattenwyl, Ueber das 'Taschen-Barometer. Nr, 299. 

‘ Das Endurtheil des sehr sachkundigen und vielerfahrenen Herrn Verf, über 
dieses Instrument und andere in neuerer Zeit zu ähnlichem Zweck in Vorschlag 
gebrachte Barometer , namentlich anch über das von Leuten, die nichts Bach. 
tes von der Sache verstehen, viel gerühmte-Barometre Ye fällt 
keineswsgs günstig für diese Instrumente aus, und geht dahin, dass durch ı 
keins derselben ein gutes Reisebarometer ersetzt dh könne, namentlich 
bei den äusserst bequeinen Einrichtungen, die man jelzt den letzteren In- 
strumenten zu geben im Stande sei. Der Aufsatz selbst ist sehr lesenswerth, 

R. Wolf, Nachrichten von der Sternwarte in Bern. Nr. 300 und 301. 

Derselbe, Nolizen zur Geschichte der Mathematik und Physik in der 
Schweiz. Johann Baptist Cysat. Nr. 308 und 309, Die Lebeusbeschrei- 
bung dieses his jetzt wenig bekannten schweizerischen Mathematikers und 
Astronomen hat Herr R. Wolf auch in einem besonderen Abdruck unter 
dem Titel: Johann Baptist Cysat von Luzern, Ein Beitrag zur 
Geschichte der Mathematik und Physik in der Schweiz, Von 
Rudolf Wolf. Bern 1853. 8. herausgegeben. Cysat war 1586 in Lu- 
zern geboren und starb daselbst am 3, März 1657; Die Lebensbeschreibung 
ist in vieler Beziehung interessant. Es geht aus derselben u, A, hervor, dass 
Cysat schon in einer 1619 erschienenen Schrift dem Saturn zwei Monde 
beilegt, während sonst allgemein angenommen wird, erst Huygens habe 
im März 1655 einen ersten Sutürnaknisnd und Domina Gassini 1671 einen 
zweiten entdeckt. Ferner hat Herr AR. Wolf gezeigt, dass Cysat schon 
den grossen Nebel im Orion, der Galilei und Hevel entging, bereils kannte, - 
dass also fälschlich erzählt wird, er sei erst 1656 von Heygens entdeckt 
worden, Demnach wird künftig als Entdecker des grossen Nebels im Orion 
Cysat zu nennen sein. 

In den hier besprochenen Nummern der Mittheilungen finden sich wie 
in den früheren auch wieder eine grosse Menge interessanter Mittheilungen 
aus Briefen schweizerischer Mathematiker nnd Naturforscher, die man sämmt- 
lich Herrn R, Wolf verdaukt uud die jedenfalls für die Greaghi Pi der 
Mathematik und Physik vielfach wichtig sind. 
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